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Prologo

Este libro tiene un objetivo sencillo de decir y dificil de cumplir: demostrar todo. Cada teorema del
calculo diferencial que aparece aqui se demuestra completo, paso a paso, sin «es facil ver», sin «se deja

al lector» y sin usar nada que no se haya demostrado antes.

El recorrido sigue el programa de Calculo Diferencial e Integral I de la Licenciatura en Matematicas
de la Facultad de Ciencias de la UNAM: los niimeros reales, las funciones, los limites de sucesiones y de
funciones, la continuidad y la derivada, hasta los polinomios de Taylor. El orden de los temas es el del

programa oficial.

Como esta hecho

- Todo parte de axiomas. Los nimeros reales se presentan como un campo ordenado y completo
(axiomas K1-K9, 01-03 y S). Cada resultado posterior se apoya solo en esos axiomas y en lo ya
demostrado.

- Cada paso dice qué usa. Las justificaciones aparecen entre paréntesis con el nimero del resulta-
do que se aplica, por ejemplo «(C1-032.T2)». El nimero indica la clase (C1-032) y la pieza dentro
de ella (T2 = segundo teorema).

- Lo provisional se declara. Dos cosas se usan antes de poder demostrarlas, y siempre se marcan
con A: los hechos geométricos de la trigonometria (se demuestran en Cdlculo Il a partir de la
integral) y el principio de eleccién numerable, que casi todos los cursos usan sin decirlo.

- Intuicién primero, formalidad siempre. Cada capitulo abre con una situaciéon cotidiana (un
viaje en carretera, el termdémetro de la cocina, una regla y una lupa) y dice dénde falla la analogia.
Después viene la definicion o el teorema formal, su demostracién y un contraejemplo por cada

hipdtesis, para que se vea por qué esta ahi.

Como leerlo

Cada capitulo corresponde a una clase en video del curso Cdlculo diferencial: todas las demostraciones,

explicadas paso a paso de PyPro (pypro.mx). Se puede leer solo, pero funciona mejor junto con el video:
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el video da la idea y la imagen; el libro da cada detalle por escrito.

Los recuadros ayudan a orientarse:

Idea: la estrategia de la demostracion en una o dos frases.

En la vida diaria: la situacién cotidiana y el limite de la analogia.

Cuidado: errores frecuentes y lo que pasa si se quita una hipotesis.

Al final de cada capitulo hay ejercicios con sus respuestas.

Teorema, definicidon, axioma: el enunciado exacto, tal como se usa después.
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C1-001 - Los tres problemas del calculo

Motivacion

Sales del kildémetro 0 en el instante t = 0. Un GPS registra tu posicién y te dice que, a las t horas, estas

en el kildbmetro

s(t) = 50t?, 0<st<2.
Nadie te dejo ver el velocimetro. Con esa sola formula te hacemos tres preguntas:

1. ;Qué marcaba la aguja del velocimetro exactamente ala 1:00?
2. Sien lugar del GPS solo tuvieras la grafica del velocimetro, ;cdmo sabrias cuanto recorriste en la
primera hora?

3. ¢A qué hora exacta pasaste por el kildémetro 100?

Las tres parecen preguntas de secundaria. Las tres esconden la misma dificultad: su respuesta es un
numero al que solo se llega acercdndose, y para que ese nimero exista hace falta que la recta numérica

no tenga huecos.

Este capitulo plantea las tres preguntas con precision; el resto del curso construye, paso a paso y sin

trampas, las herramientas para contestarlas.

Doénde falla la analogia
Un GPS real mide en instantes sueltos y redondea a metros. La funcién s es un modelo: da la
posicion en todo instante y con todos los decimales. El calculo trabaja con el modelo, no con el

aparato.
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Primera pregunta: velocidad instantanea y recta tangente

La velocidad promedio en un tramo es distancia entre tiempo. En el tramo que va de la 1:00 a la hora

1+ h (con h # 0) el promedio es

s(1+h)—s(1) 501+ 2h+h*) —50
h B h
100h + 50h2
h

100 + 50h.

Para h = 0.1 vale 105; para h = 0.01, 100.5; para h = 0.001, 100.05.

A Cuidado

No podemos poner h = 0: la expresion se volveria 0/0, y en los ndmeros reales solo los elemen-

tos distintos de 0 tienen inverso (axioma K8, capitulo C1-002).

Lo que si podemos decir es que los promedios se acercan a 100 tanto como queramos. Si queremos

quedar a menos de una tolerancia T > 0 de 100, basta tomar 0 < |h| < /50, porque entonces

|(100 + 50k) — 100] = 50|h| < 7.

Ese nimero, 100 km/h, es lo que llamaremos la velocidad instantanea a la 1:00.

En la grafica de s, el cociente anterior es la pendiente de la recta secante que pasa por (1,50) y por
(1 + h,s(1 + h)). Cuando h se encoge, la secante gira y se pega a una recta que solo roza la curva en

(1,50): la recta tangente, de pendiente 100.
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Figura 1: Secantes de s(t) = 50t2 por (1,50) y (1+ h, s(1+ h)) (circulos blancos) con h = 0.8, 0.4, 0.1,
y la tangente de pendiente 100.

Velocidad instantanea y pendiente de la tangente son, entonces, el mismo problema. La pregunta pre-

cisa es:

Pregunta P1
s(1+h)—s(1)

h
h # 0 sea suficientemente pequefio?

(Existe un nimero L tal que queda tan cerca de L como se quiera, con tal de que

Para contestarla en general hace falta la nocién de limite (C1-017) y, con ella, la de derivada (C1-027).

Segunda pregunta: distancia y area

Supdn ahora que solo tienes la grafica del velocimetro, v(t) = 100t (la velocidad que acabamos de

descubrir, calculada en cada instante; se justificara en C1-028).

Si la velocidad fuera constante en un tramo, la distancia seria velocidad por tiempo: el area de un rec-

tangulo. Como no es constante, partimos la primera hora en n tramos iguales de duracion 1/n.

k

En el tramo [Z’ %] la velocidad esta entre 100% y 100%, de modo que la distancia real queda entre

la suma inferior y la suma superior:
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donde usamos 1 + 2 + --- + m = m(m + 1) /2 (se demuestra en C1-005.T4).

suma inferior suma superior

100 ~ 7

100¢
o
<)

v(t)
S

0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

Figura 2: Sumas inferior (izquierda) y superior (derecha) de v(t) = 100t en [0, 1] con n = 5 tramos.

- Conn = 10 las sumas valen 45 y 55.
- Conn = 100 valen 49.5 y 50.5.

Hay un dnico nimero que queda entre todas las sumas inferiores y todas las superiores: 50, justo lo

que marca el GPS, s(1) = 50. La distancia recorrida es el drea bajo la grafica de la velocidad.

Pregunta P2

(Existe un tinico nimero que quede entre todas las sumas inferiores y todas las superiores?

La herramienta para contestarla es el supremo (C1-006), y la respuesta general es la integral (C2-002).
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Tercera pregunta: un nimero que no es fracciéon

Pasas por el kilémetro 100 cuando 50t? = 100, es decir, cuando t? = 2. Con laregla y la lupa buscamos

ese instante:

- 1.4% = 196y 1.5%2 = 2.25;
- acercando lalupa, 1.41% = 1.9881y 1.422 = 2.0164;
- otravez, 1.414% = 1.999396 y 1.4152 = 2.002225.

El extremo izquierdo de cada ventana tiene cuadrado menor que 2, el derecho mayor que 2, y las ven-
tanas se encogen. Ningn decimal finito da exactamente 2, y en C1-008.T1 demostraremos algo mas

fuerte: ninguna fracciéon p/q cumple (p/q)? = 2.
Si solo existieran las fracciones, nunca pasarias por el kilometro 100, aunque empezaste antes y termi-

naste después. La hora aproximada es t = 1.41421 h, unos 1 h 24 min 51 s.

Pregunta P3

¢(Existe un nimero t > 0 con t? = 2?

En los racionales, no. En los reales, si (C1-008.T2), y la razén es una propiedad que los racionales no

tienen: el axioma del supremo S (C1-006), que dice, en palabras, que la recta numeérica no tiene huecos.

Lo que haremos

Las tres preguntas piden un ndmero al que se llega acercandose, y las tres necesitan una recta sin

huecos. Por eso el curso empieza por los cimientos:

las reglas de las operaciones (C1-002);
las del orden (C1-003);
la distancia |a — b| (C1-004);

los naturales y la induccién (C1-005);

el axioma del supremo (C1-006).

Con ellos se define qué significa «acercarse» para sucesiones (C1-012) y para funciones (C1-017), y
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entonces P1 se vuelve la derivada (C1-027) y P2 la integral (Calculo II).

Definiciones

— (capitulo de motivacién; las definiciones formales empiezan en C1-002).

Resultados

— (capitulo de motivacién; no hay resultados formales en TEOREMAS-C1 para C1-001).

Ejemplos que funcionan y que no

Ejemplo 1 (si funciona)
Para s(t) = 50t? ent = 1, los promedios 100 + 50h quedan a menos de 7 de 100 en cuanto
0 < |h| < t/50.

A Ejemplo 2 (no se vale dividir entre cero)

«Velocidad = 0 km/0 h» no es un numero: 0 no tiene inverso multiplicativo (K8 solo lo garantiza

paraa # 0).

Ejemplo 3 (un viaje con salto)
Sis(t) = 50t? parat < 1ys(t) = 50t? + 10 parat > 1 (un «teletransporte» de 10 km a la
1:00), el promedioen [1 — h,1] con0 < h < 1es

s(1) —s(1—h) _ 60 —50(1 — h)>?
h B h
10
= —— +100 - 50,

que vale 195 para h = 0.1y 1,099.5 para h = 0.01: no se acerca a ningiin nimero. Sin continui-

dad no hay velocidad instantanea (se formaliza en C1-028).
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Ejemplo 4 (sin reales no hay respuesta)
Las ventanas [1.4,1.5] 2 [1.41,1.42] D --- tienen extremos racionales, pero no se encogen hacia

ninguna fraccién (C1-008.C1).

Ejercicios

Calcula la velocidad promedio de s(t) = 50t2 en [2,2+ h] para h # 0y dia qué numero se acerca.
Paras(t) = 50t?, ;qué tan pequefio debe ser |h| para que el promedio en [1, 1+h] quede a menos
de 0.5 km/h de 1007

. Calcula las sumas inferior y superior de v(t) = 100t en [0, 1] con n = 4 tramos.

Explica por qué la frase «alas 2:00 llevas 200 km en 2 h, asi que el velocimetro marca 100 km/h»
confunde dos preguntas distintas.
Con la lupa, encuentra dos decimales con tres cifras después del punto entre los que esté la hora

del km 50 (es decir, 50t? = 50) y explica por qué esta vez la lupa no hace falta.

Respuestas

W N

50(2 + k)2 — 200

= 200 + 50h; se acerca a 200 km/h.

h
[(100 + 50h) — 100] = 50|h] < 0.5si 0 < |h| < 0.01.
Inferior: 100 - % = 37.5; superior: 100 - % = 62.5.

200/2 es el promedio desde la salida (pregunta sobre un tramo largo); el velocimetro responde
la pregunta P1 en t = 2, cuyo valor es 200 km/h (ejercicio 1).
t? = 1 tiene la solucién exacta t = 1, una fraccién: por ejemplo 0.999 < 1 < 1.001,y t = 1yaes

la respuesta exacta.



C1-002 - Axiomas de campo

Motivacion

Un juego de mesa trae un reglamento de nueve reglas. A mitad de partida alguien afirma que «multipli-

car por cero siempre da cero», y otro jugador pregunta en qué regla dice eso. No estd en ninguna.

Sin embargo, si las nueve reglas son las correctas, la afirmacién se puede deducir de ellas, y entonces

nadie puede discutirla.

Con los nimeros reales haremos exactamente eso. En lugar de aceptar de golpe todo el dlgebra de la
secundaria, fijamos nueve reglas para la suma y el producto, los axiomas de campo, y deducimos de

ellas cada propiedad que usaremos.
La pregunta que gufia el capitulo es: ;por qué a - 0 = 0, si nadie lo puso en las reglas?
Doénde falla la analogia

Un juego puede cambiar su reglamento entre partidas; los axiomas se fijan una vez y, a partir de

ahi, todo lo demés se demuestra.

Definiciones

Axioma C1-002.Ax1 (campo)

R es un conjunto con dos operaciones + y - tales que, para todos a, b, c € R:

Ki(a+b)+c=a+ (b+c);
K2a+b=»b+aq;
K3 existe 0 E Rcona + 0 = a;

K4 para cada a existe —a con a + (—a) = 0;
K5 (ab)c = a(bc);
K6 ab = ba;
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- K7existel1 e R,1#0,cona-1=gq;
- K8 paracada a # 0 existea™! conaa™?! = 1;

- K9a(b+c)=ab+ac.

Definicion C1-002.D1

a—b:=a+ (=b);sib#0,a/b:=a-b Y;a’:=a-a;2:=1+ 1.

En las demostraciones usamos libremente las reglas de la igualdad: six = y,entoncesx +z =y +zy

zx = zy (se opera con el mismo objeto).

Eso no es un axioma de R, sino logica: x y y son el mismo nimero.

Resultados

Teorema C1-002.T1 (cancelacion)

Sia+b=a+c entoncesb =c.Siab =acya # 0, entonces b = c.

Idea

Se suma —a (o se multiplica por a~!) en los dos lados y se reacomoda.

Demostracion.

Supongamos a + b = a + c. Sumando —a por la izquierda, (—a) + (a + b) = (—a) + (a + ¢).
Entonces ((—a) + a) + b = ((—a) + a) + ¢ (K1).

Como (—a)+a=a+ (—a) =0,queda 0 + b = 0 + c (K2, K4).

Luego b + 0 =c + 0 (K2),yasib = c (K3).

Supongamos ahora ab = ac con a # 0. Existe a™! (K8).

Multiplicando por la izquierda, a~*(ab) = a~(ac), es decir, (a"ta)b = (a 1a)c (K5).
Comoata=aa!=1,quedal-b=1-c (K6 K8).

Luegob-1=c-1(K6),yasib =c (K7). 1

©® N o W



Calculo diferencial

10

Teorema C1-002.T2 (unicidad)

El1 0 y el 1 son Uinicos; para cada a, —a es Unico; paraa # 0, a~! es unico.

Idea

Dos candidatos se comparan con el propio axioma, o con la cancelacion.

Demostracién.
1. Sea 0’ un nimero con a + 0’ = a para todo a. Tomandoa = 0,0 + 0’ = 0.
2. AplicandoK3aa =0',0'+0=0".
3. Como 0 + 0" = 0" + 0 (K2), se sigue 0 = 0".
4. Si1' cumplea-1" = a paratodo a,entonces1-1"'=1y1' -1 = 1" (K7).
5. Como1-1"=1"-1(K6),sesiguel =1".
6. Sib cumplea + b = 0,entoncesa + b = a + (—a) (K4),yasi b = —a (C1-002.T1).
7. Sia # 0y b cumple ab = 1, entonces ab = aa™! (K8),yasi b = a~! (C1-002.T1). ®

La unicidad es la herramienta de este capitulo:

- para probar que un numero x es —y, basta verificar y + x = 0;

- para probar que x es y~1 (y # 0), basta yx = 1.

Teorema C1-002.T3

Paratodoa,a-0 = 0.

Idea

a - 0 sumado consigo mismo da a - 0; se cancela.

Demostracion.

1. 0+ 0=0(K3cona =0).
2. Entoncesa-0+a-0=a(0+0) =a-0 (K9, paso 1).
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3. Ademasa-0=a-0+ 0 (K3).
4. Asia-0+a-0=a-0+ 0 (pasos2y 3).
5. Porlotantoa-0=0(C1-002.T1).®

Esto responde la pregunta del juego de mesa: «multiplicar por cero da cero» no estaba en el reglamento,

pero se deduce de K3, K9 y la cancelacion.

Teorema C1-002.T4

—(—a) = a; (—a)b = —(ab); (—a)(—b) = ab.

Idea

En cada caso se verifica que la suma con el nimero correspondiente da 0 y se usa la unicidad.

Demostracion.

1. (—a)+a = a+(—a) = 0(K2,K4); luego a es un inverso aditivo de —a,y —(—a) = a (C1-002.T2).
2. Setiene
ab+ (—a)b = ba+ b(—a)
=b(a+ (-a))
=b-0
=0
(K6, K9, K4, C1-002.T3).

3. Porlo tanto (—a)b = —(ab) (C1-002.T2).
4. Aplicando el paso 3 con —b en lugar de b, y luego con los papeles de a y b cambiados (K6):

(=a)(=b) = —(a(=h))

=—((=b)a)
= —(=(ba))
= ba
=ab

(paso 3, K6, paso 3, paso 1, K6).
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Teorema C1-002.T5

Siab = 0,entoncesa=00b = 0.

Idea
1

Sia # 0, se multiplica pora™-.

Demostracion.

1. Supongamos ab = 0. Si a = 0, no hay nada que probar.
2. Sia # 0, existe a~! (K8).
3. Entonces
b=b-1 (K7)
= b(aa™!) (K8)
= (ba)a ! (K5)
= (ab)a™! (K6)
=0-a ! (hip6tesis)
=al-0 (K6)
=0 (C1-002.T3). W

Teorema C1-002.T6 (identidades)

-0=0;—(a+b)=—-a—b;sia#0:al#0y(a )t =asiab+0:(ab)"t =alb7 %
a/b+c/d = (ad + bc)/(bd) y (a/b)(c/d) = (ac)/(bd) sib,d # 0.

Idea

Todas salen de la unicidad (C1-002.T2): se verifica que el candidato suma 0 o multiplica 1.

Demostracion.

(i) —0 = 0.
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1. 04+ 0 = 0 (K3): el 0 es inverso aditivo de 0, y por lo tanto —0 = 0 (C1-002.T2).
(ii) —(a+b)=—a—-b.

1. Se tiene
(@+b)+((—a)+ (b)) =a+((+(-b) + (-a))
=a+ (0+ (—a))
=a+ (—a)
= 0.
En el primer paso se reasoci6 (K1) y se conmut6 (—a) + (—=b) = (—b) + (—a) (K2); luego K4; en
el tercero, 0 + (—a) = (—a) + 0 = —a (K2, K3); al final, K4.
2. Porlo tanto —(a + b) = (—a) + (—b) (C1-002.T2), que es —a — b (C1-002.D1).

(iii)Sia#0:a ! #0y(aH1=a.

1. Sifueraa™! = 0, tendriamos 1 = aa™! = a - 0 = 0 (K8, C1-002.T3), contra K7. Luego a™! # 0.
2. Ademas a~la = aa™! = 1 (K6, K8): a es inverso multiplicativo de a1,
3. Porlo tanto (a )™ = a (C1-002.T2).

(iv)Sia,b # 0: (ab) "t =a"1h7L.
1. ab # 0,puessiab = 0seriaa =00b = 0 (C1-002.T5).

2. Reacomodando los cuatro factores (K5, K6):

(ab)(ab™1) = (aa 1Y) (bb™Y)
=1-1
=1

(K8, K7).
3. Porlo tanto (ab)™! = a™1bh~1 (C1-002.T2).

(v) Las reglas de las fracciones, con b,d # 0.

1. bd # 0 (C1-002.T5).
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2. Para cualquier x,

xd 11 )
bd - (xd)(b™"d™) (iv)
= (xb~1)(dd™1) (K5, K6)
=xb1-1 (K8)
X

3. Conx = aquedaa/b = (ad)/(bd); del mismo modo (con los papeles de b y d cambiados y K6),
c/d = (bc)/(bd).

4., Entonces

+ = = (ad)(bd)™! + (bc)(bd) ™

(SIS
Q| o

(ad + bc)(bd)™t
ad + bc
bd

(paso 3, K9y K6, C1-002.D1).
5. Finalmente, (ab™1)(cd™1) = (ac)(b~1d™1) = (ac)(bd)™?! (K5, K6, (iv)). B

Por qué cada hipotesis

Las piezas de este capitulo tienen pocas hipétesis, y cada una cuenta.

A a # 0 en la cancelacion del producto (C1-002.T1)

, Sinellafalla:0-1 = 0-2 (ambos valen 0 por C1-002.T3)y1 # 2 (si1l =2 =1 + 1, cancelando
,  1tendriamos 0 = 1, contra K7).

A1+ 0enK7

Sin ella, el conjunto {0} con0 + 0 = 0y 0 - 0 = 0 cumpliria todos los demas axiomas, y ahi todo

numero seria 0.

A Los axiomas de campo no decidensi1+1 =10

- impar = impar», etc.), cumple K1-K9 con 0 = pary 1 = impar,yenél1+1 = 0.

El conjunto {par, impar}, con la sumay el producto de la paridad («<impar + impar = par», «<impar ,
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Por eso hacen falta los axiomas de orden (C1-003).

Ejercicios
1. Demuestra que (a — b) + b = a para todos a, b.
2. Demuestra que a(b — c) = ab — ac.
3. Demuestra que, sia # 0, entonces —a # 0y (—a)™! = —(a™1).
4. Demuestra que si x% = x,entoncesx =00 x = 1.
5. En el campo {par, impar}, calcula —impar y impar_l. ;Qué axioma de orden dirias que falla ahi?

(Se responde de verdad en C1-003.)

Respuestas

.(a+(=b)+b=a+((—b) +b) =a+0=aporKil, K2 K4yK3.
.a(b+ (—c))=ab+a(—c) (K9 ya(—c) = (—c)a = —(ca) = —(ac) (K6, C1-002.T4, K6); luego

a(b—c)=ab+ (—(ac)) =ab —ac.

. Si—a = 0, entonces a = —(—a) = —0 = 0 (C1-002.T4, C1-002.T6). Ademas (—a)(—(a™?1)) =

aa"! =1(C1-002.T4, K8),y por C1-002.T2, (—a)~! = —(a™1).
x?2=x=x-1(K7).Six # 0, por C1-002.T1, x = 1.Sino, x = 0.

5. impar + impar = par = 0, asi que —impar = impar; impar - impar = impar = 1, asf que

impar_1 = impar. Si hubiera positivos, 1 seria positivo (C1-003.T5) y 1 + 1 = 0 también lo seria
(02), contra 01.



C1-003 - Axiomas de orden y

desigualdades

Motivacion

En la mafiana el termémetro de la cocina marca —2 °C y al mediodia 6 °C: la lectura de la mafiana es
menor, —2 < 6. Si alas dos lecturas les cambias el signo obtienes 2 y —6, y ahora la desigualdad apunta

al otro lado: 2 > —6.

Todos aprendimos que «multiplicar por un negativo voltea la desigualdad», y también que 1 > 0. Pero
los axiomas de campo (C1-002) no dicen nada de comparar nimeros; de hecho, son compatibles con

1+ 1 = 0. ;De dénde salen, entonces, estas reglas?

En este capitulo agregamos tres axiomas que describen a los niimeros positivos y deducimos de ellos
todas las reglas de las desigualdades, incluida 1 > 0 y la herramienta que usaremos en cada demostra-

ciébn con e:sia < b + ¢ paratodo € > 0, entonces a < b.

Doénde falla la analogia
El termdémetro tiene un rango finito y marcas de un grado. En R no hay primer ni tltimo nimero,

y entre dos lecturas distintas siempre hay otra (C1-003.T8).

Definiciones

Axioma C1-003.Ax1 (orden)

Existe P c R (los positivos) tal que:

- 01 para cada a se cumple exactamente unadea = 0,a € P, —a € P;
- 02a,beEP=a+b€EP;
- 03a,beP = abceP.

16
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Definicion C1-003.D1

a>b:eoa—-bePa<b:eob>aasb:eoa<boa=b(Ya=zb:eob<a)

Observacion (lectura de C1-003.D1)

Para todos x, y:

1. x>0oxeP,yx<0& —x€P;
2. —(x—=y)=y—x;
3.x—y=0x=y.

Demostracion.

1. Para (1): =0 = 0 (C1-002.T6),asiquex —0 =x+0 = x (K3);y 0 —x = 0+ (—x) = —x (K2, K3).
2. Para (2):

=+ -0=x+((=y) +y) + (=)
=x+0+(—x)
=x+(—x)
=0
(K1, K2, K4, K3); por lo tanto —(x — y) = y — x (C1-002.T2).
3. Para(3),six =y:x —y =x+ (—x) = 0 (K4).
4. Six + (—y) = 0, entonces x es inverso aditivo de —y; también lo es y, porque (—y) +y = 0 (K2,
K4).
5. Porlo tanto x = y (C1-002.T2). H

Resultados

Teorema C1-003.T1 (tricotomia)

Para a, b se cumple exactamente unadea < b,a = b,a > b.
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Idea

Es 01 aplicado al nimero a — b.

Demostracién.
1. Para el nimero a — b se cumple exactamente unade:a—b =0,a—b € P,—(a—b) € P (01).
2. La primera equivale a a = b (observacién (3)).
3. Lasegundaesa > b (C1-003.D1).
4. Como —(a — b) = b — a (observacion (2)), la terceraes b > a,es decira < b. R

Teorema C1-003.T2 (transitividad)

Sia<byb < c,entonces a < c.

Demostracion.

1. Por hipotesis,b —a € Pyc—b € P;luego (c—b) + (b —a) € P (02).
2. Se tiene
(c=b)+(b—-—a)=c+ ((=b)+b)+ (—a)
=c+0+ (—a)
=c—a
(K1, K2, K4, K3).
3. Luegoc —a € P,esdecina < c.l

Teorema C1-003.T3

Sia < b,entoncesa+c<b+c.

Demostracion.

1. —(a+c) = (—a) + (—c) (C1-002.T6).



Céalculo diferencial 19

2. Entonces
(b+c)—(a+c)=b+c+(—a)+(—c)
=+ (-a) + (c+(=0)
=b—a
(K1, K2, K4, K3).

3. Esadiferencia estd en P por hipotesis. B

Teorema C1-003.T4

Sia<byc > 0,entonces ac < bc.Sia < byc <0,entonces ac > bc.

Idea

La diferencia de los productos es un producto de positivos.

Demostracion.

1. —(ac) = (—a)c (C1-002.T4, K6), y entonces

bc —ac = bc + (—a)c
= (b+ (—a))c
= (b—a)c
(K9, K6).

Sic > 0:c € P (observacion (1)) y b —a € P,asique (b — a)c € P (03); es decir, ac < bc.
Sic < 0: —c € P (observacién (1)).

(b—a)(—c) =—((b—a)c) = —(bc —ac) = ac — bc (C1-002.T4, K6, paso 1, observacion (2)).
(b —a)(—c) € P (03); luego ac — bc € P, es decir,ac > bc.

ook W

Teorema C1-003.T5

Sia # 0, entonces a® > 0. En particular 1 > 0.

Demostracion.

1. Seaa # 0. Entoncesa € P o —a € P (01).
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2. Sia € P, entonces a? = aa € P (03).
3. Si—a € P, entonces (—a)(—a) € P (03),y (—a)(—a) = aa = a? (C1-002.T4).
4. En ambos casos a? € P, es decir, a? > 0 (observacion (1)).

5.Comol#0y1=1-1=12(K7),sesiguel > 0.1

Teorema C1-003.T6

Sia<byc<d,entoncesa+c<b+d.Si0<a<by0<c<d,entoncesac < bd.

Demostracion.

1. a+c<b+c(C1-003.T3).
c+b<d+b,esdecir,b+c <b+d(C1-003.T3, K2).
Luegoa + c < b +d (C1-003.T2).
Si0<a<byO0<c<d:b>0(C1-003.T2).

ac < bc (C1-003.T4 con ¢ > 0).

bc < bd (C1-003.T4 con b > 0, K6).

Luego ac < bd (C1-003.T2). W

N o s W

Teorema C1-003.T7

Sia > 0,entonces1/a > 0.Si0 < a < b,entonces0 < 1/b < 1/a.

Idea

Si a~! fuera negativo, —1 seria positivo; para la segunda parte, 1/a — 1/b = (b —a) a *bh 1.

Demostracién.
1. Seaa > 0.Entoncesa # 0 (01),ya~! # 0 (C1-002.T6).
2. Supongamos a~l < 0,esdecir, —a~1 € P.
3. Entonces a(—a™1) € P (03),ya(—a™ 1) = —(aa™!) = —1 (C1-002.T4, K6, K8). Asi —1 € P.
4. Pero1 € P (C1-003.T5), y O1 aplicado a 1 prohibe que 1y —1 estén ambos en P.
5. Luegoa™! < 0,y comoa™! # 0, se tienea™! > 0 (C1-003.T1).
6. Finalmente 1/a =1-a"! = a™! (K6, K7).
7. Seaahora 0 < a < b. Entonces b > 0 (C1-003.T2),y a™ %, b~ > 0 (primera parte).
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8. Se tiene
(b—a)(a b)) =at(bb™ 1) - (aa )b !
— a—l _ b—l

(K9, C1-002.T4, K5, K6, K8, K7).
9. El producto (b —a)(a~tb~1) estaen P (03).Luego 1/b < 1/a,y 0 < 1/b por la primera parte.

Teorema C1-003.T8

2>0,ysia < b,entoncesa < (a+b)/2 <b.

Demostracion.

1 € P (C1-003.T5),luego2 =1+ 1 € P (02).

Seaa < b.Entoncesa+a<a+bya+b<b+b(C1-003.T3, K2).
at+ta=a-1+a-1=a(l+1)=2a(K7K9,K6),eigualb+ b =2b;asi2a<a+b<2b.
1/2 > 0 (C1-003.T7), y por lo tanto

W N

(2a); < (a +b); < (2b)3

(C1-003.T4).
5. (2a); = a(2-27%) = a (K5, K6, K8, K7), e igual con b; y (a + b); = (a + b)/2 (€1-002.D1).
6. Luegoa<(a+b)/2<b.R

Teorema C1-003.T9 (complementos)

(a) Las versiones con < de C1-003.T2-Té:

-a<b b<c>ac<cg
-as<b=a+c<b+c

a<b c=20=ac<bcya<bh c<0=ac=bc

- a? > 0 para todo a;

a<b c<d=>a+c<b+dy0<a<bh 0<c<d=ac<bd.

(b)) a<b=-b< —a.

(c) Paraa,b > 0:a < b < a? < b2
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(d) Sia < b+ ¢paratodo e > 0, entonces a < b.

Demostracion.

(a) En cada caso se separa la igualdad.

1. Transitividad: sia = b o b = ¢, la conclusién es una hipétesis; sino,a < b < cya < ¢ (C1-
003.T2). Del mismo modo,a < b <coa < b < cimplicana < c.

Suma:sia =b,a+ c = b + c;sino, C1-003.T3.

Producto: sia = b,ac = bc;sic = 0,ac = 0 = bc (C1-002.T3, K6); si no, C1-003.T4.
Cuadrado:sia = 0,a? =0-0 = 0 (C1-002.T3); si no, C1-003.T5.

Suma de dos desigualdades: a + ¢ < b + ¢ < b + d (version < de C1-003.T3 dos veces, con K2)

ook W N

y la transitividad <.
6. Producto de dos desigualdades: b = 0 por transitividad; ac < bc (pues ¢ = 0) y bc < bd (pues
b = 0, con K6), y la transitividad <.

(b)

1. Sumando ¢ = (—a) + (=b):a + (—a) + (=b) < b + (—a) + (—b) (C1-003.T3).
2. Ellado izquierdo es —b y el derecho es —a (K1, K2, K4, K3).

(c) Seana,b = 0.

(=) Sia < b, entonces b > 0 (por (a)).

Sia=0,a? =0 < b?(C1-002.T3, C1-003.T5).

Sia > 0, aplicar C1-003.T6 con 0 < a < b dos veces da a? < b?.
()Sia? < b?ynofueraa < b, serfab < a (C1-003.T1).

Por (a) con 0 < b < a dos veces, b? < a?; esto contradice a? < b? (C1-003.T1).

oo W

(d)

1. Supongamos que a < b + ¢ para todo ¢ > 0y que no se cumple a < b; entonces b < a (C1-
003.T1).
2. b<(a+b)/2 <a(C1-003.T8).
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3. Seae:=(a+b)/2 — b;sumando —b en b < (a + b)/2 se obtiene € > 0 (C1-003.T3).
4. b+e=(a+Db)/2 <a (K1, K2 K4, K3, paso 2).
5. Esto contradicea < b + ¢ (C1-003.T1). Luegoa < b. R

Por qué cada hipotesis

Ac>0enC1-003.T4

. Con c < 0ladesigualdad se voltea (segunda parte del teorema): —2 < 6 pero (—2)(—-1) =2 > |

—6 = 6(—1). Con ¢ = 0 ambos productos son 0.

A0 <ay0 < cenlasegunda parte de C1-003.T6

Sinellasfalla: =3 < =1y -3 < =1, pero (—=3)(=3) =9 > 1 = (—1)(—1).

Aa,b>0enC1-003.T9(c)

Sinellafalla: -3 < 1y (-3)2 =9 > 1.

Aa > 0enC1-003.T7

Con 0 > a también 1/a es negativa:a = —=2,1/a = —-1/2 < 0.

A «para todo € > 0» en C1-003.T9(d)

Paraunsolocfalla:a=15b=1,e=1cumplea<b+eya>b.

Ejercicios

Demuestra quesia < 0y b < 0, entonces ab > 0.
Demuestra que si 0 < a < 1, entonces a? < a.
Demuestraquesia < byc < d, entoncesa + c < b +d.

Demuestraquesia = 0y a < ¢ paratodo € > 0, entonces a = 0.

S

Encuentra a < b tales que 1/a < 1/b. ;Qué hipétesis de C1-003.T7 no cumplen?
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Respuestas

1. —a,—b € P (observacién (1)); por 03 y C1-002.T4, ab = (—a)(—b) € P.

2. Por C1-003.T4conc =a >0ena<lia-a<1l-a=a.

3.a+c<b+c(C1-003.T3)yb+c < b +d (C1-003.T9(a)); luegoa + ¢ < b + d (C1-003.T9(a),
forma mixta).

4. Por C1-003.T9(d) conb =0 (yK3),a £ 0;cona = 0y C1-003.T1,a = 0.

5.a=-1<b=11/a=-1<1=1/b.Nosecumple0 < a.



C1-004 - Valor absoluto

Motivacion

Imagina una carretera recta con kildémetros marcados. Sales del km 30, te pasas la salida y llegas al km

80, das vuelta en U y terminas en el km 50.

En el primer tramo te desplazaste a = 80 — 30 = 50 km hacia adelante.

En el segundo, b = 50 — 80 = —30 km (el signo dice que fue hacia atras).

El odémetro, que no distingue sentidos, suma 50 + 30 = 80 km.

Pero entre el punto de salida y el de llegada hay solo 20 km.

(Puede existir un viaje de dos tramos en el que el odémetro marque menos que la distancia entre salida

y llegada?

La herramienta para medir «cudnto sin importar el sentido» es el valor absoluto, y la respuesta a la

pregunta es la desigualdad del tridngulo: |a + b| < |a| + |b|.

Sera la desigualdad mas usada del curso: cada vez que digamos que un niimero esta «a menos de £» de

otro, la usaremos.

Ddnde falla la analogia
Un viaje real tiene muchos tramos y curvas; aqui la carretera es una recta y el viaje tiene dos

tramos rectos. (Para n tramos se generaliza por induccién, C1-005.)

25
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Definiciones

Definicion C1-004.D1

la| :=asia=0;|a|:=—-asia<O0.

La distancia entre x y y en larecta es |x — y|.

Definicion C1-004.D2

Paraa < b:

(a,b):={x:a<x<b}[ab]l:={x:a<x<b}
[a,b):={x:a<x<b}(ab]l:={x:a<x<b}

(a,0):={x:x>a},[axo):={x:x=a};
(—o0,b) :={x :x < b}, (—o0,b] :={x: x < b}, yR.

Un conjunto / € Resunintervalosix,y € [ yx < z < y implican z € I. Un punto interior de

lesuna €l talque (a—r,a+ 1) clparaalginr > 0.

Ejemplo
(0,1) esunintervalo:si0 < x <z <y < 1,por C1-003.T2,0 < z < 1.

Ytodo a € (0, 1) esinterior: conr el menorde ay 1—a (ambos positivos), (a—r,a+1) c (0,1).

Resultados

Teorema C1-004.T1

la| =0;|la| =0 a=0;|—a| =|a|; —|a] <a < |al.

Demostracién. Hay tres casos (C1-003.T1).

1. Sia>0:|al| =a > 0.

2. En ese caso —a < —0 = 0 (C1-003.T9(b), C1-002.T6), asi que | — a| = —(—a) = a = |a|
(C1-004.D1, C1-002.T4).

3. Ya < |a| (igualdad), mientras que —|a| = —a < 0 < a (C1-003.T2).



Céalculo diferencial 27

Sia=20:]0] =0,y|—0| =|0| porque —0 = 0 (C1-002.T6); ademas —|0| =0 <0 < 0.
Sia < 0:—a>—-0=0/(C1-003.T9(b), C1-002.T6),asique |a| = —a > 0,y | —a| = —a = |a|.
Enesecasoa < 0 < —a = |a|y —|a| = —(—a) = a (C1-002.T4).

Enlostrescasos|a| =0y —|a| < a < |a|.

©® N o ok

Como |a| > 0 cuando a # 0, se tiene |a] = 0 solosia = 0 (C1-003.T1). A

Teorema C1-004.T2

lab| = |a]|b].

Demostracion.

1. Sia =00 b = 0, ambos lados valen 0 (C1-002.T3, C1-004.T1).

2. Sia,b > 0:ab > 0(03)y|ab| = ab = |a]|b|.

3.Sia>0>b:ab <0-a=0(C1-003.T4), asi que |ab| = —(ab) = a(—b) = |a||b| (C1-002.T4,
K6).

4. El caso a < 0 < b es igual intercambiando los papeles (K6).

5. Sia,b <0:ab = (—a)(—b) > 0(C1-002.T4, 03), asi que |ab| = ab = (—a)(—b) = |a||b|- A

Teorema C1-004.T3

Paratodor: |x| <re —r<x<rylx|<re -r<x<r.

Idea

x esta entre —|x| y |x|; si |x| queda abajo de r, también x y —x.
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Figura 3: La franja |x| < r:los x cuya grafica y = |x| queda bajo la altura r son exactamente los de

(=r,71).

Demostracion.

(=) Supongamos |x| < r.Como x < |x| (C1-004.T1), se tiene x < r (C1-003.T9(a)).
Ademas —r < —|x| (C1-003.T9(b)) y —|x| < x (C1-004.T1); luego —7r < x.

(&) Supongamos —r < x <r.Six =0, |x| =x <.

Six <0, |x| = —x;de —r < xsale —x < —(—r) =r (C1-003.T9(b), C1-002.T4).

En ambos casos |x| < 7.

A o

La version con < es la misma demostracion con las versiones < de C1-003.T9(a) y (b). B

Observa que sir < 0, los dos lados de cada equivalencia son falsos (salvo x = 0 = r en la version <), y

la demostracién no necesita separar ese caso.

Teorema C1-004.T4 (desigualdad del triangulo)

Paratodos a, b, |a + b| < |a| + |b|.

Idea
Encerramos a y b entre su valor absoluto y su negativo, sumamos los dos encierros y leemos el
resultado con C1-004.T3.
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Demostracion.

1. —|la| £ a < |aly—|b| < b < |b| (C1-004.T1).
2. Sumando las desigualdades (C1-003.T9(a)):

(=lal) + (=|b]) <a+b < |a| + |b].

3. Ellado izquierdo es —(|a| + |b|) (C1-002.T6).
4. Conr = |a| + |b| setiene —r < a+ b < r,y porlo tanto |a + b| < |a| + |b| (C1-004.T3). A

Teorema C1-004.T5

|lal = 1b]| < la = b].

Idea

Se escribe a = (a — b) + b y se aplica el tridngulo en los dos sentidos.

Demostracién.
1. a = (a — b) + b (K1, K2, K4, K3).
2. |a| £ |a —b| + |b| (C1-004.T4); sumando —|b|, |a| — |b| < |a — b| (C1-003.T9(a)).
3. Intercambiando ay b: |b| — |a| < |b — a].
4. |b—a| =|—(a—b)| =|a— b| (observacion de C1-003, C1-004.T1).
5. Del paso 3, —|a — b| < —(|b| — |a]) = |a| — |b] (C1-003.T9(b), observacion (2) de C1-003).
6. Asi —|a — b| < |a| — |b| £ |a — b|, y por lo tanto ||a| - |b|| <|a—b| (C1-004.T3). A

Teorema C1-004.T6

la—c| <|a—b|+|b—c|;sib=0,|a/b| =|al/|b|;|al* =a?|a|<1ea? <1

Demostracion.
(i)

1. (a=b)+ (b—c) =a—c(K1-K4),y C1-004.T4 da la desigualdad.
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(ii) Sea b # 0.

b| # 0 (C1-004.T1).

1> 0 (C1-003.T5), asi que |1| = 1.

b |b1| = [bb~1| = |1] = 1 (C1-004.T2, K8, paso 2); luego |b~1| = |b|~* (C1-002.T2).
Porlo tanto |a/b| = |ab™| = |a| |b|™! = |a|/|b| (C1-004.T2).

W N

(iii)

1. |a|? = |al|a| = |aa| = |a?| (C1-004.T2).
2. Como a? > 0 (C1-003.T9(a)), |a?| = a?.

1. Como|a| =0y1>0:|a] <1 |al?> <1(C1-003.T9(c)).

2. la| =1=|al? = 1esdirecta (1-1=1).

3. Reciprocamente, si |a|?> = 1y |a| # 1,seria |a| < 10 |a| > 1 (C1-003.T1),y entonces |a|?> < 10
|a|? > 1 (C1-003.T9(c)), contra C1-003.T1.

4. Juntando, |a| <1 & |a|?> <1 & a? < 1 (paso (iii)). B

Por qué cada hipotesis

La desigualdad del triangulo no tiene hipoétesis: vale para todos los reales. Lo que si importa es no

«reforzarla».

A No es una igualdad

. Cona=1,b=-1:|a+b| =0<2 =|a|+ |b|. Laigualdad vale exactamente cuando ab > 0
. (ejercicio 3): en el viaje, cuando no hay vuelta en U.
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Ab#0enC1-004.T6() |

Sin ella a/b no esta definido (C1-002.D1).

Ejercicios

vt W

Demuestraque |a —b|<ee b—e<a<b+e.

Demuestra que |[a + b + c| < |a| + |b| + |c|.

Demuestra que |a + b| = |a| + |b| © ab = 0.

Resuelve |x — 3| < 2y escribe el conjunto solucién como intervalo.

Tu estas a 50 km del km 0 y tu amiga a 30 km del km 0. ;Cual es la menor y la mayor distancia
posible entre ustedes? Justifica con C1-004.T4 y C1-004.T5.

Respuestas

. Con |a| = 50, |b| = 30: |a — b| = ||a|] — |b]

. Por C1-004.T3,|la—b| < e o —e <a—b < g sumando b (C1-003.T3), &b —-c<a<b+e
.Ja+b+c|<|a+b|+|c| £|a|l+|b]+|c| (C1-004.T4 dos veces y C1-003.T9(a)).

. Siab = 0,ay b tienen el mismo signo (o uno es 0): siambos > 0, |a + b| = a+ b = |a| + |b|;

siambos < 0, |a + b| = —(a+ b) = |a| + |b|.Siab < 0,digamosa >0 > b:a+ b < a = |a|
y —(a+b) < —b = |b|; como |a + b|esa + bo —(a+ b),ylal,|b] > 0, en ambos casos
|a + b| < |a| + |b| (C1-003.T2, C1-003.T3).

—-2<x-3<2e1<x<5:elintervalo (1,5).

= 20 (C1-004.T5)y |a—b| < |a]|+|—b| = 80
(C1-004.T4, C1-004.T1). Se alcanzan cona = 50,b = 30y con a = 50,b = —30.




C1-005 - Naturales e induccion

Motivacion

Una fila de fichas de dominé. Sabes dos cosas: empujas la primera, y cada ficha que cae tumba a la

siguiente. ;Basta con eso para asegurar que caen todas, incluso si la fila no tiene fin?

La intuicion dice que si, y el principio de induccién convierte esa intuiciéon en un teorema. Para eso
necesitamos primero decir qué son los nimeros 1, 2, 3, ... dentro de R: hasta ahora solo tenemos ope-

raciones y orden.

La idea es definir N como el menor conjunto que contiene al 1 y que, con cada ntimero, contiene a su
siguiente. Con esa definicién, la induccidn es casi inmediata, y de ella salen el buen orden, las formulas

de sumas, la desigualdad de Bernoulli y el principio del palomar.

Ddnde falla la analogia
Una fila real es finita y una ficha puede fallar. N no tiene fin, y «cada ficha tumba a la siguiente»

no es una observacion: es una implicacionn € A = n + 1 € A demostrada para todo n.

Definiciones

Definicion C1-005.D1

A c Resinductivosil € Ayx € A = x+ 1 € A. N := interseccién de todos los inductivos.
Z:=Nu{0ju{—n:neN};Q:={p/q:p€Z q€N}

La familia de conjuntos inductivos no es vacia: R es inductivo. Ademas, N es inductivo:

1. 1 pertenece a cada conjunto inductivo, luego a su interseccion.

2. Six € N, entonces x estd en cada inductivo 4, asi que x + 1 € A para cada uno, es decir,x+1 € N.

32



Calculo diferencial

33

Como N no contiene al 0 (el conjunto {x : x = 1} es inductivo por C1-003.T3 y C1-003.T5, y no contiene

al 0), setiene N = {1, 2,3, ...} sin el 0, como pide NOTACION.md.

Teorema C1-005.T11 A (recursion)

Sean X un conjunto cualquiera (de nimeros o no: por ejemplo, de pares o ternas, que guardan un
«estado»), c € Xy, paracadan € N, unaregla g,, que a cada x € X le asigna un dnico g, (x) € X.
Existe una Unica asignacionn - a, (n € N)cona,, € X,a; = cy a,+1 = gn(a,) para todo

n € N. Lo mismo con indices desde 0.

En los cursos de calculo este principio se usa sin enunciarlo; aqui lo declaramos. Su demostracién, por

induccion (C1-005.T1, C1-005.T2), esta en el apéndice de este capitulo.

Es lo que permite definir algo «paso a paso». Por ejemplo:

- a" esla asignacién con a® = aylaregla g,(x) = x - a;

- ZZ=1 a, usalaregla g,(x) = x + a,+1, que depende de n.

En este curso casi siempre X C R, pero el enunciado no lo pide: X puede ser un conjunto de pares o

de ternas. Asi, una regla que «recuerda» varios datos a la vez (un contador y una suma, por ejemplo)

también es una recursion; Calculo II lo aprovecha en el teorema de Riemann sobre reordenamientos

(C2-027.T2).

Definicion C1-005.D2

Definiciones recursivas (C1-005.T11):

- a" (at = a,a™?! = a"a);
-nl0=1,(n+1D)!=m+1)- nl);

1 1 .
- ZZ=1 ax Xr=1 Ak = a1, Zzzl ay = ZZ=1 ar + aniq) YZZ:O ay (anadlogo desde k = 0).

a™™ := 1/a™ paraa # 0; a® := 1, y en expresiones polinomiales se conviene x° := 1 también
parax =0.Sea3:=2+1,..,9:=8+1,10:=94+1(2:=1+ 1estaen C1-002.D1).

Las reglas usuales de las sumas finitas (sumar término a término, sacar un factor comun, separar un

término, recorrer el indice, comparar sumas) son C1-005.T12, més abajo.
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Resultados

Teorema C1-005.T1 (induccidn)

Si A c N es inductivo, entonces 4 = N.

Demostracion.

1. N es la interseccion de todos los conjuntos inductivos y A es uno de ellos; luego N < A (C1-
005.D1).
2. ComoA c N,setieneA=N. 1

En la practica: para probar que una propiedad P(n) vale paratodon € N,setoma A = {n € N : P(n)}

y se verifica

- elcasobase1l € A4,y
- elpasoneAd=>n+1€A

Teorema C1-005.T2

Paratodon € N: (a)n = 1; (b) sin > 1, entoncesn — 1 € N; (c) no hay naturales entrenyn+1;

(d) N es cerrado bajo + y -.

Demostracion.

()

1. SeaA={n€N:n > 1}.Setiene 1 € A.

2. Sin € A,entoncesn =n+0 <n+ 1 (C1-003.T5, C1-003.T3),yn + 1 > 1 (C1-003.T9(a)); asi
n+1€A.

3. Porlotanto A = N (C1-005.T1).

(b)

1. SeaA={1}u{neN:n—1 € N}.Setiene 1 € A.
2. Sin € A,entoncesn+ 1 € N (Nesinductivo)y(n+1)—1=n€ N,asiquen+1 € A.
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3. Porlo tanto A = N (C1-005.T1).
4. Sin > 1, entoncesn # 1 (C1-003.T1),luegon — 1 € N.

(9

1. SeadA={n€N:noexistem € Nconn<m < n+ 1}.

2. Casobase:sim € Nyl <m < 2,entoncesm—1 € N (por (b)) ym—1 < 1 (C1-003.T3), contra
(a);asi1 € A.

Paso:sean € Ay supongamosm E Nconn+1<m<n+ 2.
Comon+1=>=2>1(por(a)),setienem > 1(C1-003.T2)ym — 1 € N (por (b)).

Entoncesn <m —1<n+1(C1-003.T3), contran € A. Luegon + 1 € A.

Por lo tanto A = N (C1-005.T1).

AN

Equivalentemente, por C1-003.T1: sim,n € Nym > n, entoncesm = n + 1.

(d) Fijemos m € N.

SeaA={neN:m+neN}Lm+ 1€ N porque N es inductivo.
Sim+n€N,entoncesm+ (n+1)=(m+n)+1€N (K1). Luego A = N (C1-005.T1).
SeaB={neN:mneN}m-1=meN (K7).

Simn € N, entonces m(n + 1) = mn + m € N (K9, K7, paso 2).

Por lo tanto B = N (C1-005.T1). &

ok W

Teorema C1-005.T3 (buen orden)

Todo subconjunto no vacio de N tiene un elemento minimo.

Idea

Si S no tuviera minimo, los n «por debajo de los cuales no hay nadie de S» formarian un conjunto

inductivo.

Demostracion.
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1. Sea S c N sin elemento minimo; probaremos que S = @. Sea
A={neN:k¢Sparatodok € Nconk < n}.

2. Casobase:si1l € S, como todo elementode S es > 1 (C1-005.T2(a)), 1 seria el minimo de S; luego
1¢5.

3. Eltnico k € Nconk < 1es1(C1-005.T2(a), C1-003.T1); asi 1 € A.

4. Paso:sean € A.Sin+ 1 € S,todos € S cumples > n (sifueras < n,porn € A,s & S;
C1-003.T1).

5. Entonces s = n + 1 (C1-005.T2(c)),y n + 1 seria el minimode S.Asin+ 1 ¢ S.

6. SikeNyk <n+1,entoncesk <nok =n+1(C1-005.T2(c), C1-003.T1), y en ambos casos
k & S.Luegon+1 € A.

7. Porlo tanto A = N (C1-005.T1).

8. Siexistieras € S, tendriamos s € Ay s < s, de modo que s € S: contradiccién. Luego S = @.

9. Por contrarreciproco, todo S # @ tiene minimo. H

Teorema C1-005.T12 (propiedades de X)

Paran € Ny reales ay, by, c:
() Ziem1 (@i + bi) = Tjemy @i+ Bjey bicy Tiemy € axc = € Ty s
(b) ZZ=1 ¢ = nc;
(c) ZZ:O a =ag+ 2221 apy ZZ;; Aps1 = Z;-lzl a; (recorrer el indice);
(d) siay < by parak =1,...,n, entonces Yp_, ax < Ypeq by

Lo mismo para sumas desde k = 0.

Demostracién. Todas por induccién en n (C1-005.T1) con la definicién recursiva de C1-005.D2.

(@)

1. Paran = 1 amboslados sona; + b,y ca,.
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2.

3.

(b)

(9

W N

Si vale para n, entonces

n+1 n n
D @e+b) = (D @+ D bi)+ (s + brsn)
k=1 k=1 k=1
n
= (Z ay + an+1) z by + bpyq
k=1
(C1-005.D2, hipotesis, K1, K2).
También
n+1 n
Z cay = CZ ap +Ccapiq
k=1 k=1
n
= C(Z a; + an+1)
k=1

(hipotesis, K9).

. Paran = 1:2,1(=1c =c=1-c (K6,K7).
. Si Y., ¢ = nc, entonces ZZ:; c=nc+1-c=(n+ 1)c(K6,K7, K9).

Primera igualdad, n = 1: Z,lc=0 a, = ag + a4 por la definicién desde k = 0.
Si vale para n: ZZ:; a, = (ao + 2221 ak) +a,. =ag+ ZZ? a, (K1).
Segunda igualdad, n = 1: ambos lados son a;.

Si vale para n:

ak+1 + ant1

'M: ||M|

LN

aj + anyq

Il
- s -
1} + |
[y
82
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(d)

1. Paran = 1 esla hipétesis.

2. Si Z’,:zl ax < 271::1 by anyq1 < bypyq, sumando (version < de C1-003.T6, en C1-003.T9) se obtie-
ne la desigualdad paran + 1.

3. Para sumas desde k = 0 se separa el término k = 0 con (c) y se aplica lo anterior. B

Teorema C1-005.T4

1+2+--+n=n(n+1)/2.

Demostracion.

1. Sea A el conjunto de los n € N para los que vale la férmula. Paran =1:1=1-2/2.

2. Sin € A, entonces

Zk=w+(n+1)

n 2
= (n + 1)(5 + E)
_(m+1D(n+2)
B 2
(C1-005.D2, C1-005.T12, reglas de campo de C1-002), asiquen + 1 € A.

3. Porlotanto A = N (C1-005.T1). H

Teorema C1-005.T5 (Bernoulli)

Six = —1yn € N, entonces (1 +x)" > 1 + nx.
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sin garantia (z < —1)

-10 A

secruzanenx = —3

Figura 4: Bernoulli con n = 3:1la curva (1 + x)3 queda sobre larecta 1 + 3x entodox > —1;ala

izquierda de —1 el teorema ya no garantiza nada, y aqui la curva cae debajo de la recta para x < —3.

Demostracion.

1. Paran = 1 hay igualdad.

2. Supongamos (1 + x)" = 1 + nx. Como x = —1, se tiene 1 + x = 0 (C1-003.T9(a)).
3. Multiplicando por 1 + x (C1-003.T9(a), version < de C1-003.T4):

A+0)" =1 +x)"(1+x)
> +n0)(1+x)
=1+ (n+ x +nx2
4. Comon =1 > 0(C1-005.T2(a), C1-003.T5) y x2 > 0 (C1-003.T9(a)), se tiene nx? > 0.

5. Luego1+ (n+ 1)x + nx? > 1+ (n + 1)x (C1-003.T9(a)).
6. Por C1-005.T1 vale para todon.l

Teorema C1-005.T6 (cerradura)

Z es cerrado bajo +, — y -; Q es cerrado bajo +, —, - y =+ (entre elementos no nulos).

Demostracion.

Lema. Sim,n € N, entoncesm —n € Z.
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.SeaA={n€N:m—n € Zparatodom € N}.
.n=Lisim=1m-1=0€%Zsim=+1m>1(C1-005.T2(a))ym — 1 € N (C1-005.T2(b)).
.SeaneAymeN.Sim=1,1-(n+1)=-n€eZ
.Sim>1,m—-—(n+1)=(m—1)—nconm—1 €N, que estd en Z porque n € A.

. Asin+1€A,yA=N/(C1-005.T1).

Ul B W N

Negativos. Si x € Z, entonces —x € Z.

1. Six =n € N, —n € Z por definicién.
2. —0 =0(C1-002.T6).
3. Six = —n, —x = n (C1-002.T4).

Suma. Sean x,y € Z.
1. Sialguno es 0, la suma es el otro (K3).
2. Six=m,y=nconm,n € N:x+y € N (C1-005.T2(d)).
3.Six=-my=-nx+y=—(m+n) €Z(C1-002.T6).
4. Six=m,y=-n:x+y=m—n € Z (lema); el caso x = —m, y = n es igual (K2).
Resta.
1. x—y=x+(-y), con—y € Z.
Producto.
1. Sialguno es 0, el producto es 0 (C1-002.T3).
2. Sino, |x|,|y| € Ny |x||y|] € N (C1-005.T2(d)).
3. Porlo tanto xy = +|x||y| € Z (C1-002.T4).
Racionales. Sean x = p/q,y =r/sconp,r €EZyq,s € N.
1. x+y=((@s+rq)/(qs)yxy = (pr)/(gs) (C1-002.T6),conps +rq, pr EZy qs € N.

2. =y = (-r)/s (C1-002.T4),asique x — y € Q.
3. Siy # 0,entoncesr # 0 (sir =0,y =0-s"1 =0).
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4. (r/s)(s/r) = (rs)/(sr) = 1,luego y~1 = s/r (C1-002.T2).

5.SireN,s/r €Q.

6. Sir = —r' conr’ € N: como (—r")(—(r'"1)) = r'r'"1 = 1 (C1-002.T4), se tiene (—r")71 =
—(r'""1 (C1-002.T2),y s/r =s - (—(r'"™ 1)) = (-s)/r' € Q.

7. Asix +y=x-y 1 €Q.(AdemasN c Z c Q,puesp =p/1.) R

De paso: un entero positivo es natural (six € Zy x > 0,noes 0 ni —n conn > 0), y por C1-005.T2(a),

x = 1; en particular no hay enteros entre 0 y 1.

Teorema C1-005.T7 (par o impar)

Todo entero es de la forma 2k o 2k + 1 con k € Z, y no de ambas.

Demostracion.

1. Existencia en N: sea 4 el conjunto de los n € N de alguna de las dos formas. 1 =2-0+ 1 € A.

2.Sin=2k,n+1=2k+1;sin=2k+1,n+1=2(k+1)conk +1 € Z (C1-005.T6). Luego
A =N (C1-005.T1).

3. Ademas0 =2:0;sin =2k, —n=2(—k);sin=2k+1,—n=2(-k—1)+1,con—k,—k—1€7Z

(C1-005.T6).

Unicidad: si 2k = 2j + 1 conk,j € Z, entonces 2m = lconm =k —j € Z.

SimeNm=>=1y2m>2>1(C1-005.T2(a), C1-003.T9(a), C1-003.T3).

Sim=0,2m =0 =% 1(K7).

Sim=-nconneNm<0y2m<0<1(C1-003.T4).

©® N o ok

En todoslos casos2m = 1. R

Teorema C1-005.T8 (factorizacion y suma geométrica)

XM —am = (x — a) Syo xKa" K siv % 1, Y rF = (1 — /(1 — 7).

Demostracion.

Factorizacion, por induccién en n.

k

1. Paran=1:Y,_,xka* =x%a° =1,y (x —a) - 1 = x* — al.
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2. Sivale paran, entonces

xn+1 _ an+1 — X(Xn — an) + (x — a)an

n-1
= (x — a)[z xk+ign-1-k 4 xoan]
0

xfan=i

M= 7

=(x—a)
J

0

(C1-005.D2, K9, K1-K6; en el ultimo paso se recorri6 el indice, j = k + 1, y se agregd el término
j =0,C1-005.T12).
3. Por C1-005.T1 vale para todo n.

Suma geométrica.
1. Paran=0:7"=1=(1-r)/(1 —7).

2. Paran=1:(1-r)(1+7r)=1-712(K9),asique 1l +r = (1 —12)/(1—7).
3. Sivale para n, entonces

n+1 1— rn+1

Z rk — + 7,.‘I'L+1
1—-r

k=0

1-— rn+1 + rn+1 _ rn+2

1—r
1_rn+2

1—r

(C1-002.T6).
4. Por C1-005.T1 vale paratodon € N,y yavimosn = 0.l

Teorema C1-005.T9 (leyes de exponentes enteros)

a™a™ = a™", (a™™ = a™", (ab)™ = a™b™ (con exponentes negativos si las bases son no

nulas); [a*| = |a|";a>0=>a">0;0<a<b=>a™ <b™

Demostracion.

Exponentes naturales, por inducciéon en n con m € N fijo (C1-005.T1, C1-005.D2).

1. amal — am+1 yaman+1 — (aman)a — am+na — am+n+1 (KS)
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2. (am)l =qm y (am)n+1 - (am)nam = gMngMm = gmn+m — omn+1) (paso 1, K9).
3. (ab)! = aby (ab)™! = (ab)*(ab) = a"b™ab = (a™a)(b™b) = a™*1h"*! (K5, K6).

4. Con exponente 0 las tres leyes seleen 1 - a™ = a", etc.

Exponentes negativos (a, b # 0).

1. a"™ # 0 (induccién y C1-002.T5); ademas 1" = 1.

2. a(a™H" = (aa™H)™ = 1 (terceraley),asi que a™™ = (a™)"! = (a™1)" (C1-002.T2).

3. Con esto cada ley con enteros se reduce a la de naturales. Por ejemplo, seanp = 0y q € N.

4. Sip = q:p—q = O es entero (C1-005.T6)y a? = aP~9af,asi queaPa 9 = aP~9a%(a9)"! = aP4.
5. Sip<qg:(a )= (@i Plal)PyaP(a )P =1,asiqueala 9 = (a 1)47P = P4,

6. Sim=—-p,n=—qconp,q € N:aPa"9=(a" )Pt = q=P+9),

7. Del mismo modo, (ab)™ = ((ab)™)~! = (a"b™)"! = a™b™" (C1-002.T6).

8.Y(@™" = ((@hH™" = (@)™ = a™, (@)™ = (@)™ = a ™, (@™ =

((a~Hymm)=1 = g™" (C1-002.T6).

Valor absoluto y orden.

la'| = laly [a™*!| = |a™a| = |a™||a| = |a|"|a| = |a|™** (C1-004.T2).
Sia>0:a'>0ya™! =a"a > 0(03).

Si0 < a < b, entonces b > 0; paran = 1 es la hip6tesis.

Supongamos a” < b™. Cuandoa = 0,a"*! =a™-0 = 0 < b™*! (C1-002.T3, paso 2).
Cuandoa >0:0<a™ <b"y0<a<bdana™a < b™b (C1-003.T6).

Por C1-005.T1, todo vale para cadan.

o 1ok W

Teorema C1-005.T10 (palomar)

Sea{l,..,n}:={keN:k<n}Siaq, .., apy1 €{1,..,n} existeni <j<n+1lcona; = a;. (Si

se reparten n + 1 objetos en n cajas, alguna caja recibe al menos dos.)

Idea

Induccidn en el nimero de cajas: se mira quién cay6 en la tltima caja.

Demostracion.
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. Paran = 1:eltinicok e Nconk < 1es1(C1-005.T2(a)),asiquea; = a, = 1.

. Supongamos el resultado para n y sean ay, ...,a,42 € {1,..,n + 1}. Cada a; cumple a; < no

a; = n+ 1 (C1-005.T2(c)).

3. Sidos indices tienen a; = a; = n + 1, terminamos.

Siningln indice tiene a; = n + 1, entonces a, ..., a,41 € {1, ..., n}, y por hipotesis dos coinciden.

5. Si exactamente un indice j tienea; = n+ 1y j = n+ 2:los a4, ...,a,4q estanen {1, ...,n} y

aplicamos la hipdtesis.
Si exactamente un indice j tienea; =n+ 1y j <n+ l:definimos b; = q; parai <n+1,i # j,y

b; = an,, (que es < nporquen + 2 # j).

7. Por hipdtesis existen i < i’ < n + 1 con b; = b;s. Si ninguno es j, a; = a;.

8. Siunoesjyelotroesi”, entonces ajn = bjn = bj = apyp, coni” <n+ 2.

9. En todos los casos hay dos indices con el mismo valor. Por C1-005.T1 vale para todo n. B

Teorema C1-005.T13 (maximo de una lista finita)

Sik € Nycy,..,cp € R, existei € {1,..,k} con¢; < ¢; paratodoj € {1,..,k}; se escribe

max(cy, ..., Cx) = ¢;. Andlogo con el minimo, min(cy, ..., cg).

Demostracién. Por induccién en k (C1-005.T1).

N o kW

. Parak =1, el tinicoj € {1} es 1 (C1-005.T2(a)) y ¢; < ¢;; tomamos i = 1.

Supongamos el resultado para listas de longitud k y sea cy, ..., ¢x 41 unalista; seai < k con¢; < ¢;
paratodoj < k.

Por tricotomia, cx4+1 < ¢; 0 ¢; < cx4q (C1-003.T1).

En el primer caso, ¢; sirve para la lista larga.

En el segundo sirve ¢ 4q: paraj < k, ¢; < ¢; < cx41 (C1-003.T9), ¥ Cry1 < Cy1-

Comotodoj <k + 1cumplej <koj=k+1(C1-005.T2(c)), queda probado para k + 1.

El minimo es igual, con las desigualdades al revés. B
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Por qué cada hipotesis

A El caso base en la induccion

. Sin él no se prueba nada: el conjunto A = {n € N: n =n+ 1} cumpleelpaso(n =n+1 =
, n+1=n+2),perol & A(de1 = 2saldria 0 = 1 por cancelacién, contra K7); de hecho A = @.

' AAcNenC1-005T1 oo !
El conjunto {x € R : x = 1} es inductivo y no es N (contiene a 3/2, que no es natural por |
, C1-005.T2(c)). \
' Ax>-lenBernoulli :
I Conx =—4yn=3:(1-4)3 =-27 < —11 = 1 + 3(—4). Falla. (La prueba se rompe justo E
. donde se multiplica por 1 + x, que aqui es negativo.) E
" ANovacioenelbuenorden :
i @ no tiene minimo. Y el buen orden es propio de N: el intervalo (0, 1) no tiene minimo (simlo |
i fuera,m/2 € (0,1) ym/2 < m, por C1-003.T8). |
' An+1objetosenelpalomar |
. Con n objetos en n cajas puede no haber repeticién: a; = i. E
' Ar # 1enlasumageométrica
. Conr = 1elcociente es 0/0; la suma vale n + 1. E
Ejercicios

1. Demuestra por induccién que ZZ=1(2k - 1) =n%

2. Demuestra que 2" > n paratodon € N.
3. Demuestraque 1/2 ¢ Z.
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4. Calcula 215<=o 3* con C1-005.T8 y comprueba sumando.
5. En un grupo de 367 personas, ;se puede asegurar que dos cumplen afios el mismo dia? ;Y con
3667

Respuestas

lL.n=11=1%Paso:n’+ 2(n+ 1) —-1) =n?+2n+1=(n+ 12

2.n=1:2>1.Paso: 2" =2.2" > 2n=n+n =n+1(C1-003.T4, C1-005.T2(a)).

3. 0<1/2 < 1(C1-003.T8 cona = 0, b = 1); un entero positivo es natural y > 1 (observacion tras
C1-005.T6).

4. (1-3%/(1-3)=(1-729)/(-2)=364=1+3+9+ 27+ 81 + 243.

5. Con 367 si: 366 cajas (dias posibles, contando el 29 de febrero) y 367 objetos (C1-005.T10). Con

366 no se puede asegurar: cada persona podria cumplir en un dia distinto.

Apéndice - Demostracion de C1-005.T11 (recursion)

Sean X, c y las reglas g,, como en el enunciado. La demostracién no usa ninguna operacion ni el orden
de R dentro de X: solo que los h(k) y los a,, son elementos de X y que se puede decir si dos de ellos
son iguales. Por eso vale para un conjunto X cualquiera, no solo para X c R. (Toda la induccién se hace

sobre los indices n € N, que si son nimeros.)

Tramo de longitud n

Paran € N, un tramo de longitud n es una lista h(1), ..., h(n) de elementos de X con h(1) = ¢
yh(k+1) = gr(h(k)) paratodo k € Nconk < n.

(Una lista de longitud n asigna un valor a cada k € {1, ...,n}; en C1-010 se verad que es una funcién
{1,...,n} = X)

Paso 1: para cada n existe exactamente un tramo de longitud n.

1. Sea A el conjunto de los n € N para los que esto vale.

2. Paran = 1:lalista h(1) = c es un tramo (no hay naturales k < 1, por C1-005.T2(a)), y todo
tramo de longitud 1 tiene h(1) = c; asi 1 € A.

3. Sean € Ay sea h,, sutnico tramo.

4. Existencia: la lista h, (1), ..., h,(n), gn(h,(n)) es un tramo de longitud n + 1. Todo k < n + 1
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cumple k < nok =n (C1-005.T2(c), C1-003.T1); para k < n la condiciéon la cumple h,,, y para
k = n esla definicién del ultimo término.

5. Unicidad: si h es un tramo de longitud n+1, sus primeros n términos forman un tramo de longitud
n, que por n € A es hy,; entonces h(n + 1) = g, (h(n)) = gn(h,(n)).

6. Luegon+ 1€ A,y A =N (C1-005.T1).

Paso 2: la asignacion.

1. Sea h,, el Gnico tramo de longitud n y definamos a, := h,(n) € X.
2. Por la unicidad del Paso 1, los primeros n términos de h,; forman h,; en particular h, ;(n) =
h,(n) = a,.

3. Entonces
Any1 = hppi(n+1)
= In(hns1(n))
= gn(an).
4. Ademas a; = hy(1) =c.

Paso 3: unicidad.
1. Si (b,) también cumple b, € X, b; = cy byy1 = gn(by,), consideremos {n € N : a, = b, }.
2. Contiene a 1y, si contiene an, contiene an + 1, porque b,,11 = gn(bn) = gn(a,) = Apyq-
3. Por C1-005.T1 es N.

Indices desde 0.

1. Sisebuscaag = cy an+1 = gn(a,) paratodon = 0, se aplica lo anterior a b, := a,,_4, es decir,

ab; =cybyyq = gn_1(by) paran € N (con g, la regla del primer paso). &

A Por qué se marca con A

La demostraciéon maneja listas finitas sin haberlas definido como objetos (eso pediria funcio-
nes con dominio {1, ..., n}, de C1-010, o pares ordenados). Es la tinica licencia de formalidad del

argumento y no esconde ninglin axioma nuevo: todo lo demas es induccion.




C1-006 - Supremo e infimo

Motivacion

En una regla puedes poner el dedo en cualquier punto desde el 0 hasta el 1, pero la marca del 1 esta

pintada de rojo: no se vale tocarla. ;Cual es el punto mas a la derecha que puedes tocar?

- Sieliges 0.9, el punto (0.9 + 1)/2 = 0.95 estd mas a la derecha y también se puede tocar.
- Sieliges 0.99, te gana 0.995.

Ninguna eleccién es la ultima. Sin embargo, hay algo que si existe: un «techo» que queda a la derecha

de todos los puntos permitidos y que es el mas bajo posible, el 1.

Ese techo mas bajo es el supremo. Los axiomas de campo y de orden no garantizan que exista (los
racionales también los cumplen, y en C1-008 veremos un conjunto de racionales sin techo mas bajo

racional).

Por eso se agrega el ultimo axioma de R, el axioma del supremo S: todo conjunto no vacio y acotado

superiormente tiene supremo. En palabras: la recta numérica no tiene huecos.

Dénde falla la analogia
En la regla las marcas tienen grosor y el dedo también. En R los puntos no tienen grosor, y por

eso «el ultimo punto antes del 1» no existe.

48
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Definiciones

Definicion C1-006.D1

Sead c R.

- Un nuimero t es cota superior de A si a < t para todo a € A; A esta acotado superior-
mente si tiene alguna cota superior.

- Un namero s es supremo de A si es cota superior de A y s < t para toda cota superior t.

- Un maximo de A es una cota superior que pertenece a A.

- Analogamente se definen cota inferior (t < a para todo a € A), acotado inferiormente,
infimo (cota inferior m con t < m para toda cota inferior t) y minimo.

- A es acotado si lo es superior e inferiormente.

- Parac € Ry A € Rescribimosc+ A4 :={c+Aa:a € A}y—A:={—a:a € A}.

Axioma C1-006.Ax1 (S, completitud)

Todo A € R no vacio y acotado superiormente tiene supremo.

Resultados

Teorema C1-006.T1

El supremo, si existe, es Unico.

Demostracion.

1. Sean sy s’ supremos de A.
2. Como s’ es cota superiory s es supremo, s < s’ (C1-006.D1).
3. Como s es cota superior y s’ es supremo, s’ < s (C1-006.D1).

4. Sifueras # s', tendriamos s < s’ y s’ < s alavez, lo que prohibe C1-003.T1. Luegos = s'.

Por eso se escribe sup A4; del mismo modo el infimo es Ginico y se escribe inf A. Un maximo, si existe, es
el supremo (es cota y esta en 4, asi que queda por debajo de toda cota), y se escribe max A; analogo

min A.
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Teorema C1-006.T2 (caracterizacion )

SeanA c Rys € R.s = sup A siysolosis es cota superior de A y para todo € > 0 existe a € A

cona > s —E&.

Idea
Si una banda (s — ¢, s] quedara vacia, su borde inferior seria un techo mas bajo que s; y al revés,

un techo t mas bajo que s deja vacia la banda de ancho s — t.

puntos de A
° ° ° ° 0—0—0—0\—0—0 I I

s—e s=supA otracotat

Figura 5: Caracterizacion €: s es cota de A y toda banda (s — ¢, s] contiene algin punto de A.

Demostracion.

w

O Nk

10.

. (=) Sea s = sup A. Entonces s es cota superior (C1-006.D1).
. Sea e > 0. Entonces —e < 0 (C1-003.T9(b)) y s — ¢ < s (C1-003.T3).

Siningiin a € A cumplieraa > s — ¢, todo a € A cumpliriaa < s — ¢ (C1-003.T1),y s — € seria
cota superior de A.

Como s es la menor cota superior, s < s — ¢, lo que contradice s — e < s (C1-003.T1).

Luego existea € Acona > s — ¢.

(<) Supongamos que s es cota superior de Ay que para todo € > 0 existea € Acona > s — ¢.
Sea t una cota superior de 4, y supongamos t < s. Entonces € :=s —t > 0 (C1-003.T3).
Existea € Acona > s — € = t, lo que contradice que t es cota superior.

Porlo tanto s <t (C1-003.T1).

Asi s es cota superior y es menor o igual que toda cota superior: s = sup A. &
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Ejemplo (sup[0,1) = 1 y no hay maximo)

1. 1 escotasuperior:si0 < a < 1,entoncesa < 1.

2. Seag > 0; pongamosc =1—¢esie<1lyc=0sie > 1.Enamboscasos0 <c <1y
c=21—e

3. a:=(c+1)/2cumplec <a<1(C1-003.T8),asiquea € [0,1)ya>c=>1—c¢.

4. Por C1-006.T2, sup[0,1) = 1.

5. Como 1 ¢ [0, 1), el supremo no es maximo; y como un maximo seria el supremo, no hay

maximo.

Con € = 0.1 se obtiene a = 0.95; con € = 0.01, a = 0.995.

Teorema C1-006.T3

Todo A no vacio y acotado inferiormente tiene infimo, e InfA = — sup(—A4).

Idea

Reflejar en el 0 cambia cotas inferiores por superiores.

Demostracion.

1. —A no es vacio porque A no lo es.

2. Sim es cota inferior de A, entonces —m es cota superior de —A: paraa EA,m<a,y—a < -—-m
(C1-003.T9(b)).

3. Por el axioma S existe s = sup(—A). Veamos que —s es el infimo de A.

4. Paraa € A,—a € —A,asique —a < 5,y —s < —(—a) = a (C1-003.T9(b), C1-002.T4): —s es cota
inferior de A.

5. Sim es cota inferior de A, —m es cota superior de —A (paso 2), de modo que s < —m,ym < —s
(C1-003.T9(b), C1-002.T4).

6. Asi —s es una cota inferior mayor o igual que todas, es decir, —s = infA (C1-006.D1). B

Teorema C1-006.T4

Si A es no vacio y acotado superiormente, c € Ry A > 0: sup(c + 14) = c + Asup 4.
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Demostracion.

1. Seas = sup A (existe por S).
2. Paraa € 4,a < s;luegoda < Asyc + Ada < ¢ + As (C1-003.T9(a)): ¢ + As es cota superior de

c + AA.
3. Sea e > 0. Entonces /1 > 0 (C1-003.T7, 03).
4. Existea € Acona > s —¢&/1(C1-006.T2).
5. Entonces

c+la>c+As—A(eg/A)
=(c+As)—¢

(C1-003.T4, C1-003.T3).

6. Por C1-006.T2,sup(c + A4A) =c+ As.

Por ejemplo, 3 + 2[0,1) = [3,5) tiene supremo 3 + 2 -1 = 5.

Por qué cada hipotesis

En la caracterizacion (C1-006.T2), las dos condiciones del lado derecho son necesarias.

A Sin «s es cota superior»

. A=1[0,1)ys =0.5:paratodoe > 0,el puntoa = 0.5 € A cumplea > 0.5 —¢;pero0.7 € Ay

0.7 > 0.5, asi que 0.5 no es cota ni supremo.

A Sin la condicion de la banda

A =10,1)ys = 2: s es cota superior, pero con € = 0.5 ninglin a € A cumple a > 1.5; el supremo
esl+ 2.

A No vacio

Todo real t es cota superior de @ (no hay ningiin a que la contradiga), y no hay una menor (t — 1

también es cota, y t — 1 < t). @ no tiene supremo.
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A Acotado superiormente

. A =(0,00):sit fuera cota superior,como1 € A,t =1 > 0,asiquet+1€ Ayt +1>t.Nohay

cotas, y no hay supremo.

AA>0enC1-006.T4

Cond=-1yc=0,sup(—[0,1)) =sup(—1,0] =0 = —1.

Ejercicios

S

Demuestra con C1-006.T2 que sup(0,1) = 1.

Demuestra que si A € By B esta acotado superiormente, entonces sup A < sup B (con 4 # @).
Sea A = (0,1) U {2}. Calcula sup 4, inf 4, y di si existen maximo y minimo.

Demuestra que 1nf(0, 1] = 0 usando C1-006.T3.

Enuncia y demuestra la caracterizacién ¢ del infimo.

Respuestas

1.

1 es cota. Dado € > 0, seac = max(1 — ¢,1/2) (el mayor de los dos, por C1-003.T1); 0 <c <1y
a=(c+1)/2€(0,1)cumplea >c>=1—¢(C1-003.T8).

. sup B es cota superior de B D 4, luego de A; como sup A es la menor cota de 4, sup A < sup B.

supA = max A = 2;1infA = 0 (es cota inferior, y para € > 0 hay elementos de (0, 1) menores que

0 + &, como en el ejercicio 1 reflejado); no hay minimo porque 0 & A.

. —(0,1] = [-1,0), cuyo supremo es 0 (como en el ejemplo, con la banda bajo el 0); luego

nf(0,1] = -0 = 0.

. m = 1nfA siy solo si m es cota inferior y para todo € > 0 existe a € A con a < m + €. Se prueba

como C1-006.T2 con las desigualdades al revés, o aplicando C1-006.T2 a —A y C1-006.T3.



C1-007 - Propiedad arquimediana y
densidad

Motivacion

Con la lupa ves dos marcas muy juntas en unaregla: a = 0.1234y b = 0.1235. ;Cabe una fraccién entre

ellas? En este caso cualquiera dirfa que si: 0.12345.

Pero la pregunta de verdad es otra: ;siempre cabe una fraccidn entre dos niumeros distintos, por mas

juntos que estén, aunque ninguno de los dos sea fracciéon? Y si cabe, ;como se encuentra?

La respuesta usa dos ideas:
1. Los naturales no se acaban, asi que el paso 1/n se puede hacer mas corto que cualquier hueco

(propiedad arquimediana).

2. Si caminas por la recta con pasos mas cortos que el hueco, no puedes saltartelo.

Las dos dependen del axioma del supremo.

Ddnde falla la analogia
La regla tiene marcas con grosor y la lupa un limite de aumento. En R el hueco b — a puede ser

tan pequefio como quieras, y siempre hay un n con 1/n mas pequeno todavia.

Definiciones

No hay definiciones nuevas salvo la notacién | x| (parte entera), que se introduce en C1-007.T2.

54
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Resultados

Teorema C1-007.T1

N no estd acotado superiormente.

Idea

Si tuviera supremo s, algin natural pasaria de s — 1, y su siguiente pasaria de s.

Demostracién.
1. Supongamos que N esta acotado superiormente. Como 1 € N, no es vacio.
2. Por el axioma S existe s = sup N.
3. Existen € Nconn > s —1(C1-006.T2 con ¢ = 1).
4. Entoncesn + 1 > s (C1-003.T3).
5.

Peron + 1 € N (C1-005.T2(d)), lo que contradice que s es cota superior de N (C1-003.T1).

Corolario C1-007.C1

Para todo € > 0 existen € N con 1/n < ¢; para todo x existen € N conn > x.

Demostracién.
1. Seax € R. Por C1-007.T1, x no es cota superior de N: no se cumple n < x para todon € N.
2. Asiexisten € N conn £ x, es decir,n > x (C1-003.T1).
3. Sea e > 0. Entonces 1/ > 0 (C1-003.T7).
4. Porelpaso 2 existen € Nconn > 1/ > 0.
5. Porlotanto 1/n < 1/(1/¢) = ¢ (C1-003.T7, C1-002.T6). A

Teorema C1-007.T2 (parte entera)

Para todo x € R existe un inicom € Z conm < x < m + 1; se escribe |x]|.
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Idea

Se traslada x a la parte positiva y se toma el primer natural que lo rebasa (buen orden).

Demostracién.
Existencia.
1. Existe k € N con k > —x (C1-007.C1),asique y := x + k > 0 (C1-003.T3).
2. SeaS = {n € N:n >y}, que no es vacio (C1-007.C1).
3. S tiene un minimo ny (C1-005.T3). Entonces ngy > y.
4. Ademasny—1<y:sing=1,n,—-1=0<y.
5. Sinyg > 1:ny, —1 € N (C1-005.T2(b)),ycomong — 1 < nyyng esel minimode S,ng —1 & S, es

decir,ny — 1 < y (C1-003.T1).
Seam :=ny— 1 —k, que es entero (C1-005.T6).

7. Restando kenny—1 <y <ngquedam < x <m+1(C1-003.T3, C1-003.T9(a)).

Unicidad.

. Seanm,m' EZconm<x<m+1lym' <x<m'+1,ysupongamosm <m' (C1-003.T1).
. Entoncesm’ <x <m+1,asique 0 <m’' —m < 1(C1-003.T3).
. Perom’ —m € Z (C1-005.T6) y es positivo, luego es natural (C1-005.D1: no es 0 ni el negativo de

un natural, que es < 0).
Porlo tantom’ —m > 1 (C1-005.T2(a)): contradiccion (C1-003.T1). Luegom = m'. A

Teorema C1-007.T4 (lema de la parte entera)

Sij€Zyj < x entoncesj < |x|.Paratodoj € Z, [x + j| = |x] +j.

Demostracion.

. Primera parte: si fuera | x| < j (C1-003.T1), tendriamos 0 < j — |x].
. Restando |x]enj < x < [x]+1:j — |x] < 1(C1-003.T3, C1-003.T9).
. Pero j — |x] es un entero (C1-005.T6) positivo, luego natural (C1-005.D1) y = 1 (C1-005.T2(a)):

contradiccion.

Segunda parte: m := |x| +j € Z (C1-005.T6).
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5. Sumandojen|x] <x <|x]+1:m<x+j<m+1(C1-003.T3, C1-003.T9).
6. Por la unicidad de C1-007.T2,m = [x + j|. B

Teorema C1-007.T3 (densidad de Q)

Sia<b,existeq EQcona < q<b.

Idea

Elegimos un paso 1/n mas corto que el hueco y caminamos de paso en paso: el primer paso que

rebasa a no puede saltarse b.

Figura 6: Pasos de tamafio 1/n < b — a: el primer multiplo m/n que rebasa a cae antes de b.

Demostracion.

. Comoa <b,b—a>0(C1-003.T3),yexisten € Ncon1/n < b —a (C1-007.C1).

. Multiplicando porn > 0: 1 < n(b — a), es decir, na + 1 < nb (C1-003.T4, K9, C1-003.T3).

. Seam = |na] +1, que es entero (C1-007.T2, C1-005.T6); entoncesm —1 < na < m (C1-007.T2).
. De na < m, multiplicando por 1/n > 0: a < m/n (C1-003.T7, C1-003.T4).

Dem <na+1yna+1<nb:m<nb(C1-003.T9(a)), y del mismo modo m/n < b.

Asi g = m/n, que es racional (C1-005.D1), cumplea < g < b. R

N U1 A W N R

Ejemplo
Cona =0.1234y b = 0.1235, el hueco es 0.0001 yn = 10,001 cumple 1/n < 0.0001. Entonces
na = 1,234.1234 ..,m = 1,235y q = 1,235/10,001 = 0.1234877, que esta entre a y b.
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Por qué cada hipotesis

A La propiedad arquimediana (paso de tamafio 1/n)

Si solo pudiéramos dar pasos de tamafio fijo, el método falla: no hay enteros entre 0.2 y 0.8 (un

La densidad necesita pasos arbitrariamente cortos, y eso lo da C1-007.C1, que a su vez depende

del axioma S.

E enteroj con 0 < 0.2 < jesnaturaly > 1 > 0.8).

A El axioma S en C1-007.T1

Sin él, la prueba no arranca: el supremo de N (si N estuviera acotado) es lo que permite encontrar

un natural «a menos de 1 del techo».

Ejercicios

Demuestra que para todo € > 0y todo M > 0 existen € Ncon M/n < ¢.
Calcula |3.7], [—3.7] y |5], y verificaencadacasom < x <m + 1.
Usa la receta de la demostracién para encontrar un racional entre 1.41y 1.42.

Demuestra que entre dos reales distintos hay infinitos racionales.

vt W

Demuestraquesix = 0y x < 1/n paratodon € N, entonces x = 0.

Respuestas

1. Aplica C1-007.C1 con /M > 0: hay n con 1/n < &¢/M; multiplica por M > 0 (C1-003.T4).

2. 13.7] =3(3<3.7<4);|-37|=—4(—4<-37<-=-3)|5]=5(555<6).

3. Hueco 0.01; n = 101; na = 142.41; m = 143; q = 143/101 = 1.41584.

4. Por C1-007.T3 hay q; € (a, b); aplicandolo a (a, q;) hay q, < q;; por induccién (C1-005.T1) se
obtiene q; > q, > -+, todos distintos y en (a, b).

5. Six > 0, por C1-007.C1 hay n con 1/n < x, contra la hipétesis (C1-003.T1). Luego x = 0.



C1-008 - \/ 2 existe y es irracional

Motivacion

En C1-001 qued6 pendiente una pregunta: si a las t horas estas en el km 50t2, ;a qué hora exacta pasas

por el km 100? Hay que resolver t? = 2. Con la regla y la lupa nos acercamos:

- 142 =196y 1.5% = 2.25;
- 1412 = 19881y 1.42% = 2.0164;
- 1.414? = 1.999396 y 1.415% = 2.002225.

La ventana se encoge, pero ningin decimal finito da exactamente 2. Dos preguntas: ;ese nimero es una

fraccion?, y jestamos seguros de que existe?

Este capitulo contesta las dos. Ninguna fraccién tiene cuadrado 2 (un argumento de paridad). Pero en
R si existe un niimero positivo con cuadrado 2, y la demostracion es el primer lugar del curso donde el

axioma del supremo hace un trabajo que nada mas puede hacer.

De paso veremos que los racionales no cumplen ese axioma, y que los irracionales, igual que los racio-

nales, estan en todas partes.

Doénde falla la analogia
Con la lupa solo vemos decimales finitos, que son fracciones. La existencia de v2 no se ve con

ninguna lupa: la garantiza el axioma S.

Definiciones

No hay definiciones nuevas. Al inico x > 0 con x> = 2 (C1-008.T2) lo denotamos V2. Un real es

irracional si no esti en Q.

59
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Resultados

Teorema C1-008.T1

No existe g € Q con g% = 2.

Idea
Si p/r funcionara con el menor denominador posible, p y r serian pares, y p/r se simplificaria

a uno con denominador menor.

Demostracion.

o U A W N

~

. Supongamos que ¢ = p/r,conp € Z,r € N, cumple g2 = 2. Entonces p? = 2r? (multiplicando

porr? # 0,C1-002.T6).

. SeaS = {r € N : existe p € Z con p? = 2r?}, que no es vacio.

. S tiene un minimo 7y, con algtin p, € Z tal que p§ = 2r¢ (C1-005.T3).

. Po =2kopy=2k+1conk €Z(C1-005.T7).

. Sipy = 2k + 1, entonces pé = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1, con 2k? + 2k € Z (C1-005.T6).

Pero también p3 = 2rZ con r¢ € Z,y un entero no puede ser de las dos formas (C1-005.T7).

Luego py = 2k.
Entonces 4k? = 2rZ; cancelando 2 # 0, 7% = 2k? (C1-003.T8, C1-002.T1).

8. El mismo argumento de los pasos 4-6, aplicado al entero 1y, dary = 2j con j € Z.

9. Comory >0y 2 > 0,setienej > 0 (C1-003.T4), asi que j € N (un entero positivo es natural,

10.

C1-005.T6),yj < j +j = r (C1-003.T3).
Ademas 4j% = 2k?, es decir, k? = 2j2%;luegoj € Sy j < 1y, contra la minimalidad de r,. B

Teorema C1-008.T2

Existe un Gnico x > 0 con x2 = 2; se escribe V2.

Idea
Tomamos el supremo s de los positivos con cuadrado menor que 2. Si s? < 2, lo empujamos un

poquito y sigue en el conjunto; si s? > 2, lo bajamos un poquito y sigue siendo techo. Las dos
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cosas son imposibles, asi que s? = 2.

Figura 7: El conjunto A = {x > 0 : x? < 2} y su supremo s, donde la parabola y = x? cruza la altura 2.

Demostracion.

1. SeaA={x€R:x>0,x2<2}.Comol1>0y12=1<2,1€A(C1-003.T5, C1-003.T3).

2. Six > 2, entonces x2 > 4 > 2 (C1-003.T9(c) con la versién <, como en C1-004.T6(iv)), asi que
x & A.

3. Porlo tanto todo x € A cumple x < 2 (C1-003.T1), y 4 esta acotado superiormente.

4. Por el axioma S existe s = supA4,ycomo1 € 4,s =1 > 0.
Caso s? < 2.
5. El ntimero (2 — s2)/(2s + 1) es positivo (C1-003.T3, C1-003.T7, 03), y existen € N con 1/n <

(2 —s2)/(2s + 1) (C1-007.C1).
6. Comon >1,0 < 1/n < 1(C1-003.T7),y 1/n2 = (1/n)(1/n) < 1/n (C1-003.T9(a)).
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7. Entonces

(K9; paso 6 y C1-003.T9(a); multiplicar 1/n < (2 — s2)/(2s + 1) por 2s + 1 > 0, C1-003.T4).

8. Asis+1/n>0estdenA,ys + 1/n > s,lo que contradice que s es cota superior de A.

Caso s? > 2.

9. El ntimero (s? — 2)/(2s) es positivo, y existen € N con 1/n < (s — 2)/(2s) (C1-007.C1).
10. Como (s? —2)/(2s) < s?/(2s) = s/2 < s (C1-003.T3, C1-003.T4, C1-003.T8), también 1/n < s,
es deci,s —1/n > 0.
11. Ademas 2s/n < s? — 2 (C1-003.T4),y 1/n? > 0 (C1-003.T5). Entonces

1.2 2s 1
I — 2 _ __ _
(S n) s n-l_n2

2s

> 52— —

n
> 52— (s2-2)

= 2.

12. Existea € Acona >s—1/n> 0 (C1-006.T2 con € = 1/n).
13. Entonces a® > (s — 1/n)? > 2 (C1-003.T9(c), paso 11), lo que contradice a € A.

Conclusién y unicidad.
14. Por C1-003.T1,s? = 2,y x = s > 0 sirve.

15. Six,y > 0 cumplen x? = y? = 2y fuera x < y, tendriamos x? < y? (C1-003.T9(c)), contra
C1-003.T1; lomismosiy < x. Luegox = y.

Corolario C1-008.C1

Q no cumple el axioma S: B = {q € Q : ¢ > 0, g% < 2} es no vacio y acotado superiormente, y

no existe r € Q que sea cota superior de B y sea < toda cota superior racional de B.
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Es decir, B no tiene supremo «dentro de Q» (1 € B,y 2 es una cota superior racional).

Demostracion.

N ok W

Sea s = /2 (C1-008.T2).Siq € B, entonces g% < 2 = 52,y q < s (C1-003.T9(c)).

Supongamos que r € Q es una cota superior de B menor o igual que toda cota superior racional.
r # s (C1-008.T1).

Sir < s:seacelmayordery0 (C1-003.T1);c < s,yexisteq € Qconc < q < s (C1-007.T3).
Entonces ¢ > 0y q? < s? = 2 (C1-003.T9(c)): q € By q > r, contra que r es cota superior.

Sir > s:existeq € Qcons < g < r (C1-007.T3).

Paratodo b € B, b < s < q (paso 1), asi que g es una cota superior racional de B conq < r,
contra la elecciéon de r.

En todos los casos hay contradiccién (C1-003.T1). &

Teorema C1-008.T3 (densidad de los irracionales)

Sia < b,existex € Qcona < x < b.

Idea

Trasladamos el intervalo por /2, buscamos ahi un racional, y regresamos.

Demostracion.

o W

Seas = v2.Entoncesa — s < b — s (C1-003.T3).

Existeq € Qcona —s < q < b —s (C1-007.T3).

Seax = q + s; entonces a < x < b (C1-003.T3).

Si fuera x € Q, entonces s = x — q € Q (C1-005.T6), contra C1-008.T1.
Luegox ¢ Q. W
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Por qué cada hipotesis

A El axioma S en C1-008.T2

En Q el mismo argumento no arranca: el conjunto B de los racionales positivos con cuadrado
menor que 2 es no vacio y acotado, pero no tiene supremo racional (C1-008.C1). Sin S no hay

candidato.

A x > 0 en la unicidad

2
Sin la positividad hay dos soluciones: (—vV2)? = V2 = 2 (C1-002.T4) y —V2 # V2.

A Elegir n segun el hueco

En el caso s? < 2, un empujon fijo no sirve: si fueras = 1.4,conn = 1, (1.4 + 1)2 = 5.76 > 2y
el punto sale de A.
Conn = 96 (pues (2 — 1.96)/3.8 = 0.0105 > 1/96), (1.4 + 1/96)? ~ 1.98928 < 2.

A El minimo en C1-008.T1

Sin el buen orden, el argumento de paridad solo diria «si hay una fraccién, hay otra con denomi-

nador menory, sin contradiccién. El buen orden (C1-005.T3) impide bajar para siempre.

Ejercicios

1. Demuestra que V2 + 1y 3v/2 son irracionales.

2. Adapta C1-008.T1 para demostrar que ningun racional tiene cuadrado 3. (Sugerencia: todo ente-
ro es de la forma 3k, 3k + 103k + 2.)

3. Comprueba que 1.414213562 < 2y explica por qué eso no contradice C1-008.T2.

4. Demuestra que entre dos reales distintos hay infinitos irracionales.

5. (Es cierto que la suma de dos irracionales es irracional? Da una prueba o un contraejemplo.

Respuestas

1. Siv2+1=q€ Q V2 =q— 1€ Q(C1-005.T6), contra C1-008.T1.Si 3V2 = ¢,vV2 = q/3 € Q.
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2. Conp? = 318 y ry minimo: sip, = 3k + 1, p2 = 3(3k? + 2k) + 1 no es multiplo de 3 (se prueba
la unicidad del residuo como en C1-005.T7); luego py, = 3k, 7¢ = 3k%, 15 = 3j,yj € Sconj < 1.

3. 1.41421356% = 1.9999999932878736 < 2. C1-008.T2 dice que existe un real con cuadrado 2,
no que algiin decimal finito lo sea; de hecho, por C1-008.T1, ninguno lo es.

4. Como en C1-007 (ejercicio 4), aplicando C1-008.T3 una y otra vez a intervalos cada vez mas chi-
Cos.

5. Falso: V2 y —V2 son irracionales (si —v2 € Q, V2 = —(—v2) € Q) y susumaes 0 € Q.



C1-009 - Expansiones decimales

Motivacion

Con la lupa sobre la regla marcas 0.9, luego 0.99, luego 0.999. Cada marca queda mas cerca del 1: ala

primera le falta 0.1, a la segunda 0.01, a la tercera 0.001.

Si los nueves siguieran para siempre, 0.999 ..., ;seria un poquito menor que 1, o exactamente 1? La
pregunta parece de gustos hasta que uno se da cuenta de que nunca hemos dicho qué significa una lista

infinita de digitos.

En este capitulo lo decimos: un decimal infinito es el supremo de sus truncamientos. Con esa definicion:

- la pregunta tiene una respuesta exacta (0.999 ... = 1);

- todo nuimero de [0, 1) tiene una expansion;

- los racionales resultan ser exactamente los nlimeros con expansion finalmente periédica, como
1/7 = 0.142857 142857 ...

Doénde falla la analogia
Con la lupa siempre ves una cantidad finita de nueves, y ahi si te falta 107™. 0.999 ... no es nin-

guna de esas marcas, sino el techo de todas.

Definiciones

Definicion C1-009.D1

Para digitos d, € {0, ..., 9},

n
0.d,dyds ... := sup{z dp107*:n e N}.
=1

66
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Las sumas s, = Yz, d;107% son los truncamientos. Una expansi6n es finalmente periédica
siexisten N = 0y p € N condy,, = di paratodo k > N; una expansion finita (todos los digitos

son 0 a partir de algin lugar) es finalmente periddica con bloque 0.

El supremo existe.

1. Comod, < 9y 107% > 0 (C1-005.T9, C1-003.T7), se tiene s, < ZZ=1 9-107% (C1-003.T9(a) e
induccion enn, C1-005.T1).
2. Conr =1/10(C1-005.T8):

n n—-1

Zg.lo—k:izlo—j
10 £

k=1 Jj=0

9 1-10T"
10 1-1/10
=1-10"
<1

3. El conjunto {s,} no es vacio y esta acotado por 1; por el axioma S tiene supremo.
4. Ademas los truncamientos crecen: Sp,q = Sp + dp4110~ Y > s,y por induccién s, < sy, si

n<m.

Resultados

Teorema C1-009.T1

Paratodon € N, 10™ > n, y para todo € > 0 existe n con 107" < &.

Demostracion.

1. 10 =1+ 9(C1-005.D2),y9 = —1.

2. Por Bernoulli, 10" = (1 +9)" > 1 + 9n (C1-005.T5).

3. 1+9n = nporque 1+ 8n > 0 (C1-003.T3, C1-003.T6).

4. Seae > 0.Existen € Nconn > 1/¢ (C1-007.C1).

5. Entonces 10" >n>1/¢ >0,y10™ =1/10" < 1/(1/¢) = € (C1-003.T7). W
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Teorema C1-009.T2

0.999..=1.
Demostracién.
1. Los truncamientos de 0.999 ...son s,, = ZZ=1 9.107% =1 — 107" (calculo de C1-009.D1).
2. Como 107 >0, s,, < 1: 1 es cota superior.
3. Sea e > 0. Existen con 107 < ¢ (C1-009.T1).
4. Entoncess, =1—10"" > 1 — ¢ (C1-003.T9(b), C1-003.T3).
5. Por C1-006.T2, sup{s,} = 1.1

Teorema C1-009.T3

Todo x € [0, 1) tiene una expansién decimal; con C1-009.T2, también x = 1.

Idea

El k-ésimo digito se lee de la parte entera de 10%x; los truncamientos quedan debajo de x y a

menos de 10™™.

Demostracion.

1. Seax € [0,1) y, parak > 0, my, := |10¥x| € Z (C1-007.T2); mg = |x] = 0 porque 0 < x < 1.
2. Parak = 1seady := my — 10my_, € Z (C1-005.T6).

Los dj, son digitos.

3. Demy_; < 10 'x < my_; + 1, multiplicando por 10: 10m_; < 10¥x < 10m,_, + 10 (C1-
003.T4).

4. Como 10my_; es enteroy < 10%x, es < m;, (C1-007.T4): d; = 0.

5. Comomy < 10%x < 10my_; + 10, se tiene d;, < 10.

6. Siendo dj y 10 enteros, d; < 9 (C1-005.T2(c) aplicado a 10 — dj, € N). Luegod € {0, 1, ..., 9}.

Truncamientos.



Céalculo diferencial 69

7. Porinduccién, s, = m,/10": paran =1,s; = d;/10 = m,/10.
8. Sis, = m, /10", entonces

My Myiq — 10m,
Sn+1 = 10™ 10n+1

_ Mnpts
- 10m+1

(C1-002.T6, C1-005.T9).
9. Dem, < 10™"x < m, + 1, dividiendo entre 10™ > 0 (C1-003.T7, C1-003.T4):

Sp <x<s,+10™.

Supremo.

10. Por el paso 9, x es cota superior de {s,}.

11. Seae > 0; hayn con 107 < € (C1-009.T1), y entonces s,, > x — 107" > x — &.
12. Por C1-006.T2, 0.d;d, ... = x.

13. Para x = 1 sirve 0.999 ... (C1-009.T2). &

Teorema C1-009.T4

x € [0, 1) esracional < alguna expansion decimal suya es finalmente periddica (las finitas cuen-

tan como periddicas).

Idea
(<) Un bloque que se repite produce una suma geométrica. (=) En la division larga de a entre

b solo hay b residuos posibles; alguno se repite, y desde ahi todo se repite.

Demostracion.

(<) Seax = 0.d4d, ...con dk+p =dj parak > N.
1. Sean F := sy = Yh_, dp107% (F = 0siN = 0) y P := g:ﬁﬂ d,107%; ambos son racionales
(C1-005.T6),y P = 0.
2. Porlaperiodicidad, y por induccién en j, el bloque de posiciones N +jp+1, ..., N+ (j+1)p suma
P-107/P.
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3. Conr = 107P % 1 (C1-005.T8):

j-1
snjp =F + PZ 107
i=0
1—-107/7
1-1077
=y*—c107/P,

=F+P

dondec:=P/(1—-10"P) >0y y” := F + ¢, que es racional (C1-005.T6). Veamos que x = y™.

4. Cota: paratodon,n < N + np (pues p = 1), y como los truncamientos crecen, s, < Syinp =
y*—c107™P < y*

5. Banda:seae > 0.Sic=0,sy =y* > y* —=.

6. Sic > 0,hay m con 10™™ < ¢/c (C1-009.T1); como mp = m, 10~ < 10™™ (C1-005.T9), y
Sn4mp =Y —c107P > y* — ¢,

7. Por C1-006.T2,x = y* € Q.

(=)Seax = a/b € [0,1) cona € Z, b € N; tomamos la expansién de C1-009.T3, con m;, = [10¥x] y

dk =my — 10mk_1.

1. Sear, :=10ka—bmy € Z (k = 0; 1, = a).
2. Demy, < 10%a/b < my, + 1, multiplicando por b: 0 < 1}, < b.

El residuo determina el futuro.

3. Como 10¥x = my, + 1;,/b, se tiene 10¥*1x = 10m;, + 107 /b.

4. ParajeZyy€eR, |j+y]|=j+|y] (C1-007.T4). Luego my,, = 10m, + |107y/b], es decir,

di+1 = [107 /D],

0k+1

Tk+1 — 1 a— bmk+1 = 107"]( —b dk+1'

5. Asi (dy41,7c+1) depende solo de 7.

Palomar.

6. Los b + 1 numerosry + 1,...,7, + 1 estanen {1, ..., b}.
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7. Existen 0 < i <j < b conr; =1; (C1-005.T10).
8. Por inducciénent = 0 (C1-005.T1, con la regla del paso 4), i+ = 7j4+ ¥ ditt41 = djyes1-

9. ConN =iyp =) —1idgyp = dgparatodo k > N:la expansion es finalmente periodica. B

Ejemplos

- 1/7:residuos 1,3,2,6,4,5,1ydigitos 1,4,2,8,5,7; 1/7 = 0.142857 142857 ...con N = 0,
p=6.
- 0.2727 ... F=0,P =27/100,p = 2,yy* = (27/100)/(1 — 1/100) = 27/99 = 3/11.

Por qué cada hipotesis

A El axioma S en C1-009.D1

Sin él, 0.dd, ... podria no existir: en Q, la expansién 1.41421 ... de v/2 (sus truncamientos son

racionales) no tiene supremo racional (C1-008.C1).

A «alguna» expansion en C1-009.T4

Un nimero puede tener dos expansiones: 0.5 = 0.5000... = 0.4999 ... (como en C1-009.T2,
0.4999.. = 04 + 0.1 :0.999.. = 0.5 por C1-006.T4). Ambas son periddicas aqui; lo que el

teorema afirma es la existencia de una.

A «finalmente» periodica

1/6 = 0.1666 ... no es periddica desde el primer digito (d; = 1, d, = 6), pero si a partir de

N = 1. Sin el «finalmente», racionales como 1/6 quedarian fuera.

A Digitos < 9 en C1-009.D1

Si se permitiera d;, = 10 para todo k, el truncamiento s, = 1 + 0.1 = 1.1 ya pasariade 1y la

cota de D1 fallaria.
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Ejercicios

1. Demuestra que 0.0999 ... = 0.1.

2. Escribe 0.36 = 0.3636 ... como fraccién.

3. Calcula la expansion de 2/7 con la divisién larga y verifica que tiene periodo 6.

4. Parax = 1/6, calcula con la division larga los residuos 1y, ry, 7, y encuentra N y p tales que la
expansion de C1-009.T3 cumple dyp, = dy parak > N.

5. ;{Qué expansion da la construccién de C1-009.T3 para x = 1/2: 0.5000 ... 0 0.4999 ...7

Respuestas

1. Sustruncamientosson 0y %(1—10‘(’1‘1)); 0.1 es cotay, por C1-009.T1, los truncamientos pasan
de 0.1 — &; o bien C1-006.T4 con A = 1/10 y C1-009.T2.

2. P=36/100,p = 2: (36/100)/(99/100) = 36/99 = 4/11.

3. Residuos 2, 6,4,5,1, 3, 2; digitos 2,8,5,7,1,4:2/7 = 0.285714 285714 ...

4. 1y =1,d, =|10/6] =1, =10—6 = 4;d, = |40/6] = 6,1, = 40 — 36 = 4.Como 1y = 173:
N=1p=1y1/6 =0.1666 ...

5. my = [10%/2]:m; = 5,m; = 5-10¥", asiqued; = 5yd, = 0parak > 2:0.5000... La

construccion nunca produce una cola de nueves.



C1-010 - Funciones y sus graficas

Motivacion

El GPS del viaje de C1-001 guarda una tabla: a cada hora t entre 0 y 2 le asigna el kilémetro s(t) = 50t?

en que estabas. Dos preguntas sobre esa tabla:

1. ;Podria la tabla de un viaje real asignar dos kilometros distintos a la misma hora? No: estas en
un solo lugar a la vez.
2. ;Podriael auto pasar dos veces por el mismo kilémetro si nunca se detiene niretrocede? Tampoco,

y esa segunda respuesta es un pequefio teorema.

La tabla es el modelo de lo que llamaremos funcidn: una regla que a cada entrada le asigna una unica

salida.

En este capitulo fijamos el vocabulario (dominio, imagen, grafica) y las familias y propiedades que usa-
remos todo el curso: polinomios, racionales, funciones pares, impares, periédicas, monétonas y acota-

das.

Ddnde falla la analogia
Un auto real puede detenerse, y entonces esta en el mismo kilémetro durante muchas horas; la

tabla sigue siendo una funcién, pero ya no es estrictamente creciente.

Definiciones

Definicion C1-010.D1

Una funcidn f : A — B asigna a cada x € A un Unico f(x) € B.

- A es el dominio, B el codominio, f(4) := {f(x) : x € A} laimageny {(x, f(x)) : x € A}

la grafica.
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- Dos funciones son iguales si tienen el mismo dominio, el mismo codominio y el mismo
valor en cada punto.

- Laidentidad de Aesid, : A — 4, id4(x) = x.

- fesinyectivasix # y = f(x) # f(y) (equivalentemente, f(x) = f(y) = x = y);

suprayectiva si f (A) = B; biyectiva si es ambas.

Equivalentemente, una funcién es un conjunto G de pares (x,y) con x € A,y € B, tal que para cada

x € A hay exactamente un y con (x,y) € G; ese conjunto es su grafica.

En el dibujo: cada recta vertical x = ¢, con ¢ € 4, corta la grafica en exactamente un punto.

Definicion C1-010.D2

Polinomio: p(x) = ZZ:O a,x® dado por sus coeficientes; su grado es el mayor k con a; # 0
(el polinomio 0 no tiene grado). Racional: p/q donde q # 0, definida en {x : q(x) # 0}. Sea
f:A-R

- fesparsi f(—x) = f(x), eimparsi f(—x) = —f(x), paratodox € A (con —x € A
siempre que x € A).

- f esperiédica de periodoT > 0sif(x+T) = f(x) paratodox € A (conx + T € A).

- fescrecientesix <y = f(x) < f(y), y estrictamente crecientesix <y = f(x) <
f () (para x,y € A); decreciente y estrictamente decreciente se definen con las des-
igualdades al revés. f es mondtona si es creciente o decreciente, y estrictamente mond-
tona si es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

- f esacotada si f(A) es un conjunto acotado (C1-006.D1).

Resultados

Teorema C1-010.T1

Si f es estrictamente monoétona, es inyectiva.

Idea

Dos puntos distintos estan en algiin orden, y la monotonia estricta los separa.
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Demostracion.

Supongamos f estrictamente creciente y sean x,y € A con x # y.
Entoncesx < yoy < x (C1-003.T1).

En el primer caso f(x) < f(y); en el segundo f(y) < f(x) (C1-010.D2).
En ambos, f(x) # f(y) (C1-003.T1).

Si f es estrictamente decreciente, el argumento es el mismo con las desigualdades al revés. B

S

Ejemplos

Ejemplo 1 (el viaje)

s(t) = 50t2 en [0, 2] es estrictamente creciente: si0 < t < u < 2, entonces t?> < u? (C1-
003.T9(c)) y 50t? < 50u? (C1-003.T4). Por C1-010.T1 es inyectiva.

Su imagen es [0, 200] (que todo valor intermedio se alcance se probara con Bolzano, C1-023;
aqui basta s(0) = 0, s(2) = 200 y la monotonia para ver s([0, 2]) < [0,200]).

A Ejemplo 2 (no es funcién)

x? es par; x3 es impar ((—x)3® = —x3 por C1-002.T4 y C1-005.T9); x2 + x no es ni par ni impar:
f(H=2,f(-1)=0,y0+#2,0* -2

| Laregla «ax leasignoel y conx = y?»no esuna funciondex:ax = 1letocany = 1yy = -1 |
I (C1-002.T4). :
Ejemplo 3
x3 — x es un polinomio de grado 3; no es inyectivo ni monétono: vale 0 en —1, 0 y 1.
Ejemplo 4 (paridad)
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Ejemplo 5 (constantes)
Una funcidn constante es creciente y decreciente (no estrictamente), periédica con todo periodo

T > 0y no inyectiva (si su dominio tiene dos puntos).

Ejemplo 6
1/(1 + x?) es racional y acotada: 1 + x2 = 1 > 0 (C1-003.T9),asi que 0 < 1/(1 +x?) < 1
(C1-003.T7).

Por qué cada hipétesis

A «Estrictamente» en C1-010.T1

1 I
i i
. Una funcién creciente no estricta puede repetir valores: la constante f(x) = 1 en [0, 1] es cre- |
I I
: |
I I

ciente y no es inyectiva. En el viaje: un auto detenido.

A El reciproco es falso

f(x) =xen|0,1), f(x) = 3 —xen[1,2] esinyectiva (los dos tramos tienen imagenes [0,1) y
[1,2], sin valores comunes, y en cada uno f es estrictamente mond6tona) pero no es monotona:

fO)<fMyf)>f(2).
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Y= z®—z inyectiva, no mono tona
2 2.0
17 1.5 1
0 1.0
-1 0.5 1
-2 0.0 1
-1 0 1 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 8: Izquierda: x3 — x toma el valor 0 tres veces (no es inyectiva). Derecha: una funcién inyectiva

que no es monotona.

Ejercicios

1. Dicudles de estos conjuntos de pares son graficas de funcionesde {1, 2,3} en R: {(1, 0), (2, 0), (3, 0)},
{(1,0),(1,1),(2,0), (3,0}, {(1,5),(3,5)}.

2. Demuestra que la suma de dos funciones impares (con el mismo dominio) es impar, y que el
producto de dos impares es par.

3. Demuestra que f(x) = 2x + 1 es estrictamente creciente en R y concluye que es inyectiva.

4. ;Cudles el grado de p(x) = 0x3 + 2x% — x? ;Y de p(x) = 5?

5. Da una funcidén f : R = R que sea periddica, acotada y no constante, sin usar trigonometria.

Respuestas

1. Solo el primero. El segundo asigna dos valores a 1; el tercero no asigna valor a 2.

2. f+9(x) = —f(x) —g®) = =(f + 9)(») (C1-002.T6); (fg)(—=x) = (=f () (—=g(x)) =
f(x)g(x) (C1-002.T4).

3. Six <y,2x <2y (C1-003.T4,2 >0)y2x +1 < 2y + 1 (C1-003.T3). Por C1-010.T1 es inyectiva.

4. Grado 2 (el mayor k con a; # 0); grado 0.

5 f(x) =x—|x] (C1-007.T2): f(x+ 1) =f(x),0 < f(x) <1,y f(0) =0 =% 0.5 = f(0.5).



C1-011 - Operaciones, composicion e

inversas

Motivacion

En otro viaje vas a velocidad constante: a las t horas estas en el km s(t) = 80t + 10,para 0 <t < 2. El

auto rinde 12 km por litro. Dos preguntas:

1. ;A qué hora pasaste por el km 757 Pide leer la tabla hora — km al revés: 80t + 10 = 75 da
t = 0.8125 h, es decir, 48.75 minutos.

2. ;Cuanta gasolina llevabas gastada a la 1:007? Pide encadenar dos tablas: hora — kilémetros reco-
rridos (d(t) = 80t) y kilometros — litros (g(x) = x/12). Ala 1:00, g(d(1)) = 80/12 = 20/3 =
6.67 L.

Leer al revés es tomar la inversa; encadenar es componer.

Pero leer al revés no siempre se puede: si el auto se detiene 15 minutos en una gasolinera del km 50,
la pregunta «;a qué hora pasaste por el km 50?» ya no tiene una sola respuesta. El teorema central de

este capitulo dice exactamente cuando existe la inversa.

Dénde falla la analogia
Un viaje real no va a velocidad constante. Lo que importa para la inversa no es la velocidad
constante, sino que el auto nunca regrese a un kilometro (inyectividad) y pase por todos los

kilometros que se le preguntan (suprayectividad).

78
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Definiciones

Definicion C1-011.D1

Para f, g con el mismo dominio: (f + g)(x) = f(x) + g(x), (f - 9)(x) = fF()g(x), (f /g)(x) =
f(x)/g(x) donde g(x) # 0.

Sif:A->Byg:B - (C,lacomposiciongof: A - Ces(gef)(x) =g(f(x)).
Unainversade f : A » Besunafunciong : B > Acongo f =idyy f o g = idg, es decir,
g(f(x)) = x paratodox € Ay f(g(y)) = y paratodo y € B; se escribe f 1, que no es 1/f.
Sif : A > Besinyectiva, f~! : f(A) - A es su inversa sobre la imagen (la de f vista como

funcién A — f(A), que es biyectiva).

Inyectiva, suprayectiva, biyectiva, la identidad id4 y la igualdad de funciones estan en C1-010.D1; las

dos condiciones de inversa son igualdades de funciones en ese sentido.

Resultados

Teorema C1-011.T1

f + A - B tiene inversa si y solo si f es biyectiva; la inversa es tnica.

Idea
Si se puede regresar, nadie comparte salida y toda salida tiene entrada; si cada salida tiene una

Unica entrada, regresar a ella es la inversa.

Demostracion.

1. (=) Sea g una inversa. Si f(x) = f(y), entonces x = g(f(x)) = g(f(¥)) = y: f es inyectiva.

2. Siy € B,entoncesy = f(g(y)) cong(y) € A: y € f(A), asi que f es suprayectiva.

3. (&) Sea f biyectivay y € B.Como f es suprayectiva, existe x € A con f(x) = y; como es inyectiva,
ese x es Unico.

4. Definimos g(y) := ese x; es una funciéon B = A (C1-010.D1).

5. Por construccién, f(g(y)) = y.

6. Parax € A, g(f(x)) es el inico elemento cuya imagen es f (x); como x lo es, g(f(x)) = x.



Céalculo diferencial 80

7. Unicidad: si g y h son inversas de f yy € B, sea x := h(y); entonces f(x) = f(h(y)) = y.

8. Asig(y) = g(f(x)) = x = h(y).
9. Como gy h tienen el mismo dominio, codominio y valores,g = h.

Teorema C1-011.T2

(heg)ef =he(gef)sif, gsonbiyectivas, (go f)™' =f 1o g™

Demostracion.

[E

.Seanf:A->B,g:B—>C,h:C - D.Ambosladosvande AaD.
2. Parax € A:
((heg)e fHx) = (heg)(f(x))

= h(g(f(x)))

= h((g° X))

= (heo(g° ).
Sean f y g biyectivas, con inversas f~1: B> Ay g~1: C - B (C1-011.T1).
Parax € A: f7' (g7 (g(f () = f(f(0)) = x.

Paraz € C: g(f(f (g7 (@))) = 9(g7' (@) =z
Asif~lo g™l :(C > Aesunainversade g o f.

N o ok w

Por C1-011.T1, g o f es biyectiva y su inversa (nica) es f "o g 1. W

Teorema C1-011.T3

(a, b) esté en la grafica de f siy solo si (b,a) estd enlade f1.

Demostracion.

. Seaf : A - Binyectivay f ! : f(A) - A su inversa sobre la imagen (C1-011.D1, C1-011.T1).
. (®)Si(a,b) estd enlagraficade f, entoncesa € Ay b = f(a) € f(4).

. Entonces f~1(b) = f~1(f(a)) = a: (b, a) esta en la grafica de f 1.

. (&) Si (b, a) esta en la graficade f 1, entonces b € f(A) y a = f~1(b).

. Entonces f(a) = f(f~1(b)) = b: (a, b) esta en la graficade f. R

Ul B W N -

Geométricamente, intercambiar las coordenadas es reflejar en la diagonal y = x: la graficade f ! es
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el reflejo de la de f.

Figura 9: La grafica de f(x) = x? en [0, 2] y la de su inversa /y son reflejos en la diagonal y = x.

Ejemplo

4.0 7

3.5 1

3.0 1

2.5 1

2.0

1.5 1

1.0 A

0.5 1

flz) ==?
-= [T'y=Vy

(a,0)

0.0

Por qué cada hipotesis

5s:[0,2] - [10,170],s(t) = 80t+10, es estrictamente creciente (C1-003.T3, C1-003.T4), luego
inyectiva (C1-010.T1).
Y es suprayectiva: si 10 <y < 170,t = (y — 10)/80 € [0, 2] cumple s(t) = y.
Por C1-011.T1 tiene inversa, s~ (y) = (y — 10)/80,y s~1(75) = 0.8125.

A Inyectiva

. Elviaje con parada: si s(t) = 50 para todo t € [0.5,0.75], la «<inversa» tendria que mandar 50 a

muchas horas a la vez; no es funcién. Igual x? : R - R: (—1)? = 12
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A\ Suprayectiva

s :[0,2] = R esinyectiva pero no suprayectiva (200 no es s(t) para ningin t € [0, 2]); no hay
. g:R—>10,2] cons(g(200)) = 200. S hay inversa sobre la imagen.

A El orden en la composicion

Conf(x)=2xygx)=x+1:(gefH)(x)=2x+1y(feg)(x) =2x+ 2.
La composicién no conmuta,y poresoen (gof)™! = f~log~1 el ordenseinvierte: (gof) 1 (y) =

O-D/2=f"g O

AfTF1f

Para f(x) = 2x, f~1(y) = y/2, mientras que 1/f(2) = 1/4 # 1 = f~1(2).

Ejercicios

1. Calculago fyfogparaf(x) =x?yg(x)=x—3.
2. Demuestra que la composicién de dos funciones inyectivas es inyectiva.
3

. Encuentralainversade f : R - R, f(x) = 5 — 3x, y comprueba las dos condiciones.

S

. (Tieneinversa f : [0,2] = [0,4], f(x) = 2x? ;Y f : [0,2] = [0,5], f(x) = 2x?
5. Demuestra que si f es biyectiva, (f71)™1 = f.

Respuestas

L (ge ) =x*=3;(foq)(x) = (x—3)%

2. Sig(f(x)) = g(f (), por lainyectividad de g, f(x) = f(y),yporlade f,x = y.

3TN =G =/3 TN =6-5+30/3=xyfF ) =5-(G-y) =

4. La primera si, f~1(y) = y/2. La segunda no es suprayectiva (5 requeriria x = 2.5 & [0,2]): no
hay inversa definida en [0, 5].

5. f cumple f(f~1(y)) = yy f~1(f(x)) = x, que son exactamente las condiciones para que f sea
inversa de f~1; por la unicidad (C1-011.T1), (f 1)~ = f£.



C1-012 - Sucesiones convergentes

Motivacion
Llegas a una caseta. En el n-ésimo aviso del GPS te faltan a,, = 1/n km: 1, 0.5, 0.333 ..., 0.25, ...

El GPS dice «llegando» cuando te falta menos que su tolerancia: con € = 0.01 km (10 metros), eso pasa

desde el aviso 101 y ya no deja de pasar.

Ahora imagina que tu amiga programd su GPS con otra caseta, 50 metros mas adelante. ;Podrian los

dos GPS terminar diciendo «llegando» a la vez, con cualquier tolerancia que se elija?

La pregunta obliga a decir con precisidn qué es «acercarse». La respuesta es la definicién e-N de con-
vergencia: para toda tolerancia hay un aviso a partir del cual todos los avisos estdn dentro. Con esa

definicién, una sucesién no puede acercarse a dos destinos distintos: el limite es tinico.

Ddnde falla la analogia
El GPS redondea a metros y tiene una tolerancia fija. La definicion pide que funcione para toda

tolerancia € > 0, tan pequefia como quieras.

Definiciones

Definicion C1-012.D1

Una sucesion es una funcion N - R (C1-010.D1), n = a,; se escribe (a,). Se dice que a,, = L si
Ve>03INeENVWINR=N:|a,—L|<¢g

se escribe im a,, = L (bien definido por C1-012.T1). La sucesién es convergente si existe tal
L. Si (ay) solo esta definida paran = N, se escribe (a,)n=n, ¥ €n la definicion se pide ademas
N = N,.

Por C1-004.T3, |a, — L| < € equivalea L — ¢ < a, < L + €: desde el indice N, todos los términos estan
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enlabanda (L — &, L + €). Siun N sirve, cualquier N' > N también sirve.

an
‘N
o
CH
L+¢eA ® © o o o 0o o o
I _l; : _________________ C_> ?"_."";_"_."_"._"_5__".""_._"_."!_3"!_._,"‘_._"
o :
o
o
0 5 10 15 20 25 30

Figura 10: La banda (L — ¢,L + ¢): desde el indice N, todos los términos quedan dentro.

Axioma C1-012.Ax1 A (EN, eleccion numerable)

Si para cadan € N el conjunto 4,, € R es no vacio, existe una sucesién (x,) con x;,, € A, para

todo n.

Este principio se usa implicitamente en los cursos de calculo; aqui lo declaramos. Aparece cada vez que
una demostracidn dice «para cada n elegimos un punto con tal propiedad» y no hay una regla explicita

que diga cual (por ejemplo, en la vuelta de C1-019.T1 o en C1-024.T1).

No se sigue de K1-K9, 01-03, S ni de la induccién: la induccién y el teorema de recursion (C1-005.T11)
construyen sucesiones cuando cada término esta determinado por el anterior; aqui solo sabemos que

hay candidatos.

Cuando si hay unaregla (el menor natural con cierta propiedad, el punto medio de un intervalo, a+1/n),

no hace falta EN. Lo citamos como EN.
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Resultados

Teorema C1-012.T1 (unicidad)

Sia, » Lya, —» M, entonces L = M.

Idea
Desde algun indice, a,, esta ala vez cerca de Ly cerca de M; por el triangulo, L y M estan a menos

de cualquier &, y un nimero no negativo menor que todo ¢ es 0.

Demostracion.

. Sea e > 0; entonces £/2 > 0 (C1-003.T8, C1-003.T7).

. Como a,, = L, existe N; con |a, — L| < /2 paran = N;.

. Como a,, = M, existe N, con |a,, — M| < €/2 paran = N,.
. Sean el mayor de N; y N, (C1-003.T1). Entonces

AW N R

|IL—M| < |L—ay|+|a, — M|
= |lan — L| + |a, — M|

<£+e
2 2
=¢

(C1-004.T6, C1-004.T1, C1-003.T6).
5 Asf|L—M| <0+ ¢paratodoe >0,y |L — M| < 0(C1-003.T9(d)).
6. Como |L — M| = 0 (C1-004.T1), se tiene |L — M| = 0 (C1-003.T1).
7. Porlotanto L — M = 0 (C1-004.T1), es decir, L = M. R

Teorema C1-012.T2

1/n — 0; la sucesién constante ¢ converge a c.

Demostracion.

1. Seae > 0.Existe N € Ncon 1/N < ¢ (C1-007.C1).
2. Sin > N, entonces 0 < 1/n < 1/N (C1-003.T7 con la version < de C1-003.T9).
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3. Asi|1l/n—-0|=1/n<1/N < ¢(C1-004.D1). Luego 1/n = 0.
4. Parala constante a, = c:dadoe& > 0,con N = 1, paratodon, |a, —c| = |0] = 0 < € (K4,
C1-004.T1). m

Teorema C1-012.T3 (finitos términos)

Sean (a,), (b,) sucesionesy N, € N. (a) Si a,, = b, paratodon > N, entoncesa,, = L © b, —

L. (b) ap > L e (an+N0)n - L.

Demostracion.

(a)

1. Supongamos a, = Lyseae > 0consuN (C1-012.D1).
2. Sea N’ el mayor de N y N, (C1-003.T1).
3. Sin > N', entonces b, = a, y |b, —L| = |a, — L| < €. Luego b,, = L.

4. Elreciproco es igual, intercambiando los papeles.

(b) Seac, = apyn,-

1. Sia, » LyNeseldee:paran > N setienen+ Ny, > n = N (C1-003.T3, C1-003.T5, C1-
005.T2(a)), asi que |c, — L| < €. Luego ¢, = L.

2. Reciprocamente, sic, = L con N para g, seam = N + N,,.

3. Entonces m — Ny = N = 1 es un entero (C1-005.T6) positivo, luego natural (C1-005.D1, C1-
005.T2).

4. Asi|ay, — L] = |cjmn, — L| < &y a, — L (conelindice N + Ny). B

Por (a), al estudiar la convergencia se pueden ignorar los primeros términos de una sucesion, y una
sucesion (a,)nsn, definida solo desde N, converge a L si y solo si cualquier extension suya a todo N

converge a L.

Ejemplo (el GPS)

- Parae =0.01: 1/n < 0.01 & n > 100, asi que N = 101 sirve (y es el menor).
- Parae = 0.003:n > 333.3.., el menor N es 334,y N = 1,000 también sirve.
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Por qué cada hipotesis

A «a partir de N, todos»

La sucesion a,, = (—1)" tiene infinitos términos a distancia 0 de 1 (los pares) e infinitos a dis-
tancia 0 de —1 (los impares), pero no converge a ningin ndmero.

Por ejemplo, no converge a 1: con € = 1, para cualquier N, el indice imparn = 2N + 1 > N da
la, — 1| =2 « 1.

Que no converge a ningun L se ve con el mismo argumento usando ¢ = 1y C1-004.T4: 2 =

|1 —(=1)| <|1—L|+|L—(—1)|,asique alguno de los dos sumandos es > 1.

A «para todo &»

. Con una tolerancia fija ¢ = 0.1, la sucesion 1/n «llegaria» a 0 y a 0.05 a la vez: paran > 11,
. |1/n—=0]<0.1y]|1/n—0.05] < 0.1. Sin «para todo €» no habria unicidad.

AEnC1-012.T1,¢/2 |

. Siseusara € en ambos lados, solo saldria |[L—M| < 2¢, que también basta (pues 2¢ recorre todos
I
. los positivos), pero la eleccién £/2 deja la cuenta limpia.

1

Ejercicios

o W

Demuestra con la definicién que a,, = 3 + 2/n — 3, dando N en funcién de ¢.

Demuestraquea,, = (n+1)/n - 1.

Demuestra que si a,, = L, entonces |a,| — |L|. (Es cierto el reciproco?

Demuestra que a,, = n no converge.

Demuestra que cambiar un nimero finito de términos de una sucesiéon no altera si converge ni

su limite.

Respuestas

1.
2.
3.

[3+2/n—-3|=2/n<esin> 2/e; por C1-007.C1 existe tal N, y sirve para todon = N.
(n+1)/n—1=1/n;usaC1-012.T2.
||an|—|L|| < |a,—L| (C1-004.T5). El reciproco es falso: (—1)" cumple |(—1)"| = 1y no converge.
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4. Sin - L,coneg = 1 habria N conn < L 4+ 1 para todon = N, contra C1-007.C1 (hay naturales
mayores que max(N, L + 1)).

5. Es C1-012.T3(a): si b, = a, paran = Ny y a, — L, dado € con su N, el indice max(N, N,) sirve
para (by).



C1-013 - Algebra de limites de sucesiones

Motivacion

Antes de un viaje de 120 km, el GPS va afinando la distancia, a,, = 120 + 1/n km, y la computadora
del auto va afinando el rendimiento, b,, = 12 — 1/n km por litro. Tu estimacion de los litros que vas a

gastar es a,,/by:

- conn=10da120.1/11.9 = 10.0924;
- conn =100, = 10.0092;
- conn = 1,000, = 10.0009.

Parece acercarsea 120/12 = 10. ;Es cierto en general que el limite de un cociente es el cociente de los

limites? ;Y si el rendimiento se acercara a 0?7

Verificar la definicion e-N para cada sucesién nueva seria agotador. En este capitulo demostramos, de
una vez, que el limite respeta la suma, el producto y el cociente (con una condicién sobre el denomina-

dor), y que respeta las desigualdades <. Con eso, la mayoria de los limites se calculan con algebra.

Dénde falla la analogia
Las lecturas reales se detienen en algin momento y tienen redondeo; el teorema habla de suce-

siones infinitas y de cualquier tolerancia ¢.

Definiciones

Una sucesion (a,) es acotada si lo es como funcion (C1-010.D2): existe B con |a,| < B para todo n

(por C1-004.T3, equivale a —B < a,, < B).

Usaremos también que cambiar un niimero finito de términos no altera la convergencia ni el li-

mite (C1-012, ejercicio 5): si b,, = a,, paran = N,, basta tomar en la definicién un indice > Nj.
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Resultados

Teorema C1-013.T1

Toda sucesion convergente es acotada.

Idea

Desde algin indice, los términos estdn a menos de 1 del limite; antes de ese indice hay solo una

cantidad finita, y una cantidad finita de nimeros tiene maximo.

Demostracion.

1. Seaa, — L.Con ¢ = 1 existe N tal que |a,, — L| < 1 paran > N (C1-012.D1).
2. Para esosn:
lan| = [(an — L) + L]
< lap —L| +|L]|
<1+|[L]
(C1-004.T4).
3. Sea B el maximo de |a4], ..., |ay—1], 1 + |L] (C1-005.T13;siN =1,B =1+ |L|).

4. Entonces |a,| < B paran < N por construccién y paran = N por el paso 2.
5. AdemasB =1+ |L| > 0(C1-004.T1). 1

Teorema C1-013.T2

Sia, »Lyb, > M:a,+b, »L+M;a,b, > LM;si M # 0, existe N, con b,, # 0 para todo
n= NO'y (an/bn)nzNO - L/M-

Idea

Se escribe el error de la operacion en términos de los errores |a, — L| y |b,, — M|, con factores

acotados, y se pide a cada error lo justo para que el total quede debajo de ¢.

Demostracién. Sea e > 0.Enlo que sigue, todos los cocientes de ¢ entre nimeros positivos son positivos
(C1-003.T7, 03), y «el mayor de dos indices» existe por C1-003.T1.
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Suma.
1. Comoeg/2 > 0(C1-003.T8,C1-003.T7), existen Ny, N, con |a,—L| < e/2paran = N,y |b,—M| <

g/2paran = N,.
2. Paran = N := max(Ny, N,):
|(an + by) = (L + M)| = [(an — L) + (b — M))|
=< |an_L|+|bn_M|

<¢g

(K1, K2, C1-002.T6, C1-004.T4, C1-003.T6).

Producto.

Existe B > 0 con |a,| < B para todon (C1-013.T1).

anb, — LM = a, (b, — M) + M(a,, — L) (reglas de campo, C1-002).

3. Porlo tanto

|anbn_LM| < |an| |bn_M| + |M| |an_L|
< B|b, — M| + [M|]ay — L|

(C1-004.T4, C1-004.T2, paso 1).
Existen N;, N, con |b, — M| < ¢/(2B) paran = N, y |a, —L| < ¢/(2(|M| + 1)) paran = N,.
Como |[M|/(|M] + 1) <1 (C1-003.T7, pues |[M| < |M]| + 1), paran = max(Ny, N,):
b LM| <B £ + |M £
b = LM] 28 T M Sam
€
+ —_

<e
2 2

Cociente. Sea M # 0; entonces |M| > 0 (C1-004.T1).

1. Existe Ny con |b, — M| < |[M|/2 paran = N,.
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2. Para esos n:

|bp| = |M| = |M — by|

>|M|——|M|
2

_%>0

2

(C1-004.T5, C1-004.T1); en particular b,, # 0 (C1-004.T1).
3. Paran = Ny, como 1/|b,| < 2/|M| (C1-003.T7):

|i_i|: |M — by
b, M! |by||M]|
2
< ——=|b,— M

(C1-002.T6, C1-004.T6, C1-004.T2).
4. Existe N3 con |b,, — M| < €|M|?/2 paran > N3; paran = max(Ny, N3), el error del paso 3 es < «.
5. Asi la sucesion ¢, := 1/b,, (paran = Ny; los primeros términos se definen, por ejemplo, como
1/M, lo que no altera la convergencia por C1-012.T3) cumple ¢,, —» 1/M.
6. Por la parte del producto, a,,c¢, = L - (1/M) = L/M.
7. Como anc, = a, /b, paran = Ny (C1-002.D1), se tiene (an/bp)nsn, = L/M (C1-012.T3). W

Ejemplo (la gasolina)

a, =120+ 1/n-> 120y b, = 12 —1/n - 12 por la suma, C1-012.T2 y el producto (—1/n =
-DHA/n)->(-1)-0=0).Como 12 # 0, a,/b, — 10.

Directamente, a, /b, — 10 = (11/n)/b,, y b, = 11, asi que el errores < 1/n.

Teorema C1-013.T3

Sia, < b, paratodonya, — L, b, > M, entonces L < M.

Idea

Si fuera L > M, con bandas de la mitad de la distancia, a la larga b,, quedaria abajo de a,,.

Demostracion.

1. Supongamos L > M (C1-003.T1).
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Entonces M < (L + M)/2 < L (C1-003.T8),ye:=L—-(L+M)/2=(L+M)/2—M > 0.
Existe N tal que, paran =2 N, |a, — L| < ey |b, — M| < &.

Entoncesa, >L—e=(L+M)/2yb, <M+¢e=(L+ M)/2(C1-004.T3).

Luego b, < a, (C1-003.T2), contra la hipédtesis (C1-003.T1).

PorlotantoL < M.

o 1ok W

Por qué cada hipotesis

A M # 0 en el cociente

Cona, =1yb, =1/n - 0:a,/b, = nno estd acotada, asi que no converge (C1-013.T1).
Cona, = b, = 1/n:a,/b, =1 — 1, pero «0/0» no esta definido; el teorema no dice nada en

ese caso.

A Que ambas converjan (producto)

Con a,, = n (no converge)y b, = 1/n - 0:a,b, =1 - 1.Cona, = n? b, = 1/n:a,b, =n |

diverge. Sin la convergencia de las dos, el producto puede hacer cualquier cosa.

A El reciproco de la suma es falso

a, = (D" b, = —(—1™ a, + b, = 0 - 0, yninguna converge (C1-012).

+ A<yno<encC1-013.T3 |

Cona, = 0 < b, = 1/n para todo n, los limites son iguales: 0 = 0. La desigualdad estricta no

pasa al limite.

A «para todo n» en C1-013.T3 |

Basta «para todo n = Ny» (cambiar finitos términos no altera los limites). De hecho, con ambas
convergentes basta que a,, < b,, para infinitos n: la prueba de C1-013.T3 solo necesitaunn > N

cona, < b,.




Céalculo diferencial 94

Ejercicios

Z4n
Calcula lm T dividiendo entre n? y usando C1-013.T2.

Demuestra que si a,, = L, entonces ca,, — cL para toda constante c, y ak — L¥ para todo k € N.
Demuestra que sia, — Ly a, = 0 para todo n, entonces L = 0.

Da sucesiones (a;,), (b,) con a, = 0, a,b, = 1y (b,) no convergente.

oo W

Demuestra que si a,, = L # 0, entonces a,, # 0 desde alginny1/a, - 1/L.

Respuestas

1. St 1/m - 3+ 0 = E (C1-012.T2y C1-013.T2: 1/n? = (1/n)(1/n) — 0; el denominador tiene
2—-5/n2 2-0 2
limite 2 # 0).

2. c es la sucesién constante, que converge a ¢ (C1-012.T2); producto. Para a¥, induccién en k (C1-
005.T1) con el producto.

3. C1-013.T3 con la sucesion constante 0 < a,,: 0 < L.

4. a, =1/n, b, =n.

5. Es el paso del cociente con b, = a,, yM = L: |a,| > |L|/2 > 0desde Ny,y 1/a,, = 1/L.



C1-014 - Sandwich y monotonas

Motivacion

Un banco imaginario paga 100 % de interés anual. Si depositas $1,000:

- capitalizando una vez al afio, terminas con $2,000;

- capitalizando cada mes (cada mes te paga 1/12 del interés sobre lo que ya llevas), al final del afio
tienes 1000 (1 + 1/12)'? ~ $2,613.04;

- capitalizando cada dfa, 1000 (1 + 1/365)3%> ~ $2,714.57;

- capitalizando cada hora, 1000 (1 + 1/8760)87¢° ~ $2,718.13.

Cada vez ganas un poco mas, pero cada vez menos de lo que ganaste antes.

¢(El saldo crece sin limite o se estabiliza? La sucesion a,, = (1 + 1/n)™ es creciente y, como veremos,
nunca pasa de 4. En este capitulo probamos que esas dos propiedades bastan para que converja, aunque

no sepamos de antemano a qué nimero. Ese nimero es e.

Dénde falla la analogia
Ningin banco paga 100 % ni capitaliza infinitas veces, y todo banco redondea a centavos. El

teorema habla de la sucesidn ideal, sin redondeo y para todon € N.

Definiciones

Una sucesion (a,) es creciente si m < n implica a,, < a,, y decreciente si m < n implica a,, = a,
(C1-010.D2, aplicada a la funcién n = a,). Es acotada superiormente si el conjunto {a,, : n € N} lo
es (C1-006.D1).
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Teorema C1-014.T0 (monotonia por términos consecutivos)

Unasucesion (a,,) es creciente & a,, < a,,,1 paratodon,y estrictamente creciente © a,, < d,41

para todo n (analogos decrecientes).

Demostracion.

1. (=) Es la definicion (C1-010.D2) conm =n <n + 1.

2. (&) Supongamos a,, < a, 4 paratodo ny fijemos m.

3. El conjunto de los k € N con a,, < a,,,, contiene a 1y, si contiene a k, contiene a k + 1, porque
A < Atk < A+t (C1-003.T9); por inducciéon es N (C1-005.T1).

4. Sim < n, entonces n —m es un entero (C1-005.T6) positivo, luego natural (C1-005.T2 y la obser-
vacion tras C1-005.T6).

5. Conk =n—menelpaso 3, a, < a,.

6. Con < en lugar de < el argumento es el mismo (C1-003.T2). Los casos decrecientes son iguales

con las desigualdades al revés. B

Definicion C1-014.D1 (el numero e)

e:=lm(1+1/n)"

(El limite existe por C1-014.T4 y es unico por C1-012.T1.)

Resultados

Teorema C1-014.T1 (sandwich)

Sia, < c, < b, paratodon > N,y a,, b, = L, entonces c¢,, — L.

Idea

Desde cierto indice, a,, y b,, estan en la franja (L — ¢, L + €), y ¢,,, atrapada entre ellas, también.

Demostracién. (Que baste «para todo n = Ny» se usara en C1-019.)
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. Seae > 0.Como a,, — L, existe N; con |a,, — L| < € paran = N; (C1-012.D1), y entonces

L — ¢ < a, (C1-004.T3).

. Como b,, = L, existe N, con |b, — L| < &,y entonces b,, < L + € paran = N, (C1-004.T3).

3. Sea N el mayor de Ny, N;, N, (C1-003.T1).

Paran = N:

L—e<a, <, <b,<L+e

5. DeahiL—e¢< ¢, <L+¢(C1-003.T9) y|c, —L| < € (C1-004.T3).

Por C1-012.D1,c, —» L. 1

Teorema C1-014.T2

Toda sucesion creciente y acotada superiormente converge a su supremo; toda decreciente y

acotada inferiormente, a su infimo.

Idea
El candidato es el supremo s. Bajamos € desde s: algin término rebasa s — € y, como la sucesion

nunca baja, todos los siguientes quedan entre s — € y s.

Demostracién.
1. Sea (a,) creciente y acotada superiormente, y sea A = {a, : n € N}.
2. Ano esvacio (a; € A) y es acotado superiormente, asi que existe s = sup A (axioma S).
3. Seae > 0.Existe N € Nconay > s — ¢ (C1-006.T2).
4. Sin > N:ay < a, (creciente),ya, < s < s + ¢ (s es cota, C1-006.D1, C1-003.T3).
5. Entonces s — ¢ < a, < s+ ¢(C1-003.T9) y |a, — s| < € (C1-004.T3) paratodon = N.
6. Por C1-012.D1, a,, = s.
7. Si(a,) es decreciente y acotada inferiormente, sea b,, = —a,,.
8. Sim <n,a,, = a, implica b,, < b,, (C1-003.T9), asi que (b,,) es creciente, y es acotada superior-

10.

mente porque —A lo es.
Por los pasos 1-6 y por C1-006.T3, b,, = sup(—A4) = —infA.
Como |a,—nfA| = |—(b,—sup(—A))| = |b,—sup(—A4)| (C1-002.T6,C1-004.T1), de la definicion

se sigue a, = nfA.l
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Teorema C1-014.T3

Si|a| < 1, entonces a™ — 0.

Idea
Escribimos 1/|a|] = 1 + h con h > 0; Bernoulli da (1 + h)™ = nh, asi que |a|® < 1/(nh),y el

sandwich hace el resto.

Demostracion.

1. Sia = 0,entonces a™ = 0 paratodon (C1-005.D2,C1-002.T3), y la sucesion constante 0 converge
a0 (C1-012.T2).

2. Sea0 < |a] <1 (C1-004.T1). Entonces b := 1/|a| > 1 (C1-003.T7)yh:=b—1 > 0.

3. Por Bernoulli, b = (1 + h)" > 1 + nh > nh > 0 (C1-005.T5).

4. |a"| = |a|®y |a|™b™ = (|a]|b)™* = 1™ = 1 (C1-005.T9), de modo que |a"| = 1/b™ < 1/(nh)
(C1-003.T7).

5. Asi0 < |a"| < % . % para todo n.

6. Como 1/n — 0y la constante 1/h converge a 1/h (C1-012.T2), el producto converge a 0 (C1-
013.T2).

7. Por el sandwich, |[a™| = 0 (C1-014.T1).

8. Esdecir, paracada& > 0 hay N con ||a”|—0| = |a"—0] < €sin = N (C1-004.T1). Por C1-012.D1,
a*- 0.1

Teorema C1-014.T4

a, = (14 1/n)" es creciente y a,, < 4 para todo n; en consecuencia converge.

Idea

Bernoulli, dos veces: una para comparar a, 1 con a,; otra para acotar a,, por 4.
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Q
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Figura 11: a, = (1 + 1/n)" crece, nunca pasa de 4 y se acercaa e ~ 2.718.

Demostracion.

Creciente.

1. Todos los a,, son positivos (C1-005.T9).

2. Paran € N:
Ani1 _ (Tl-l- 2)n+1( n )n
a, n+1 n+1
_ (n(n + 2))n+1n +1
(n+1)? n
_ ( _ 1 )n+1n +1
(n+1)2 n
(C1-005.T9, C1-002.T6).
3. Como —1/(n + 1)? = —1, Bernoulli da
(1_L)"“>1_"_+1
(n+1)2 - (n+1)2
n
“n +1

(C1-005.T5).
4. Astayyq/ayn = 1yayq = a, (C1-003.T4). Por C1-014.TO, (a,) es creciente.

Acotada por 4.



Céalculo diferencial 100

5. Sean € N. Por Bernoulli conx = —1/(2n) > —1: (1 — %)" >1- % =

6. Ademas

porque 0 < 1— —— < 1(C1-005.T9).
7. Dividiendo: (1+ 5-)" < 1/(1— 5-)" < 2 (C1-003.T7, paso 5).
2
8. Elevando al cuadrado: a,, = ((1 + %)n) < 4 (C1-003.T9, C1-005.T9).

9. Comon < 2ny (a,) es creciente, a, < a,, < 4.
Converge.

10. (a,) es creciente y acotada superiormente por 4; converge a su supremo (C1-014.T2), y su limite
es unico (C1-012.T1). W

Por qué cada hipotesis

A Sin «creciente»

a, = (—1)" es acotada (|Ja,| < 1) y no converge: sia, - L,cone = 1habriaNcon |1 - L| < 1
y|—1—L]<1yentonces2 =|1—(—1)| <|1—L|+|L+ 1] < 2(C1-004.T6), imposible.

A Sin «acotada»

a, = nes creciente y no converge: toda convergente es acotada (C1-013.T1) y N no es acotado |
superiormente (C1-007.T1). :

A Sin completitud

En Q el teorema es falso. Sea g, el truncamiento de V2 an decimales: 1.4,1.41,1.414, ... Es cre-
ciente, esta acotada por 2 y sus términos son racionales.

En R converge av2: 0 < V2 —q,, < 10™ < 1/n (C1-009.T1) y se aplica el sandwich. Como
V2 ¢ Q (C1-008.T1) y el limite es tinico (C1-012.T1), no hay limite racional. Es la misma falla
que C1-008.C1.
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Ejercicios

1. Demuestra con C1-014.T2 que a,, = n/(n + 1) converge, y prueba que su limite es 1.
2. Demuestra que (1/2)"* +3/n - 0.

3.
4

. Seax; =2yxp4q = %(xn +2/xn). Demuestra que x2 > 2, que (x,,) es decreciente y que converge

Da una sucesion convergente que no sea mondétona. ;Contradice eso a C1-014.T2?

aun L > 0 con L? = 2. Calcula x5, x3, X4.
Calcula b, = (1 + 1/n)"*! paran = 1,2,3,4 y comprueba que a,, < b,,. Explica por qué e < b,,

para todo n si (b,,) es decreciente.

Respuestas

1.

1
An+1 = n = i)
(sandwich con 1/n), a, = 1 por C1-013.T2, y s = 1 por unicidad.

>0ya, < 1l:convergeas = sup.Como1l—a, =1/ (n+1) - 0

. (1/2)" - 0porC1-014.T3y3/n — 0 por C1-012.T2y C1-013.T2; la suma tiende a 0 (C1-013.T2).

. (=D"/n - 0 (sandwich entre —1/n y 1/n) y no es moné6tona. No contradice nada: el teorema

da una condicién suficiente, no necesaria.

xiq—2=((x2 - 2)/(2xn))2 >0y x, — Xpn41 = (x2 — 2)/(2x,,) = 0; los x,, son positivos, asi
que converge (C1-014.T2)a L. Comox2 =2 > 1,x, = 1y L > 1 (C1-013.T3). Como x,,; — L
(mismo N mas uno) y x,x,41 -2 = x2 + 2, por C1-013.T2, 2L? = L2 + 2, es decir L? = 2.x, = 1.5,
x3 = 1.416667, x, = 1.414216.

. by = 4,b, = 3.375, b3 = 3.1605, b, = 3.0518; b,, = a,(1 + 1/n) > a,.Si (b,) decrece, para

m = n:a, <b, <b,,yporC1-013.T3,e < b,.



C1-015 - Subsucesionesy

Bolzano-Weierstrass

Motivacion

Un sensor salta sobre una regla que va de —2 a 2 y deja una marca en cada lectura, sin parar nunca. Las

lecturas son a,, = (=1)"*(1 + 1/n):

-2, 15, -1.333 ..., 1.25, —1.2, 1.1666 ...

La sucesion no converge: salta de un lado a otro. Pero si miramos solo las lecturas pares,
1.5,1.25,1.1666 ..., estas bajan hacia 1.

2 1 o n par o nimpar
°
1 ___________.____?____°____Q___Q____Q___n.___.___o.__..___o.__.___o___.__
S 0
-1 -"-"-"o""6'“5“"5“'6““6'"0‘“U"'0'"v---o---o----o---cr----
-24 o
0 5 10 15 20 25 30
n

Figura 12: Las lecturas a,, = (—1)"(1 + 1/n): los términos pares se acercan a 1 y los impares a —1.

La pregunta general es: si hay infinitas marcas en un tramo finito de regla, ;tiene que haber un lu-
gar donde, por mas que acerquemos la lupa, sigamos viendo infinitas marcas? El teorema de Bolzano-

Weierstrass responde que si: toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente.
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Ddénde falla la analogia

Una regla real tiene marcas con grosor y la lupa ve tinta, no puntos. Ademas, el teorema asegura

que existe un punto de amontonamiento, pero no dice déonde esta ni cuantos hay.

Definiciones

Definiciéon C1-015.D1 (subsucesion)

Una subsucesion de (a,,) es la sucesion k — a,,, donde (n;) es una sucesion de naturales con

ny, < Ngyq paratodo k (ng < ny < --°).

Por C1-014.TO0, la condicién n;, < ng,q dice que (n;) es estrictamente creciente.

Teorema C1-015.TO

Si (n,) es una sucesion de naturales con n;, < n,,4 paratodo k, entonces n;, > k para todo k.

Demostracién. Por induccién en k (C1-005.T1).

1. n; = 1 porque todo natural es > 1 (C1-005.T2(a)).
2. Sin, = k, entonces ng,q > ng = k.

3. Como no hay naturales entre k y k + 1 (C1-005.T2(c)), ngy1 =k + 1.1

Resultados

Teorema C1-015.T1

Sia,, = L, toda subsucesion converge a L.

Idea

El indice n; va al menos tan rapido como k; el mismo N sirve.

Demostracion.
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1. Sea (ay, ) una subsucesiony & > 0.

2. Como a,, = L, existe N con |a, — L| < ¢ paratodon = N (C1-012.D1).

3. Sik = N, entonces ny = k = N (C1-015.T0), y por lo tanto |a,, — L| <¢.
4. Por C1-012.D1, an, — L. [ |

Teorema C1-015.T2

Toda sucesion tiene una subsucesion mondtona.

Idea
Llamamos pico a un indice cuyo término nunca es superado después. Si hay picos arbitrariamen-
te lejos, ellos forman una subsucesion decreciente; si no, a partir de cierto punto siempre hay

un término posterior mas alto, y saltando de uno a otro obtenemos una subsucesion creciente.

Demostracion. Sea (a,) una sucesioén. Decimos que n € N es un pico si a,, = a,, para todo m > n. Hay

dos casos, y por légica se da uno de ellos.

Caso A: para todo N € N existe un pico mayor que N.

1. El conjunto de picos no es vacio; sea n; su minimo (buen orden, C1-005.T3).

2. Dado ny, el conjunto de picos mayores que n; no es vacio (caso A con N = ny); sea ny,q su
minimo (C1-005.T3).

3. Esto define recursivamente (n;) (C1-005.T11, con X el conjunto de picos) conny < n, < ---.

4. Como ny es picoy nyyq > ny, se tiene a,, = ay,,, paratodo k.

5. Por C1-014.TO (monotonia por términos consecutivos), (a,, ) es decreciente.
Caso B: existe N tal que ningtin pico es mayor que N.

6. Sean; = N + 1. Supongamos definido n;, > N.

7. Entonces ny no es pico, es decir, existe m > ny con a,, > ay,; sea Ny el menor de esos m
(C1-005.T3).

8. Asingyq > ng, > N,y queda definida recursivamente (n;) (C1-005.T11,conX ={n € N : n >

N} conny <n, <--yay, <ap,,, paratodok.
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9. Por C1-014.TO, (ay, ) es creciente.

10. Enlos dos casos, (ay,) es una subsucesion mondtona (C1-015.D1). &

Teorema C1-015.T3 (Bolzano-Weierstrass)

Toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente.

Idea
Se toma una subsucesiéon mondtona (C1-015.T2); hereda la cota, y una monétona acotada con-
verge (C1-014.T2).

Demostracion.

Sea (a,) acotada: existe M con |a,| < M, es decir, —M < a,, < M para todo n (C1-004.T3).
Existe una subsucesion monétona (ay, ) (C1-015.T2).

Cada ay,, esun término de (a,), asi que —M < a,, < M para todo k.

> N

Si (ay,) es creciente, esta acotada superiormente por M; si es decreciente, esta acotada inferior-
mente por —M (C1-006.D1).
5. En ambos casos converge (C1-014.T2). &

Por qué cada hipotesis

A Sin «acotada»

a, = nno tiene subsucesiones convergentes. Si (a,,) = (n,) convergiera, seria acotada (C1-
013.T1): n, < M para todo k.
Pero k < n; (C1-015.T0), y entonces k < M para todo k € N, lo que contradice C1-007.T1.

A Sin completitud

En Q el teorema es falso. La sucesion g, de truncamientos de v2 a n decimales es racional y esta
acotada por 2.
EnR,0 < V2 —¢q, < 107, y como 107" < 1/n (C1-009.T1), el sindwich (C1-014.T1) da
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g, = V2; asi que toda subsucesién tiende a v2 (C1-015.T1).
Si una subsucesién tendiera a un racional g, por unicidad (C1-012.T1) serfa ¢ = V2, lo que
contradice C1-008.T1.

A La conclusion es solo «alguna subsucesion»

an

tes distintos (1 y —1).

= (—1)" es acotada y no converge (ver C1-014): tiene subsucesiones convergentes con limi-

Ejercicios

. Paraa, = (—1)"(1 + 1/n), encuentra dos subsucesiones con limites distintos y concluye, con

C1-015.T1, que (a,) no converge.

. Demuestra: si ay, = Ly ay,_1 — L, entonces a,, — L.

3. Demuestra que una subsucesién de una subsucesion de (a,,) es una subsucesién de (a,).

;Qué indices son picosen a,, = 1/n? ;Y en a,, = n? ;Qué subsucesion construye la demostracion
de C1-015.T2 en cada caso?

5. Dauna sucesion no acotada que si tenga una subsucesion convergente. ; Contradice esto el ejem-
plo a, =n?
Respuestas

1.

a =1+1/2k) > 1yay.1=—1+1/2k—-1)) » —1(C1-012.T2, C1-013.T2, C1-014.T1).
Sia,, — L,ambas tenderiana L (C1-015.T1)y 1 = L = —1 (C1-012.T1), absurdo.

. Dado ¢, sean K;, K, para pares e impares; con N = max(2K;,2K, — 1), todon = N es 2k con

k>Kio02k—1conk = K, (C1-005.T7).

. Sim; = Ny; con ki <k, < -, entoncesm; < m, < --- porque (n,) es estrictamente creciente.

En 1/n todo indice es pico (caso A): la subsucesién es toda la sucesidn, decreciente. En n ningtin

indice es pico (caso Bcon N = 1): ny = 2, ny 1 = ni + 1, creciente.

.a, = nsinesparya, = 0sin esimpar: los impares dan la subsucesién constante 0. No

contradice nada: sin acotamiento el teorema no afirma ni niega.



C1-016 - Sucesiones de Cauchy

Motivacion

La calculadora del celular muestra V2 con mas y mas decimales: x; = 1.4, x, = 1.41, x3 = 1.414,
x4 = 14142, x5 = 1.41421.

Cada aproximacién nueva cambia menos que la anterior: a partir de la n-ésima, dos aproximaciones

cualesquiera difieren en menos de 10~™. Las aproximaciones se acercan entre si tanto como queramos.
(Se acercan, entonces, a un ntimero? Y, sobre todo, ;podemos asegurarlo sin decir cudl es?

Ese es el criterio de Cauchy: una condicién sobre los términos de la sucesién que no menciona el limite.
En R la condicién garantiza la convergencia; en Q no, porque el nimero al que se acercan los x,, no es

racional.

Dénde falla la analogia
La calculadora se detiene en 10 o 15 digitos. La definiciéon de Cauchy pide responder para todo

€ > 0, no solo para los que caben en la pantalla.

Definiciones

Definicion C1-016.D1

(ay) esde Cauchy :© Ve >03INVm,n =N : |a, —ap| <.

107
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Resultados

Teorema C1-016.T1

Convergente = Cauchy.

Idea

Si todos los términos estan cerca de L, estan cerca entre si: se pasa por L con la desigualdad del

triangulo.

Demostracion.

1. Seaa, » Lye > 0.Como &/2 > 0 (C1-003.T8), existe N con |a,, — L| < ¢/2 paratodon = N
(C1-012.D1).
2. Sim,n = N:
an_aml < |an_L| + |L_am|
<£4£
2 2
=&
(C1-004.T6,y C1-004.T1 para |L — a,,| = |aym — L]).
3. Por C1-016.D1, (a,) es de Cauchy. &

Teorema C1-016.T2

Cauchy = acotada.

Idea

Con € = 1, de cierto N en adelante todos los términos estdn a menos de 1 de ay; antes de N hay

una cantidad finita de términos.

Demostracion.

1. Sea (a,) de Cauchy. Con € = 1 existe N tal que |a, — a,;] < 1 param,n = N; en particular

|a, —ay| < 1paran = N.
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2. Paran = N:

lan| = |(an —ay) + ay|
< |an — ay| + |ay|
<1+ |ay|
(C1-004.T4).
3. Sea M el maximo de |a4], ..., |ay—1], 1 + |ay| (C1-005.T13).

4. Sin < N, |a,| esuno de los nimeros de lalista; sin = N, |a,| < 1+ |ay| < M.

5. Porlo tanto |a,| < M para todon.

Teorema C1-016.T3

Cauchy = convergente.

Idea
Una sucesion de Cauchy es acotada, asi que Bolzano-Weierstrass da una subsucesién con limite

L; como todos los términos se pegan entre si, se pegan también a L.

Demostracion.

Sea (a,) de Cauchy. Es acotada (C1-016.T2).

Existen una subsucesion (a,) y L € R con a,,, — L (Bolzano-Weierstrass, C1-015.T3).

Seae > 0.Como /2 > 0 (C1-003.T8), existe N con |a, — a,,| < €/2 param,n = N (C1-016.D1).
Existe K con |ay,, — L| < &/2 parak = K (C1-012.D1).

Sea k el mayor de K y N (C1-003.T1); entonces n; = k = N (C1-015.T0).

Paratodon > N:

S o

(C1-004.T6, pasos 3-5).
7. Por C1-012.D1,a, » L. 1

Con C1-016.T1, en R una sucesion es de Cauchy si y solo si es convergente.
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Por qué cada hipotesis

A No basta que los pasos consecutivos se encojan

Sea H, = Z:zl 1/k. Los pasos H,,1 — H, = 1/(n + 1) tienden a 0 (C1-012.T2 y C1-015.T1).

Pero

E 2n
i Hy, — H, = Z

&=

k=n+1
porque cada uno de los n sumandos es > 1/(2n) (C1-003.T7, C1-003.T9).
Cone = 1/2,paracada N losindicesm = N,n = 2N dan |H,, —H,,| = 1/2: (H,,) no es de Cauchy,

o1 1
=Moo T2
y por C1-016.T1 no converge. i

______________________________________________________________________________

5 —_
.........
oooonnoooouo.o“" TO.69
4 4 oo ..o".'. """"""""""""""
o** To.as
,ﬂf ___________
...
= 3 - K To.ee
&y .,': _____
°T063
[ ]
2 .'" subida de H,, a Ho,,
. (m=4,8, 16, 32): siempre >1/2
1 e
0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 13: Los pasos de H,, = };; ., 1/k se encogen, pero H,, sigue subiendo: entre ny 2n siempre sube
al menos 1/2 (flechas: subidas de H,, a H,,,, param = 4, 8,16, 32).

A Sin completitud

En @, los truncamientos x,, de v/2 cumplen |x,, — x,,| < 107" param > n; como 10™" < ¢ para E
n grande (C1-009.T1), son de Cauchy. E
Su limite en R es V2 (sandwich, como en C1-015), y por unicidad (C1-012.T1) no tienen limite E

racional (C1-008.T1).
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Ejercicios

1. Demuestra directamente desde C1-016.D1 que (1/n) es de Cauchy.

2. Demuestra que si |[a,41 — a,| < 27" para todo n, entonces (a,) es de Cauchy y, por lo tanto,
converge.

3. Demuestra: si (a,) es de Cauchy y una subsucesién converge a L, entonces a,, = L.

4. Calcula Hyq, Hyg y Hyg — Hqg- (Es compatible con la cota H,,, — H,, = 1/2?

5. ¢Es de Cauchy a,, = (—1)"? Justifica con la definicion.

Respuestas

1. Param,n = N:|1/n — 1/m| < max(1/n,1/m) < 1/N (ambos son positivos); basta 1/N < ¢
(C1-007.C1).

2. Sim > n:|ay — ay| < Ther 27k =270
(C1-014.T3). Converge por C1-016.T3.

3. Esexactamente lo que demuestran los pasos 3-7 de C1-016.T3: alli solo se us6 que la subsucesién

_o—(m-n)
112T < 217" (€1-004.T4, C1-005.T8),y 21" - 0

converge.
4. Hyy ~ 2.928968, Hyy ~ 3.597740, diferencia ~ 0.668771 > 1/2.

5. No: |ap41 — an| = 2 para todo n; con € = 1 no existe N.



C1-017 - Limite de una funcion: -6

Motivacion

Una fabrica corta azulejos cuadrados. El cliente pide azulejos de 400 cm? con un error menor que 1 cm?.

La maquina corta el lado x cerca de 20 cm, pero nunca exacto. ;Con qué precisiéon hay que cortar?
Si|x — 20| < 1,entoncesx + 20 < 41y
|x2 —400| = |x — 20| |x + 20| < 41 |x — 20|.
- Basta, entonces, cortar con error menor que 1/41 = 0.024 cm, un cuarto de milimetro.

- Con un milimetro no alcanza: 20.1% = 404.01.

- Si el cliente se vuelve més exigente y pide error menor que 0.1 cm?, basta |x — 20| < 0.1/41.

Esa es la idea de limite: para cada tolerancia € en la salida hay una precisiéon § en la entrada que la

garantiza. Escribimos lim,,_, o x2 = 400.

Dénde falla la analogia
La fabrica trabaja con una tolerancia fija. La definicion de limite pide un § para todas las toleran-

cias € > 0, por pequefias que sean.

Definiciones

Definicion C1-017.D1

Sea f definidaen (a —r,a) U (a, a + r) para algiin r > 0 (al menos).

Im f(x) =L & Ve>03§ >0Vxedomf: 0<|x—a|<d=|f(x)—L|<e

xX—-a

Una propiedad vale cerca de a si existe r > 0 tal que vale para0 < |[x —a| <.

112
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L+ e
L_
L —¢ A

Figura 14: Para la tolerancia ¢ alrededor de L hay una precisién § alrededorde a:si0 < |[x —a| < §, el

punto de la grafica cae en la franja horizontal.

La condicion 0 < |x — a| excluye a x = a: el valor f(a), si existe, no interviene.

La hipotesis sobre el dominio garantiza que para cadad > 0 hay x € dom f con 0 < |x — a| < § (por

ejemplox = a + §'/2 con §' el menor de § y r).

A Por qué se pide el dominio alrededor de a

1
1
1
1
. Sin esa hipétesis el limite no seria inico: si no hubiera puntos x con 0 < |x — a| < §, cualquier
I
. L cumpliria la definicion.

1

Resultados

Teorema C1-017.T1

El limite, si existe, es Unico.

Idea

Si f(x) estuviera cercade L y de M alavez, L y M estarian cerca entre si, tanto como queramos.
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Demostracion.

1. Supongamos lim,_, f(x) = Ly lim,_, f(x) = M, con f definidaen (a —r,a) U (a,a + ).

2. Sea € > 0. Existen §;,9, > 0 tales que, parax € dom f, 0 < |x — a| < §; implica |f(x) — L] < ¢,
y 0 < |x —a| < 6, implica |f(x) — M| < € (C1-017.D1).

3. Sea 6 el menor de §;,8,,7 (C1-003.T1)yx =a + §/2.

4. Entoncesa < x < a+4 (C1-003.T8),asique 0 < |x—a| < § (C1-004.T3)yx € (a,a+7r) C dom f.

5. Por lo tanto
IL=M| < |L—=f@)|+If(x) = M|
< 2¢
(C1-004.T6, C1-004.T1).
6. Como esto vale para todo € > 0, también |L — M| < 0 + €' paratodo €' > 0 (tomando € = €' /2),
y|L — M| < 0 (C1-003.T9).
7. Por C1-004.T1, |[L—M|=0yL =M. ®

Teorema C1-017.T2 (traslacion)

limy,_oF(a+h) =L e lim,_, F(x) =L.

Idea

Es el mismo enunciado escrito con x = a + h.

Demostracion.

1. Sea G(h) = F(a + h), definida paralos h con a + h € domF.

2. SiF estadefinidaen (a—r1,a)VU(a,a+1), entonces G loestaen (—r,0) U (0,7), y reciprocamente.

3. Parax = a+ hsetienex —a =h—-0,demodoque0 < |[x —a| <6 0< |h—-0]<dy
F(x) = G(h).

4. Por lo tanto, para cada € > 0, un mismo § sirve en la definiciéon C1-017.D1 para limy_,¢ G(h) = L

y paralim,_, F(x) =L. 1
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Ejemplo C1-017.E1
2

— o - 2 _
lim, ,,c =c; lim,_;x = a; im,_,; x* = a*.

Demostracion.

1. Sea &€ > 0. Para la constante, |c — c| = 0 < ¢ para todo x; sirve cualquier §, por ejemplo § = 1.

2. Paralaidentidad,con § = €: 0 < |x — a| < § implica |x — a| < «.

3. Parax?,sead elmenorde1ye/(1+2|al) (C1-003.T1; es positivo por C1-003.T7,ya que 1+2|a| =
1 > 0 por C1-004.T1).

4. Si0 < |x —a| < §, entonces

|x +a|l =|(x —a) + 2a|
< |x—al|+2|a|
<1+ 2|a|
(C1-004.T4, C1-004.T2).

5. Porlo tanto

2 2

x“—a’|=|x—al|x+a
€
<———(1+2
T+ 2 (T 2laD
=¢

(C1-004.T2, C1-003.T6, C1-003.T9). W

Ejemplo (1/x)
Sia#0,lim,,,1/x =1/a.

1. Seae > 0y & el menorde |a|/2y ea?/2.
2. Si0 < |x —a| < 6, entonces |x| = |a| — |x — a| > |a|/2 (C1-004.T5); en particular x # 0.

3. Entonces

|1 1| _ |a—x|

x| lal

< 6
(lal/2) al

<e¢

X a
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(C1-004.T6, C1-003.T7).

Ejemplos que cumplen y que no

Un hueco no estorba
g(x) = (x? —400)/(x — 20) no esta definida en 20, pero para x # 20, g(x) = x + 20.
Cond =¢€:0 < |x— 20| < 6 implica |g(x) — 40| = |x — 20| < €. Asi im,_,55 g(x) = 40.

Un valor «mentiroso» no estorba
Si h(x) = x? parax # 20y h(20) = 0, sigue siendo lim,_,,, h(x) = 400: la definicién nunca

evalia en x = 20.

A Un salto impide el limite

SeaE(x) =0six <0yE(x)=1six = 0.Supongamos lim,_,¢ E(x) = L.

1. Cone =1/2hayé > 0. E
2. Lospuntosx = 6/2yx = —§/2 cumplen 0 < |x| < 6§ (C1-003.T8),asique |1 —L| < 1/2 E

y|0—L| <1/2. i
3. Entonces1 =|1-0| < |[1-L|+]|L—0] < 1(C1-004.T6),lo cual es imposible (C1-003.T1). E

E no tiene limite en 0.
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franja de alto 1

Figura 15: El escalén E y un candidato L con su franja (L — 1/2,L + 1/2), de alto 1: por pequefio que
sead,E(—6/2) = 0y E(6/2) = 1, y ninguna franja abierta de alto 1 contiene a ambos valores.

_______________________________________________________________________________

Para x? en 20, la eleccién § = &£/40 falla con ¢ = 1600: x = 59.9 cumple |x — 20| < 40y
|x2 — 400| = 3188.01 > 1600.

El «minimo con 1» de C1-017.E1 es lo que mantiene a x cerca de a.

Ejercicios

1. Demuestra con la definiciéon que lm,_,,(3x — 1) = 5.

2. Paraf(x) =x?ena =20ye = 0.1,daun § concreto y comprueba con x = 20 + §/2.
3. Demuestra que lim,,_,; );2%11 =2

4. Demuestra que f(x) = |x|/x (definida para x # 0) no tiene limite en 0.

5

. Escribe la negacién de «lim,_,, f (x) = L» con cuantificadores.

Respuestas

1. 3x—=1-=5|=3|x—-2[;6§ =¢/3.

2. § =0.1/41 ~ 0.00244; con x = 20.00122, |x? — 400| ~ 0.0488 < 0.1.

3. Parax # 1 el cocientevalex + 1; § = «.

4. f=1enx >0y f = —1lenx < 0;cone = 1serepite elargumentodelsalto: 2 < |1-L|+|L+1]| <
2.

5.3&>0V8§>03xedomf:0<|x—a|<by|f(x)—L| =¢.



C1-018 - Algebra de limites

Motivacion

Mides una mesa con una regla. El largo verdadero es 120 cm y el ancho verdadero 80 cm, asf que el

area es 9,600 cm?.

Si cada medida tiene un error de hasta 0.1 cm, en el peor caso mides 120.1 X 80.1 = 9,620.01, con un

error de 20.01 cm?. El error del producto se descompone:
xy—LM=x(y—M)+ M(x—1L),

dos «tiras» de un marco alrededor del rectangulo.

LM

M(z— L)

L T

Figura 16: El error del area xy — LM son las dos tiras del marco: x(y — M) arribay M (x — L) ala derecha.

Si cada lado tiene error menor que 7, el error del 4rea es a lo mas (L + n)n + Mn = 2001 + n?. Para

que sea menor que 1 cm? bastan < 0.0049998 cm, unas cinco centésimas de milimetro.

La pregunta de este capitulo es la version exacta de esa cuenta: si f(x) = Ly g(x) = M, ;se cumple

f(x)g(x) » LM? ;Y lasuma,y el cociente?

118
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Doénde falla la analogia
Una regla real tiene un error minimo (su grosor, la vista); no se puede medir con precision arbi-

traria. Los limites hablan de funciones ideales, para todo € > 0.

Resultados

Teorema C1-018.T1

Seanlim,,,f =Lylm,,, g = M.Entonceslm(f + g) =L+ Mylmfg=LM(f+gyfg
definidas en dom f N dom g).SiM # 0,g + Ocercadeaylmf/g = L/M (f/g definida en
{x edomf Nndomg : g(x) # 0}).

La interseccion de los dominios contiene (a — r,a) U (a,a + r) con r el menor de los radios de f y g
(C1-003.T1), como exige C1-017.D1. Para f /g, la demostracién muestra que g # 0 cerca de a, asi que
también f/g esta definida donde lo exige C1-017.D1.

Idea
El error de la operacidn se escribe en términos de los errores de f y de g. Si esos errores son
pequenos, y f no se escapa (en el producto) o g no se acerca a 0 (en el cociente), el error total

es pequeno.

Demostracion. Sea € > 0.

Suma.

1. Como /2 > 0 (C1-003.T8), existen 6;,6, > 0 con |f(x) —L| < ¢/2si0 < |[x —a| < §; ¥
l[g(x) —M| <¢&/2si0 < |x —a| <&, (x enel dominio; C1-017.D1).
2. Sea § el menor de ambos (C1-003.T1).Si0 < |x —a| < §:

|F(x) +g() =L+ M| < |f(x) =L +1g(x) — M|
<e

(C1-004.T4, C1-003.T6).
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Producto.

W N

vl

Cone =1lexisteds talque |[f(x) —L| <1si0 < |x —al| < d3.

Entonces |f(x)| — |[L] < |f(x) — L] < 1 (C1-004.T5), es decir, |f(x)| < |L| + 1.

Los numeros ¢/(2(|L] + 1)) y ¢/(2(]M] + 1)) son positivos (C1-004.T1, C1-003.T7).

Existen 8,4, 65 con |g(x) — M| < e/Q(L|+ D)y |f(x) —L| < &/(2(|M| + 1)) en sus respectivos
rangos.

Sea 6 el menor de 83, 8,4, §s.

f(x)gx)—LM = f(x)(g(x) — M) + M(f(x) — L) (axiomas de campo, C1-002).

7.Si0 < |x —al < 6:

If()g(x) = LM| < |[f ()| |g(x) — M| + [M]|f (x) — L|

<(LI+1) + (M| +1)

& &
2(|L1 + 1) 2(IM| + 1)

=&

(C1-004.T4, C1-004.T2, C1-003.T6, C1-003.T9).

Cociente. Sea M # 0, de modo que |[M| > 0 (C1-004.T1).

ook W

Con e = |M|/2 > 0 existe §¢ tal que |g(x) — M| < |M|/25si0 < |x — a| < .
Entonces |g(x)| = [M| — |g(x) — M| > |M|/2 > 0 (C1-004.T5, C1-003.T8).
En particular g(x) # 0y 1/g esta definida para 0 < |[x — a| < &
Como eM?/2 > 0, existe §, con |g(x) — M| < eM? /2.
Si0 < |x —al < min(dg, §7):

|L 3 i| _ M= g()|

gx) MU |g(x)||M]

- eM? /2
(IM]/2) |M|

=&

(C1-004.T6, C1-003.T7).

. Asilim1/g = 1/M.

7. Como f/g =f-(1/g) (C1-002.D1), laregla del productodalimf/g=L-(1/M) =L/M. R
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Corolario C1-018.C1

Para p polinomio, lim,._,, p(x) = p(a); para p/q racional con q(a) # 0,limp/q = p(a)/q(a).

Idea
Los polinomios se arman con constantes y con x usando sumas y productos; se aplica C1-018.T1

un numero finito de veces, por induccidn.

Demostracion.

1. Parak = 0,x° = 1 es constante (C1-005.D2) y su limite es 1 = a° (C1-017.E1).

k1 = xk . x ylimx¥*1 = a¥ - a = a**?* (regla del producto, imx = a

2. Silim x* = a¥, entonces x
por C1-017.E1).

3. Por induccién, im,_,, x¥ = a* paratodo k > 0 (C1-005.T1).

4. Seap(x) = ZZ=0 axx® (C1-010.D2). Por la regla del producto con la constante a, im a;x* =
agak.

5. Por induccidn sobre el nimero de sumandos y la regla de la suma, imp(x) = ZZ=O aga® = p(a).

6. Siq(a) # 0,comolimg = q(a) # 0, la regla del cociente da limp/q = p(a)/q(a) (y en su

demostracion se vio que q # 0 cerca de a, asi que p/q esta definida ahi). B

Por qué cada hipotesis

A Que existan los dos limites

SeaE(x) =0six <O0yE(x) =1six = 0.Ni E ni 1 — E tienen limite en 0 (C1-017, ejemplo
del salto; para 1 — E el mismo argumento), pero E + (1 — E) = 1 silo tiene. El teorema va en un

solo sentido.

A Un factor que se escapa

fx)=1/xyg(x) =xena =0: fg = 1parax # 0, con limite 1.
Pero f no tiene limite en 0: si lo tuviera, igual que en el paso de la cota, seria |1/x| < [L| + 1

cercade0,yx =1/nconn > |L| +1(C1-007.C1) da |1/x| = n, contradiccidn.
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A El cociente con M = 0

Conf=1yg(x) =xen0, f/g = 1/x no tiene limite (por lo anterior). Con f(x) = xy g(x) = x,

Con M = 0 puede pasar cualquier cosa: por eso la regla lo excluye, y cuando M = 0 simplemente

no se aplica.

f/g = 1parax # 0y tiene limite 1. :

Ejercicios

x3-=3x+1

1. Calcula lim,_,, 211

justificando cada paso con C1-018.C1.

2. Calcula lim,_,, % (Por qué no se aplica directamente la regla del cociente?

3. Demuestra: si im f = L, entonces lim |f| = |L|.

4. Demuestra: siimf = 0y g es acotada cerca de a, entonces im fg = 0 (aunque g no tenga
limite).

5. En el problema de la mesa, ;qué precisién 1 garantiza un error de 4rea menor que 0.1 cm??

Respuestas

1. q(2) =5 # 0; el limitees p(2)/q(2) = (8—6+1)/5 = 3/5.

2. M =lim(x — 2) = 0. Para x # 2 el cociente es x + 2, con limite 4 (C1-018.C1); en x = 2.001 vale
4.001.

3. ||f(x)| - |L|| < |f(x) —L| (C1-004.T5); el mismo & sirve.

4. Si|g| £ Kcercadea (K > 0),|fg| < K|f]|; con |f| < €/K se obtiene |fg| < ¢.

5. Hace falta 2007 + n? < 0.1; bastan < 0.0004999 cm (por ejemplo n = 0.0004, que da
0.08000016).



C1-019 - Limite por sucesiones

Motivacion

Dos amigos se acercan a la marca 0 de una regla con un sensor que mide E(x) = 0six <0y E(x) =1

six = 0.

- Anaseacercapor1,1/2,1/3,...y su sensor siempre marca 1.

- Beto se acerca por —1,—1/2,—1/3, ... y el suyo siempre marca 0.

Cada uno «ve» un valor limite distinto.

;Cuantos caminos hay que probar para asegurar que una funcion tiende a un valor? Uno no basta, co-
mo muestran Ana y Beto. Dos que coincidan tampoco: con la funcién de Dirichlet, que vale 1 en los

racionales y 0 en los irracionales, los caminos 1/ny 2/n dan 1, perov/2/n da 0.

El teorema de este capitulo dice que hay que probarlos todos, y que «todos los caminos» equivale exac-

tamente a la definicién £-6.

Ddnde falla la analogia
Dos amigos solo pueden probar unos cuantos caminos. El teorema habla de todas las sucesiones,

y su utilidad es que una sola demostracidn £-4 las cubre todas.

Resultados

En todo el capitulo, f esta definidaen (a —r,a) U (a,a + r) para alginr > 0, como en C1-017.D1.

Teorema C1-019.T1

lim,_,, f(x) = L & para toda sucesion (x,) endom f conx, # ay x, = a, f(x,) = L.

123
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Idea
Ida: el § de la definicion se convierte en el N de la sucesion. Vuelta: si el limite fallara, tomamos

un punto «malo» para cada § = 1/n y obtenemos una sucesién que lo delata.

Demostracion.

=)

;1o W

Supongamos lim,._,, f(x) = L y sea (x,) una sucesién en dom f conx, # ay x, — a.
Seae > 0ysead > 0comoenC1-017.D1.

Como x, — a, existe N con |x, —a| < § paran = N (C1-012.D1 con el nimero positivo §).
Como x,, # a,0 < |x, — a| (C1-004.T1).

Por lo tanto |f(x,) —L| < e paratodon = N,y f(x,) = L (C1-012.D1).

(&) Probamos la contrarreciproca.

6.
7.

11.

12.

Supongamos que no es cierto que lim,._,, f(x) = L.

Negando C1-017.D1: existe 5 > 0 tal que paratodod > Ohayx € domfcon0 < |[x —a| <dy
If(x) = L| = &.

. Paracadan € N elegimos uno de esos puntos con § = 1/nylo llamamos x,, (eleccién numerable,

C1-012.Ax1).

. Entonces x,, € dom f, x,, # a (C1-004.T1) y [x, — a| < 1/n.
10.

Dado € > 0, existe N con 1/N < ¢ (C1-007.C1),yparan = N, |[x, —a|] < 1/n < 1/N < ¢
(C1-003.T7); asi x,, = a.

Pero |f(x,) — L| = &, para todo n, de modo que, con € = g, ningdn N cumple C1-012.D1: f(x,)
no tiende a L.

La condicion de sucesiones falla. B

Teorema C1-019.T2 (sandwich para funciones)

g<f<hcercadeaylmg=lmh=L=>Iimf = L.
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Idea

Se traduce a sucesiones con C1-019.T1 y se aplica el sandwich de sucesiones.

Demostracion.

Seap > 0tal que g(x) < f(x) < h(x) para0 < |x — a| < p (las tres funciones definidas ahi).
Sea (x,) endom f conx, # ay x, — a.

Existe N, con |x, — a| < p paran = N, (C1-012.D1).

W N

La sucesion xy, := xp4y, €s una subsucesion de (x,) (C1-015.D1), asi que x,, - a (C1-015.T1),

xn #a,y0 < |x, —a| < p para todo n.

Por C1-019.T1 aplicadoa gy a h: g(x;,) = Ly h(x;) — L.

6. Como g(x;,) < f(x) < h(x;,) paratodo n, el sindwich de sucesiones da f(x;,) - L (C1-014.T1).

7. Entonces f(x,) — L: dado € > 0,si |f(x;,) —L| < e paran = N, se tiene |f(x,,) — L| < € para
m > N + N, (C1-012.D1).

8. Como (x,,) era arbitraria, C1-019.T1 da lim,_,, f(x) = L. 1

U1

Teorema C1-019.T3 (signo y orden)

Silim,,,g = L > 0, entonces g > 0 cerca de a (andlogocon L < 0).Si f < gcercadeay

ambos limites existen, im f < lim g.

Idea
Signo: con € = L, g queda en (0, 2L). Orden: se evaliia en una sucesion concreta que tiende a a

y se usa que las desigualdades pasan al limite en sucesiones.

Demostracion.

Signo.

1. Cong =L >0,C1-017.D1dad > 0talque 0 < |x — a| < § implica |g(x) — L] < L.

2. Esdecir, 0 < g(x) < 2L (C1-004.T3); en particular g(x) > 0.

3. SiL < 0, se aplica lo anterior a —g, cuyo limite es —L > 0 (C1-018.T1 con la constante —1, o
directamente de la definicién, ya que | — g(x) — (=L)| = |g(x) — L| por C1-004.T1).
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Orden.

4. Seap > 0tal que f y g estan definidasy f(x) < g(x) para0 < [x —a| < p,ysean 4 = lmf,
B =lmg.

Seax, = a+ p/(2n). Como p/(2n) — 0 (C1-012.T2, C1-013.T2), x,, = a.

Ademas 0 < p/(2n) < p (C1-003.T7, C1-005.T2), asique x, # ay 0 < |x, — a| < p.

Por C1-019.T1, f(x,) = Ay g(x,,) — B.

Como f(x,) < g(x,) paratodon, C1-013.T3daA < B. 1A

® N ow

Ejemplo C1-019.E1

La funcién de Dirichlet (1 en @, 0 fuera) no tiene limite en ningdn punto.

Demostracion.

1. Sea D la funcién de Dirichlet, a € R, y supongamos lim,,_,, D(x) = L.

2. Para cadanhayunracional g, cona < g, < a+1/n(C1-007.T3) y unirracional i,, cona < i, <
a+ 1/n (C1-008.T3); elegimos uno de cada clase para cada n (eleccién numerable, C1-012.Ax1).

3. Ambas sucesiones cumplen x,, # ay |x,—a| < 1/n,asiquetiendenaa (como en la demostracion
de C1-019.T1, con C1-007.C1).

4. Ademas D(q,) = 1y D(i,) = 0 para todo n: son sucesiones constantes, con limites 1y 0 (C1-
012.T2).

5. Por C1-019.T1, ambas deberian tender a L; por unicidad (C1-012.T1),L = 1y L = 0,lo cual es
imposible.

La grafica de sen(1/x), que oscila sin parar cerca de 0, ilustra el mismo fen6meno; se muestra so-

lo como imagen y se justificara mas adelante. El ejemplo formal es el de Dirichlet, que no necesita

trigonometria.
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-0.5 05

Figura 17: La grafica de sen(1/x) cerca de 0: oscila entre —1 y 1 cada vez mas rapido (solo ilustracion).

Por qué cada hipotesis

A «Toda sucesion», no una

, Paraelescalon Een0,x, = 1/ndaE(x,) =1 - 1,peroy, = —1/ndaE(y,) = 0 = 0; por
. C1-019.T1y C1-012.T1, E no tiene limite en 0.

A «Toda sucesion», no dos

fuera racional, V2 = n - (V2/n) lo seria, contra C1-008.T1 y C1-005.T6) y da 0.

! Para Dirichlet en 0, 1/ny 2/n (racionales, C1-005.T6) dan ambas 1; pero v2/n es irracional (si E

_______________________________________________________________________________

Sea h(x) = x% six # 20 y h(20) = 0. Entonces lim,_,,o h(x) = 400 (la definicién no evalda en
20), pero la sucesion constante x,, = 20 tiende a 20y h(x,) = 0 = 0.

Sin la condicién x,, # a,la ida (=) seria falsa.

Ejercicios

1. Usa C1-019.T1 para demostrar que f(x) = |x|/x no tiene limite en 0.

2. Demuestra con C1-019.T2 que lim,_,, x D(x) = 0, donde D es la funcién de Dirichlet.
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3.

Seaf(x) =xsix € Qy f(x) = 0six ¢ Q.;En qué puntos tiene limite?

4. Demuestra: si lim,_,, f(x) = Ly (x;,) es una sucesién en dom f con x, = ay x, # a, entonces

5.

(f (x)) es acotada.

Demuestra que, si f < 3 cerca de a y lim f existe, entonces lim f < 3.

Respuestas

1.
2.
3.

1/n—>0dal; —-1/n - 0da—1; por C1-012.T1 no hay un tnico limite.

—|x| <xD(x) < |x|ylm|x| =0 (coné = €).

Solo en a = 0 (sdndwich con %|x|). Sia # 0, racionales q,, = a dan f(g,,) = a e irracionales dan
0 # a.

f(x;) = L (C1-019.T1) y toda convergente es acotada (C1-013.T1).

5. Por C1-019.T3 con g = 3 constante: im f < Iim 3 = 3 (C1-017.E1).



C1-020 - Limites laterales, al infinito e

infinitos

Motivacion

El café que se enfria
Sirves café a 90 °C en una cocina a 20 °C. Un modelo sencillo para la temperatura, t minutos
después, es
20t + 900
t+10
AsiT(0) =90,T(10) = 55,T(60) =30y T(170) = 23.89.
Como T(t) — 20 = 700/(t + 10) > 0, el café nunca llega a 20 °C. Pero se acerca tanto como

T(t) =

queramos: baja de 20.5 después del minuto 1,390 y de 20.1 después del minuto 6,990.
Decimos que lim;_,., T(t) = 20 y que larecta y = 20 es una asintota horizontal.

Doénde falla la analogia: el café real se enfria siguiendo otra ley (exponencial, que se estudiara
en C2-023) y un termémetro real no distingue 20.0 de 20.01. El limite es una afirmacién sobre

la funcion ideal y sobre todos los € > 0.
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() = 20t + 900
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Figura 18: El modelo del café: T'(t) se acerca a la asintota horizontal y = 20 sin tocarla.

En este capitulo ampliamos la definicién de limite en tres direcciones:

- acercarse a a por un solo lado;
- dejar que x crezca sin cota;

- dejar que f(x) crezca sin cota.

Definiciones

Definicion C1-020.D1 (limites laterales, en el infinito, infinitos, asintotas)

Limites laterales lim,_, 4+, Iim,_,4-; my ;o f = L; im f = to0; asintotas vertical y horizontal.

Explicitamente:

- Si f esta definida en (a, a + r) para algunr > 0,
Im_f(x) =L:=Ve>03§>0Vxedomf:a<x<a+d=|f(x)-L|<e
x—a

Anilogamente lim,._,,-, con f definida en (a — r,a) y la condiciéna — 6 < x < a.
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- Si f esta definida en (¢, ),

Iim f(x) =L:oVe>03IMVx edomf:x>M>= |f(x)—L| <e.

X—00

Analogamente lim,_,_,, con f definida en (—oo, ¢) y la condicién x < M.

Im f(x) =00 : = VK3I§ >0VxE€domf:0< |x—a|<éd=f(x)>K;

xXx—a
para —oo, f(x) < K. Lo mismo con a*, a”, o 0 —0 en lugar de a, cambiando la condicién
sobre x como en los incisos anteriores.
- Para una sucesién, x,, & o :< VK 3N Vn = N : x;,, > K (analogo para —).
- Larecta x = a es asintota vertical de f si alguno de los limites laterales de f en a es « o

—oo. Larectay = L es asintota horizontal silim,_ ., f = Lolim,__, f = L.

A Cuidado: «el limite es infinito»

Escribir im f = oo no afirma que el limite exista como nimero real (no existe): describe la

manera en que no existe.

Resultados

Laterales y limite

Teorema C1-020.T1

lim,._, f = L < los dos limites laterales existen y valen L.

Idea de la demostracion
«Cerca de a» es «cerca de a por la izquierda o por la derecha»; con el menor de los dos § se

cubren ambos lados.

Demostracion.

=)
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1. Dado € > 0,sea 6 el de C1-017.D1.
2. Sia<x <a+d,entonces 0 < |x —a| < § (C1-004.T3),y |f(x) — L| < e.

3. Eso pruebalim,_,+ f = L.Igualcona — 6 < x < a.

1. Dado € > 0, sean 6, y 6_ los de los limites laterales y § el menor de ambos (C1-003.T1).

2.S5i0< |x—a|]<d,obiena<x<a+d<a+d;,obiena—6_<a-—3§ <x <a (tricotomia,
C1-003.T1,y C1-004.T3).

3. Enambos casos |f(x) — L| < &.

4. Ademas f esta definidaen (a —r,a) U (a,a + r) con r el menor de los radios laterales.

5. Porlo tanto lim,_,, f = L (C1-017.D1). W

Los teoremas anteriores en version lateral y en +

Teorema C1-020.T2

C1-017.T1, C1-018.T1, C1-019.T1, C1-019.T2 y C1-019.T3 valen también para limites laterales
y para x — toco (misma demostracion); en la versién en 0o de C1-019.T1, la condicién «x,, — a,

X, # a» se cambia por «x, —» Foo» (C1-020.D1).

Idea de la demostracion
Las demostraciones de esos resultados solo usan dos propiedades de la condicion «0 < |x—a| <
O»:

- de dos condiciones de ese tipo, una mas fuerte implica las dos (tomando el minimo);

- la condicién se cumple a partir de cierto indice en una sucesiéon adecuada.

Ambas valen para las condiciones laterales y en +oo.

Demostracion. Se hace el siguiente cambio en cada demostracion:

En C1-018 y C1-019 (limite en

a) limite en a™* limite en oo

0<|x—al<é a<x<a+é x>M
6 = min(64, 8y, ...) 6 = min(6y, 85, -..) M = max(M;, M,, ...)
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En C1-018 y C1-019 (limite en

a) limite en a*t limite en oo

sucesion x,, = a, x, # a Xp—a,Xx,>a Xp — 00

en la vuelta de C1-019.T1, 6=1/n M=n

§=1/n

en C1-019.T3,x, = a+p/(2n) x,=a+p/(2n) Xpn=M+n

en C1-017.T1, el punto x=a+6/2 x =elmayorde My ¢, mas 1
x=a+6/2

(El caso a™ es simétrico al de a® y —oo al de =)

Con este cambio cada paso sigue justificado por las mismas razones, porque:

1. SiM = max(M;,M,) y x > M, entonces x > M, y x > M, (C1-003.T2).
2. Sia < x <a+mn(é,5,) entoncesa < x <a+6; parai =1, 2.

3. Las sucesiones de la ultima columna cumplen la condicién correspondiente desde algin indice.

Para ilustrar, escribimos completos dos casos en oo.

Suma en co. Supongamos lim,_,o, f = Lylimy_ ., g = M'.

1. Dado & > 0 hay M; y M, con |f(x) — L| < ¢/2parax > M;y|g(x) —M'| < ¢/2 parax > M,
(C1-020.D1, C1-003.T8).
2. Con M = max(M,M;) y x > M (C1-004.T4):

lfO)+g(@) =L +M)| < |f(x) =L+ |g(x) - M| <e.

C1-019.T1 en oo: limy_,, f(x) = L & para toda sucesion (x,) en dom f con x,, = oo, f(x,,) — L.

Ida:

1. Dado ¢, sea M el de C1-020.D1.
2. Como x, = oo, hay N conx,, > M paran = N.

3. Entonces |f(x,) —L| < eparan = N.
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Vuelta, por contrarreciproca:

1. Sino vale el limite, existe &, > 0 tal que paratodo M hay x € dom f conx > My |f(x) — L| = &,.
2. Elegimos uno con M = n para cada n y lo llamamos x;, (eleccién numerable, C1-012.Ax1).

3. Dado K, hay N > K (C1-007.C1)yparan = N,x, >n =N > K: x,, > oo.

4. Pero |f(x,) — L| = &, para todo n: f(x,)-»L. A

Producto con un factor infinito

Teorema C1-020.T5 (producto con un factor infinito)

Seanu,v conlimu = coylimv = ¢ € R, ¢ # 0, ambos cuando x - a (0o ambos ena®,ena”, en

o0 0 en —0). Entonces imuv = cosic > 0ylimuv = —oosic < 0.

Idea de la demostracion
Cerca de a, v queda por encima de c/2 > 0, y u se puede hacer tan grande como se quiera; el

producto también.

Demostracién. Lo hacemos para x — a; los demas casos son iguales con el cambio de la tabla de C1-
020.T2.

Casoc > 0:

1. Cone =¢/2 > 0(C1-003.T8,C1-003.T7) hay §; > Otal que 0 < |x—a| < §; implica |v(x)—c| <
c/2,y entonces v(x) > c¢/2 (C1-004.T3).

2. SeaK e RyK':=(2/c)(|K| +1) > 0(C1-004.T1, C1-003.T7).

3. Comou — oo, hay §, > 0 tal que 0 < |x — a| < §, implica u(x) > K' (C1-020.D1).

4. Sea 6 el menor de §; y §, (C1-003.T1). Para0 < |x — a| < & se tieneu(x) > K' > 0y v(x) >
c/2>0.

5. Asique (C1-003.T6)

c
u(x)v(x)>K’-§= [K|+1>K.

6. Luego uv — oo.

Casoc < 0:
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1. La funcién —v tiende a —c > 0, pues | — v(x) — (—¢)| = |[v(x) — ¢| (C1-004.T1).
2. Por el caso anterior, u - (—v) — oo.
3. Entoncesuv = —(u - (—v)) » —oo (C1-002.T4: si —(uv) > —K entonces uv < K, C1-003.T9). R

(Siu — —oo, se aplica el teorema a —u.)

Cocientes de polinomios en +

Teorema C1-020.T3

Iimy 44 1/x = 0. Sip tiene grado m y coeficiente principal a,,, y g grado n y coeficiente princi-
pal b, cuando x = t+oo:p/q - 0sim < n;p/q = a, /b, sim =n;sim >n, |p/q| = oo con el
signo de (a,,/by)(x1)™ ™.

Idea de la demostracion
Se saca como factor la potencia mas alta: p(x) = x™P(x) con P(x) = a,,, y lo mismo con q.

Todo se reduce a x™™ ™.

Demostracion.
Paso 1: 1/x.
1. Dadoe > 0,seaM =1/ > 0.
2. Six > M, entonces 0 < 1/x < 1/M = ¢ (C1-003.T7), asi que |1/x — 0| < «.
3. Six < —M, entonces |x| > My |1/x| =1/|x| < € (C1-004.T6, C1-003.T7).
4. Asilimy 4., 1/x = 0.
5. Por la regla del producto en +oo (C1-020.T2) e induccion (C1-005.T1), m,_, 1 x~J = 0 para

todoj € N.

Paso 2: factorizacién.

1. Sean p(x) = Y e @xx* y q(x) = Yy brx¥, con a,, # 0 # by, (C1-010.D2).
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2. Parax # 0 (C1-005.T9):

p() =x"P@), PG =) @t q00) =200, QGO = ) hxk .
k=0 k=0

3. Por las reglas de la suma y el producto en 0o (C1-020.T2), P(x) = a,, y Q(x) — b,.

4. Como b, # 0,laregladel cocientedaR :=P/Q — ¢ := a,,/b, # 0; en particular Q # 0 (y porlo
tanto g # 0) para |x| grande.

5. Allip(x)/q(x) = x™ ™R(x) (C1-005.T9).

Paso 3: los tres casos.

1. Casom =n.p/q =R = a,;,/by,.
2. Casom <n.p/q =x"""™R(x) - 0-c = 0 (regla del producto en +oo).

3. Casom >n.Seak =m—n € N.

Para |x| > 1, |x|*¥ = |x| (C1-005.T9 e induccién en k, C1-005.T1).

Asi |x|¥ — oo cuando x — o y cuando x = —oo: dado K, basta |x| mayor que 1y que K.

Cuando x = ©,p/q = x*R(x) con x* = |x|¥ - 0oy R - ¢ # 0; por C1-020.T5, p/q — oo si
c>0yp/q—> —oosic <O.

Cuando x — —oo, x¥ = (=1)¥|x|¥ (C1-005.T9), asi que p/q = |x|¥ - ((—=1)*R(x)) con
(—1)*R - (—=1)*c # 0 (regla del producto en —oo, C1-020.T2).

Por C1-020.T5, p/q — oo con el signo de (—1)*c.

4. En los dos casos el signo es el de (a,,/b,)(z1)™ ™. R

Identidad de polinomios

Teorema C1-020.T4 (identidad de polinomios)

Si Z:=o axx® = 0 para todo x, todos los a;, son 0.

Idea de la demostracién

Si algtn coeficiente no fuera cero, el de mayor indice dominaria cuando x — oo.

Demostracion.
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1. Supongamos que algin a;, # 0y seam el mayor de esos indices, de modo que p(x) = ZZ=0 agxk
tiene grado m y coeficiente principal a,,, # 0 (C1-010.D2).

Sim = 0,p(x) = ag # 0 para todo x, en contra de la hipotesis.

Sim > 1, sea q(x) = x™, de grado m y coeficiente principal 1.

Por C1-020.T3, p(x)/q(x) = a,, cuando x — oo.

Por la versién en o de C1-019.T1 (C1-020.T2) con la sucesién x,, = n — oo (C1-007.C1),
p(m)/n™ = ap,.

6. Pero p(n)/n™ = 0 para todo n, asi que también p(n)/n™ — 0 (C1-012.T2).

7. Por unicidad (C1-012.T1), a,,, = 0: contradiccion. B

ook W

Ejemplos y contraejemplos

- Laterales distintos. Para el escalén E (0six < 0,1six = 0):limy_o- E = 0ylim,_,o+ E = 1
(con cualquier §). Como no coinciden, C1-020.T1 dice que lim,_,4 E no existe.

- Asintota vertical. Dado K > 0,coné = 1/K: 0 < x < § implica 1/x > K (C1-003.T7). Asi
lim,_ ¢+ 1/x = oo, y andlogamente lim,_,,- 1/x = —co: x = 0 es asintota vertical.

- Asintota horizontal. Para el café, T(t) = (20t + 900)/(t + 10) tiene grados iguales, asi que
lim;, T =20/1 = 20 (C1-020.T3). Directamente: sit > 700/, 0 < T(t) — 20 < 700/t < «.

- Una asintota que se cruza. f (x) = (2x%2 + x)/(x? + 1) > 2en to,y f(2) = 2.

- Sin limite en oo. f(x) = (=1)*I (C1-007.T2): con x,, = 2n - oo, f(x,) = 1;cony, = 2n + 1,
f(yn) = —1.Porlaversiéon en co de C1-019.T1 y C1-012.T1, no tiene limite.

y=1/z flz)=2z2 +z)/(z®>+1)

asintotaz =0

Figura 19: Izquierda: 1/x y su asintota vertical x = 0. Derecha: (2x? + x)/(x? + 1) cruza su asintota

horizontaly = 2 en x = 2.
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A Cuidado: una asintota horizontal si se puede cruzar

. La asintota horizontal habla de lo que pasa cuando x — +oo, no de que la grafica nunca toque la
I
I
I
I

recta: el ejemplo (2x2 + x)/(x? + 1) vale 2 en x = 2.

Ejercicios

3x2 —x x3 x+4
1. Calcula lll’l’lx_)Oo 5x2—+7, lll’l’lx_,_Oo m y hmx—wo x—z

Demuestra con la definicién que lim,,_,1+ ol 0o,
x —_—

Demuestra: im,_,, f(x) = L © lim;_ o+ f(1/t) = L.

(Tiene f(x) = |x — 2|/(x — 2) limite en 2?7 Calcula los laterales.

ook W N

En el modelo del café, ;a partir de qué minuto T'(¢t) < 20.01?

Respuestas
1. 3/5; —oo (grado 3 > 2, signo (1)(—1)! < 0); 0.
2. DadoK >0, =1/K:1<x <1+ §implical/(x—1) > K.
3.Six>M>00<t=1/x<1/M;elM deunladodael § = 1/M del otro.
4. imy_,+ = 1,lim,_,,- = —1: no hay limite (C1-020.T1).
5. 700/(t + 10) < 0.01 & t > 69,990 min.



C1-021 - El limite senx / x

A Advertencia G1

Este capitulo usa seno y coseno. En Calculo I no se definen con rigor: se aceptan, sin demostra-
cion, los hechos geométricos provisionales C1-021.G1, que vienen de la geometria del circulo

unitario.

- Todo resultado marcado «A G1» depende de ellos.
- Se demuestran en C2-014, donde seno y coseno se definen a partir de la integral; alli habra
que deducir de nuevo que sen’ = cos, sin citar este capitulo (hacerlo seria circular).

- Ningln teorema no trigonométrico de Calculo [ depende de G1.

Motivacion

El columpio
Un columpio de cuerda de 1 m se aparta un dngulo x (en radianes) de la vertical. El asiento
recorre un arco de longitud x y se separa horizontalmente sen x de la vertical. Para columpios

pequenos, ;la separacién y el arco son casi iguales? Numéricamente,

sen(0.5) 0.958851 sen(0.1) 0.998334 sen(0.01) 0.999983
05 ’ 01 ’ 001 '

El cociente parece tender a 1, aunque numerador y denominador tienden a 0.
Doénde falla la analogia: un columpio real tiene cuerda flexible y se mide con error, y el dibujo
solo da la imagen. La demostracion no usa el columpio, sino los hechos G1, que en Calculo I son

provisionales.

En este capitulo lo demostramos. En el circulo unitario, el segmento vertical sen x, el arco x y el seg-

mento tangente tan x estan ordenados,

senx < x < tanx,

139
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y de ahi se obtiene un sandwich.

tan

Figura 20: En el circulo unitario: el segmento vertical sen x, el arco x y el segmento tangente tan x.

Definiciones y hechos provisionales

C1-021.G1 A (hechos geométricos provisionales)

(sen y cos definidos con el circulo unitario.) Para todo x estan definidos sen x, cos x, y existe

m > 0, con

sen0 =0,cos0=1;

sen(—x) = —senx, cos(—x) = cos x;

sen®x + cos® x = 1;

férmulas de suma de sen y cos;

tan := sen / cos;

para0 < x < m/2,0 <senx < x < tanx.

Las féormulas de suma son

sen(x +y) = senx cosy + cosxseny, cos(x +y) = cosx cosy —senxseny.
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Cony = x dan sen 2x = 2 sen x cos X.

Los angulos se miden en radianes: la desigualdad sen x < x compara la longitud del segmento con la

longitud del arco.

Lema (cos > 0 cerca de 0) A G1

Si |x| < m/2, entonces cos x > 0.

(Es la primera afirmacién de C1-021.TO; la probamos aqui porque las demas la usan.)

Demostracion.

1. Si0 < x < m/2, por G1 tan x estd definida (asi que cosx # 0) ytanx > senx > 0.
2. Como cos x = sen x/ tan x, es positivo (C1-003.T4, C1-003.T7).

3. Si—m/2 <x <0,cosx = cos(—x) > 0 por el paso anterior (G1).

4. Ycos0=1>0(C1-003.T5). ®

Resultados

Cotas y limites de seno y coseno

Teorema C1-021.T0 A G1

cosx > 0si|x| <m/2;|senx| < |x|y|cosx| <1 paratodo x; im,_,osenx = 0; lim,_y cosx =
1.

Idea de la demostracion
Las cotas salen de sen? + cos? = 1y de sen x < x, que se extiende a todo x partiendo el angulo

a la mitad muchas veces; los limites salen de | senx| < |x|yde 0 < 1 — cosx < x2.

Demostracién.
Paso 1: cosx > 0 si |x| < m/2. Es el Lema anterior.

Paso 2:|cosx| <1 (y|senx| <1).
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1. sen?x > 0 (C1-003.T5 sisenx # 0).
2. De sen? x + cos? x = 1 se obtiene cos? x < 1 (C1-003.T9).
3. Por C1-004.T6, | cos x| < 1.Igual para sen.

Paso 3: | senx| < |x| si |x| < /2.

1. Six =0,sen0 = 0.
2. Si0<x <m/2,porGl 0 <senx < x,asf que |senx| < |x| (C1-004.D1).
3. Si—m/2 <x < 0(G1,C1-004.T1):

| senx| = |[—sen(—x)| = sen(—x) < —x = |x]|.
Paso 4: | senx| < |x| para todo x.

1. Paratodo y (C1-004.T2, paso 2):
| sen2y| = 2| seny||cosy| < 2|seny]|.

2. Por induccién (C1-005.T1), | sen x| < 2%|sen(x/2¥)| para todo k € N: para k = 1 se aplica la
desigualdad con y = x/2, y si vale para k, se aplica con y = x/2%*1 para obtener | sen(x/2%)| <
2| sen(x/2%*1)).

3. Por la propiedad arquimediana (C1-007.C1) hay k € N con k > 2|x|/m.

4. Por Bernoulli (C1-005.T5) 2% > 1 + k > k, asi que |x|/2¥ < m/2 (C1-003.T7).

5. Por el paso 3,

|x

|
= |x|.

| sen x| < 2¥ | sen(x/2%)| < 2 ok

Paso 5: lim,_,gsenx = 0.

1. Dadoe > 0,sead = «.
2. 0 < |x| < § implica |senx — 0] < |x] < £ (C1-017.D1).

Paso 6: lim,._,o cosx = 1.

1. Sea0 < |x| < m/2.Porelpaso1,cosx >0,asiquel +cosx =>1>0.
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2. Entonces (G1, C1-003.T7, C1-003.T9, C1-004.T6)

1 —cos? x sen? x 5 5
1—cosx = = <sen“x < x“.
1+ cosx 14 cosx

3. Ademas 1 — cosx = 0 porque cosx < |cosx| <1 (C1-004.T1).
4. Dadoe > 0,sead elmenordem/2,1ye.
5. Si0 < |x| < &, entonces x% = |x| |x| < |x| (C1-004.T2, C1-003.T4) y

|[cosx —1|=1—cosx <x? < |x|<e.

6. Por C1-017.D1,lim,_ycosx = 1.1

El limite fundamental

Teorema C1-021.T1 A G1

lim,_,o(senx)/x = 1.

Idea de la demostracion

Desenx < x < tanx se despeja cos x < senx/x < 1; las dos orillas tienden a 1.

Demostracién.
1. Sea0 < x <m/2.PorG1l,0 < senx < x < tanx = senx/ cosx,y por C1-021.T0, cos x > 0.
2. Multiplicando senx < x por 1/x > 0:senx/x < 1 (C1-003.T7, C1-003.T4).
3. Multiplicando x < sen x/ cos x por cosx > 0: x cos x < senx.
4. Multiplicando por 1/x > 0: cosx < sen x/x.
5.Si—m/2 <x<0,seay = —x € (0,t/2); por G1 (C1-002.T4, C1-002.T6),
senx —seny seny
= = , COSX = COS Y,
X -y y

asi que las mismas desigualdades valen.
6. Por lo tanto

senx

cosx < <1 para 0 < |x| < /2.

7. Como lim,_5cosx = 1 (C1-021.T0) y lim,_,1 = 1 (C1-017.E1), el sdndwich para funciones
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(C1-019.T2) da lim,_,o(senx)/x = 1.1

—7;/2 0 w} 2

Figura 21: El sdndwich cosx < senx/x < 1en0 < |x| < w/2.

El limite de (1 — cosx)/x

Teorema C1-021.T2 A G1

lim,_,o(1 —cosx)/x = 0.

Idea de la demostracion

Se multiplica por 1 + cos x para convertir 1 — cos x en sen? x.

Demostracion.

1. Para0 < |x| < 7m/2,1 4 cosx > 0 (C1-021.TO).
2. Por G1,

1—cosx 1 —cos? x senx sen x

x ~ x(1+cosx) x 1+cosx
3. Por C1-021.T1,senx/x — 1.
4. Por C1-021.TO,senx > 0y 1+ cosx — 2 # 0 (C1-018.T1).
5. Por las reglas del producto y del cociente (C1-018.T1), el limitees1-0/2 = 0. &
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Por qué cada hipotesis

A Radianes

Si el angulo se mide en grados, sen(x®) = sen(cx) con ¢ = 7/180, y im,_,;sen(cx)/x = ¢ =
0.017453 (ejercicio 2).

La desigualdad senx < x < tanx de G1 compara longitudes, y eso solo funciona si x es la
longitud del arco, es decir, el &ngulo en radianes.

Si x es el niumero de grados, el arco mide cx y el sandwich queda cos(cx) < sen(cx)/(cx) < 1,

que da el limite ¢ para sen(x°)/x.

A Hacen falta las dos orillas

Lacotasenx/x < 1solano basta: el escalén E cumple E < 1y no tiene limite en 0 (C1-017). La
. cotainferior cos x, que tiende a 1, es la que cierra el sandwich.

A «0/0» no es un valor

E senx/x - 1,(1 —cosx)/x = 0,x?/x - 0y x/x? = 1/x no tiene limite en 0: el mismo «0/0» da

resultados distintos.

Ejercicios
1. Calcula him,._, Szﬁ y lim,,_, fan x’ citando qué usas de G1.
2. Demuestra que, p;Cra ¢ > 0,lim,_qsen(cx)/x = c. Aplicalo a c = 7 /180.
3. Demuestra que im,_,q(1 — cosx)/x% = 1/2.
4. Verifica numéricamente cosx < senx/x < 1 parax = 0.5yx = —0.1.
5. ¢Por qué no se puede usar C1-021.T1 para demostrar en C2-014 que sen’ = cos?

Respuestas

1. 1/3 (C1-018.T1 con la constante 1/3); tanx/x = (senx/x)(1/cosx) - 1 (C1-018.T1,
C1-021.TO).

2. Parax # 0,sen(cx)/x = c sen(cx)/(cx); dado ¢, sea 6, el de C1-021.T1 parae/cy § = §y/c.
Conc =m/180: = 0.017453.
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3. (1 —cosx)/x? = (senx/x)?-1/(1+cosx) > 1-1/2.
4. x =0.5:0.877583 < 0.958851 < 1. x = —0.1: 0.995004 < 0.998334 < 1.
5. Porque en C2-014 seno y coseno se definen de otra manera (con la integral) y G1 todavia no esta

demostrado para esa definicidn: usar C1-021.T1 ahi supondria lo que se quiere probar.



C1-022 - Funciones continuas

Motivacion

El horno de lefia

Un horno de lefa se calienta durante 4 horas; su temperatura, t horas después de encenderlo,
es T(t) = 20 + 80t — 10t? grados. A las 3 horas marca 170 °C.

;Qué tan cerca de la marca de 3 horas hay que mirar el termémetro para asegurar que marca
entre 169y 171? Como

T(t) — 170 = 80(t — 3) — 10(¢2 — 9) = (t — 3)(50 — 10¢),

ysi |t — 3| < 1 entonces |50 — 10t| < 30, basta |t — 3| < 1/30 de hora: dos minutos.
Dénde falla la analogia: un termémetro real muestrea cada segundo y tiene inercia. La continui-

dad es una afirmacidn sobre todos los instantes y todas las tolerancias € > 0.

La pregunta tiene la misma forma que la de limite, con una diferencia: ahora el blanco es el valor T(3)

mismo, y el instante t = 3 cuenta. Eso es la continuidad: la temperatura no salta.

170 + € A
170 A

170 — ¢ A

temperatura (°C)

3—-90 3 3+6
horas ¢

Figura 22: Continuidad del horno ent = 3:si |t — 3| < §, la grafica queda dentro de la banda 170 + ¢.

147
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Definiciones

Definicion C1-022.D1

f:A—-> Rescontinuaena € 4 :&
Ve>03I5>0Vx€eA:|x—a|<d=|f(x)—f(a)] <e.

f es continua en 4 si lo es en cada punto de A.

Resultados

Continuidad y limite

Teorema C1-022.TO (continuidad y limite)

Seanf :A—-> Rya€A.
(a) Siaesinteriorad, f es continua en a © lim,_, f(x) = f(a).

(b) Si a es el extremo izquierdo de un intervalo A (con mas de un punto), f es continua en a

e lim,_,,+ f(x) = f(a); andlogo en el extremo derecho cona™.

Demostracion.

(a)

1. SeaainterioraA: (a—7r,a+71r) c Aparaalginr > 0 (C1-004.D2), asi que f esta definida donde
lo exige C1-017.D1.

2. (®)Sifescontinuaenaye > 0,el § de C1-022.D1 cumple en particular que 0 < |[x —a| < §
implica |[f(x) — f(a)| < e:esel § de C1-017.D1 con L = f(a).
3. (&) Silim,_, f(x) = f(a),sead el de C1-017.D1. Parax € A con |x — a| < § hay dos casos:

-six#a,0<|x—a|<dy|f(x)—f(a)| <&
-six=a,|f(a) — f(a)] =0 < e (C1-004.T1).

(b)
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1. Sia es el extremo izquierdo de un intervalo A (por ejemplo A = [a, b]),losx € Acon |[x —a| < §
sonlosdea < x <a+ § (C1-004.T3).
2. El mismo argumento, con C1-020.D1, da la equivalencia con lim,._ 4+ f(x) = f(a).

3. Igual en el extremo derecho. B

Caracterizacion secuencial

Teorema C1-022.T1 (caracterizacion secuencial)

f es continua en a € A < para toda sucesion (x,) en A con x, = a, f(x;,) = f(a).

Idea de la demostracion

Igual que C1-019.T1, ahora sin pedir x,, # a.

Demostracion.

=)

1. Sea (x,)enAconx, —» a,ye > 0.Seaé el de C1-022.D1.
2. Hay N con |x,, —a| < § paran = N (C1-012.D1).
3. Entonces |f(x,) — f(a)| < eparan = N.Asi f(x,) = f(a).

(&) Por contrarreciproca:

1. Si f no es continua en a, existe &g > 0 tal que paratodo § > Ohayx € Acon |[x —a| < 8y
If () = f(@)] = &.

2. Elegimos uno de esos puntos para cada § = 1/n y lo llamamos x, (eleccién numerable, C1-
012.Ax1).

3. Entonces x,, € 4, |x, —a| < 1/n,y como en C1-019.T1 (con C1-007.C1 y C1-003.T7) x,, = a.

4. Pero |f(x,) — f(a)| = g, para todo n, asi que f(x,)4f(a). R
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Algebra de funciones continuas

Teorema C1-022.T2

Sumas, productos y cocientes (con denominador # 0) de continuas son continuos; polinomios

y racionales son continuos en su dominio.

Idea de la demostraciéon

Con la caracterizacion secuencial, se reduce al algebra de limites de sucesiones.

Demostracion.

1. Sean f,g : A » Rcontinuasena € 4,y (x,) en A conx, = a.

2. Por C1-022.T1, f(x,) = f(a) y g(x,,) = g(a).

3. Por C1-013.T2, (f + 9)(xn) = (f + 9)(@) y (f9) (xn) = (fg)(a); por C1-022.T1, f + gy fg son
continuas en a.

4. Sig(a) # 0,el dominiode f/ges A" = {x € A: g(x) # 0}, que contiene a a.
5. Para (x,) en A’ con x, — a, g(x,,) # 0 paratodony C1-013.T2 da f(x,)/g(x,) — f(a)/g(a);
por C1-022.T1 (en el dominio A"), f/g es continua en a.

6. Un polinomio p cumple im,._,, p(x) = p(a) para todo a (C1-018.C1), y todo a € R es interior a
R; por C1-022.TO, p es continuo en R.

7. Un racional p/q es continuo en cada punto de su dominio {q # 0} por el paso 5. &

Composicion

Teorema C1-022.T3

Seanf:A—->Ryg:B - Rconf(A) c B(sino,gofsetomaen{x €A: f(x) € B}).Sif es

continuaena € Ay g es continuaen f(a), g o f es continua en a.

(Si f(A) ¢ B, se aplica el teorema a la restriccion de f a A" = {x € A : f(x) € B}, que sigue siendo

continua en a € A’ porque C1-022.D1 solo se debilita al quitar puntos del dominio.)
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Idea de la demostracion

Se encadenan los dos juegos e-§: la tolerancia que pide g se le pide a f.

Demostracion.

1. Sea& > 0.Porla continuidad de g en f(a) existen > 0 tal que, paray € B, |y — f(a)| < n implica
lg¥) —g(f(a))] <e.

2. Por la continuidad de f en a, aplicada con la tolerancia 7, existe § > 0 tal que, para x € A4,
|[x —a| < 6 implica |f(x) — f(a)| < 7.

3. Six estaeneldominiode go fy|x —a| < 4§, entonces f(x) E By |f(x) — f(a)| <n.

4. Porelpasol,|g(f(x)) —g(f(a))] <e.
5. Por C1-022.D1, g o f es continua en a. B

Conservacion del signo

Teorema C1-022.T4 (conservacion del signo)

Si f escontinuaenay f(a) > 0, existe § > 0 con f(x) > Oparax € 4, |x —a| < 6§ (analogo con

f(a) < 0).

Idea de la demostracion

Se usa la tolerancia € = f(a).

Demostracion.

1. Cone = f(a) > 0,C1-022.D1daéd > 0talque,parax € Acon |x —a| < 4, |[f(x) — f(a)| < f(a).

2. Esdecir, 0 < f(x) < 2f(a) (C1-004.T3); en particular f(x) > 0.

3. Si f(a) < 0, se aplica lo anterior a —f, que es continua en a porque | — f(x) — (—f(a))| =
|f(x) — f(a)| (C1-004.T1). W
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Ejemplos que cumplen y que no

El horno
T es un polinomio, continuo en [0,4] (C1-022.T2). En t = 3, explicitamente, con § =
min(1,&/30):si|t — 3| < § entonces |50 — 10t| < 30y

|T(t) —170| <306 < e.

- Elescaléon. E (0six < 0,1six = 0) no es continuo en 0: con ¢ = 1/2, para cada § el punto
x=—=6/2cumple |x| < Sy |E(x) —E(0)] = 1.Ena # Osiloes: con § = |a|, E es constante en
(a—6,a+6).

- Dirichlet. No es continua en ningiin punto: cada punto es interior a R, y continuidad ahi implica-
rialim,_,, D(x) = D(a) (C1-022.D1), que contradice C1-019.E1.

- x D(x), continua en un solo punto. En 0: [xD(x) — 0] < |x|,con § = €. En a # 0: hay racionales
g, — aeirracionales i, —» a (C1-007.T3, C1-008.T3), con q,D(q,) = q, =2 aei,D(i,) =0 - 0;
como a # 0, por C1-022.T1 y C1-012.T1 no es continua en a.

A El dominio importa

1/x es continua en cada punto de R \ {0} (C1-022.T2); en 0 no se pregunta, porque 0 no esta en
el dominio.

Puntos aislados: toda f : N — R es continua. Dadon € N,con§ = 1/2 el Ginico x € N con
|x —n| <1/2esn (C1-005.T2),y |f(n) — f(n)| = 0.

Ejercicios

1. Demuestra con -4 que f(x) = 3x + 2 es continua en todo a.

2. Sea f(x) = (x2 —1)/(x — 1) para x # 1. ;Qué valor hay que darle en 1 para que sea continua
ahi?

3. Demuestra que |f| es continua donde f lo es.

4. Demuestra que si f y g son continuas en a, entonces max(f, g) = %(f +g+I1f— g|) también.

5. ;Es continua en 0 la funcién f(x) = x?six € Q, f(x) = 0six & Q?
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Respuestas

L If() = f(@)] =3|x —al; 6 = ¢/3.

2. f(1) =2:parax #1,f(x) =x+1 - 2,y 1esinterior.

3. ||f(x)| - |f(a)|| < |f(x) — f(a)| (C1-004.T5); el mismo 6.0 con C1-022.T3 y la continuidad de
M

4. Por C1-022.T2 y el ejercicio 3, cada pieza es continua.

5. Si: |[f(x) — 0] < x% < |x|si|x|] <1;6 = min(1,s).



C1-023 - Teorema de Bolzano (valor

intermedio)

Motivacion

La mafiana helada
Alas 6:00 el termémetro del patio marca —2 °Cy alas 10:00 marca 6 °C. Un modelo de 1a mafiana

es

2

t
T(t) =-2+3t~ —,

con t en horas después de las 6:00. ;Hubo un instante exacto en que la temperatura fue 0 °C?

Si partimos el intervalo en mitades y nos quedamos siempre con la mitad donde cambia el signo,

- T(2) = 3,T(1) = 0.75,T(0.5) = —0.5625,
- T(0.75) ~ 0.1094, T(0.625) ~ —0.2227,

los intervalos se encogen hacia t ~ 0.7085 (en el modelo, el cero es 6 — 2v/7, hacia las 6:42:31).
Doénde fallala analogia: un termémetro real muestrea y redondea; la funcion ideal es continua en
todo instante. Ademas, el teorema asegura que el instante existe, no cuando ocurrié ni cuantas

veces.

Que «la temperatura no salta» obligue a pasar por 0 es el teorema de Bolzano. Su demostraciéon usa el

axioma del supremo: en Q el teorema es falso.

154
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1 [0, 4

0.2 [0, 4]
6_
S ]

s

2_
0
-2 4

0 1 2 3 4
t (horas después de las 6:00)

Figura 23: La mafiana helada: T pasa de negativa a positiva y cruza el cero cerca de t = 0.71; los cor-

chetes son los primeros intervalos de la biseccién.

Resultados

El teorema de Bolzano

Teorema C1-023.T1 (Bolzano)

Seana < by f continua en [a, b] con f(a) < 0 < f(b). Existe c € (a, b) con f(c) = 0.

Idea de la demostracion
Sea c el supremo de los puntos donde f < 0.Si f(c) < 0, por continuidad f < 0 un poco ala

derecha de c;si f(c) > 0, f > 0 un poco a la izquierda. Ambas cosas contradicen que c sea el

supremo.

Demostracion.

Paso 1: el candidato.

1. SeaA={x€[a,b]: f(x) <0}



Calculo diferencial 156

2. Como f(a) <0, a € 4; todo elemento de A es < b.
3. Por el axioma S existec = supA,ya < c < b (a € Ay b es cota superior; C1-006.D1).

Paso 2: f(c) < 0 es imposible.

1. Si f(c) < 0, entonces ¢ # b porque f(b) >0,y c < b.

2. Por la conservacién del signo (C1-022.T4) existe § > 0 con f(x) < 0 para todo x € [a, b] con
[x —c] < 6.

3. Seax=c+ %mln(& b —¢).Por C1-003.T8,c < x < ¢ + min(4, b — ¢).

4. Asiquec<x <by|x—c| <6(C1-004.T3).

5. Entonces f(x) < 0, es decir, x € A con x > ¢, lo que contradice que c es cota superior de A.
Paso 3: f(c) > 0 es imposible.

1. Si f(c) > 0, por C1-022.T4 existe § > 0 con f(x) > 0 paratodo x € [a,b] con |x —c| < §.

2. Por la caracterizacion € del supremo (C1-006.T2) existe x € A conx > ¢ — §.

3. Comox <c,|x—c| <6(C1-004.T3)y x € [a, b], de donde f(x) > 0.

4. Pero x € A significa f(x) < 0: contradiccion (C1-003.T1).

Paso 4: conclusion.

1. Por tricotomia (C1-003.T1), f(c) = 0.
2. Como f(a) <0y f(b) >0,c#ayc # b,asiquec € (a,b). 1

Valor intermedio

Corolario C1-023.C1 (valor intermedio)

Seana < b, f continuaen [a, b]y y entre f(a) y f(b). Existe ¢ € [a, b] con f(c) = y.

Demostracion.

1. Siy=f(a)oy = f(b),sirvec =aoc=0b.
2. Sif(a) <y < f(b), lafuncién g(x) = f(x) — y es continua en [a, b] (C1-022.T2)y g(a) < 0 <
g(b).
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3. Por C1-023.T1 hay ¢ € (a, b) con g(c) = 0, es decir, f(c) = y.
4. Sif(b) <y < f(a) seaplicalomismoag(x) =y — f(x). 1

Raices n-ésimas

Corolario C1-023.C2

Parax > 0 yn € N existe un Gnico y > 0 con y™ = x (se escribe Y/x).

Demostracion.

Existencia.

1. La funcién h(y) = y™ es un polinomio, continuo en [0, 1 + x] (C1-022.T2).
2. Se tiene h(0) = 0 < x y, por Bernoulli (C1-005.T5),

h1+x)=Q+x)"=21+nx=>1+x>x.

3. Por C1-023.C1 existe y € [0,1 + x] con y™ = x.
4. Como 0™ =0 +# x,y # 0y porlo tanto y > 0.

Unicidad.

1. Siy,y' >0yy #y',digamosy <y’ (C1-003.T1).
2. Entonces y™ < y'™ (C1-005.T9), asi que no pueden ser ambos iguales a x. &

Potencias racionales

Definicion C1-023.D1

Parax > 0,p € Z, q € N: xP/1 := ({/x)P.

Un mismo racional tiene muchas escrituras p/q (1/2 = 2/4); el teorema siguiente garantiza que la

definiciéon no depende de cudl se use.
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Teorema C1-023.T2 (potencias racionales)

Para x > 0, el valor de xP/9 no depende del representante de p/q,y xP/* = xP. Parax,y > 0y

r,s €Q:x" > 0,x"x5 = x™F5, (xS = x5, (xy)" = x"y".

Demostracion. Usaremos varias veces:

- la unicidad de raices: siu,v > 0,N € Ny u" = vV, entonces u = v (es la unicidad de C1-
023.C2);

- que las potencias enteras de un niimero positivo son positivas (C1-005.T9, C1-003.T7).
Paso 1: no depende del representante.

1. Seanp/q = p'/q’, es decir,pq’ = p’'q.Seanu = Yxyv = 9W/x.
2. Por C1-005.T9,

(uP)9" = (ua)Pd’ = 5P, (wPH)aa" = (pa'yP'a = xP'q.

! g . . . . . !
3. Como pq’' = p'q, uP y v? son positivos con la misma potencia gq’; por unicidad, u? = v? .

4. Con q = 1, xP/* = xP: la definicién extiende a las potencias enteras.
Paso 2: leyes. Sean x,y > 0yr,s € Q.

1. x" > 0, por lo dicho arriba.
2. x"xS = x"*S: escribimosr = p/qy s = p'/q con el mismo denominador (multiplicando arriba y

abajo, lo cual es legitimo por el paso 1); con u = {/x (C1-005.T9),
xTxS = upup, = up+p, = x(p"'p,)/q.

3. (xy)" = x"y": como ({x ¢/y)? = xy (C1-005.T9), por unicidad {/xy = {/x ¢/y, y elevando a p
(C1-005.T9) se obtiene la ley.

4. (X" =x"S:seanr =p/q,s=p'/q yw = 99/,

1 ' L. 1 , 1
- Como (w?)? = w99 = x, por unicidad w9 = {/x, asi que x™ = w?P,

pya' ra’ Ty wP ici 9 [T P
- Como (WP)? = wP? = x" ywP > 0, por unicidad "Vx" = wP.
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- Porlo tanto

(x")S = (Wp)p’ = wPP' = xPP'/(ad") = 475 m

Polinomios de grado impar

Corolario C1-023.C3

Todo polinomio de grado impar tiene una raiz real.

Demostracion.

1. Sea p de grado m impar y coeficiente principal a,,. Como —p tiene las mismas raices, podemos
suponer a,, > 0.

2. Por C1-005.T7,m = 2k + 1,y (-1)™ = ((-1)?)*(-1) = —1 (C1-005.T9).

3. Aplicando C1-020.T3 ap/1 (el denominador tiene grado 0 < m y coeficiente principal 1):

- cuando x - oo, p = oo (signode a,, - 1 > 0);

- cuando x = —oo, p - —oo (signo de a,,(—1)™ < 0).

4. Por C1-020.D1 con K = 0, existe M, con p(x) > 0 parax > M, y M, con p(x) < 0 parax < M,.
5. Sean b = max(M;,0) + 1ya = min(M,,0) — 1 (C1-003.T1):a < 0 < b, p(a) < 0 < p(b).
6. Como p es continuo en [a, b] (C1-022.T2), Bolzano (C1-023.T1)dac € (a,b) conp(c) = 0.

Por qué cada hipétesis

A Sin continuidad

f=-1en[0,1/2)yf =1en[1/2,1]: f(0) < 0 < f(1) y f nunca vale 0. Falla la continuidad
en 1/2 (el argumento del escalén de C1-022).

A Sin cambio de signo

f(x) = x? + 1 en [—1, 1] es continua y positiva (C1-003.T5): no tiene ceros. Y el reciproco tam-

poco vale: x? — 1/4 es positivaen +1 y se anula en +1/2.
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_______________________________________________________________________________

EnQ f(x) =x?—2en{x € Q:0 < x < 2} cumple f(0) = —2 < 0 < 2 = f(2) y es continua
(la misma demostraciéon de C1-022.T2 vale con el dominio restringido), pero no hay ¢ € Q con
c? =2(C1-008.T1).

La demostracién falla en el paso que usa el axioma S: el conjunto {x € Q N [0,2] : x? < 2} no
tiene supremo en Q (C1-008.C1).

Ejercicios

Demuestra que x3 +x—1 = 0 tiene una solucién en (0, 1) y localizala con tres pasos de biseccion.
Demuestra quesi f : [0, 1] = [0, 1] es continua, existe ¢ con f(c¢) = ¢ (punto fijo).
Calcula /20 con dos decimales usando biseccién en [2, 3], y justifica su existencia con C1-023.C2.

Demuestra que 8%/3 = 4y que 8%/¢ = 4 con la definicién C1-023.D1.

S

;Tiene raiz real x* + 1? ;Contradice eso a C1-023.C3?

Respuestas

1. p(0) =-1<0<1=p@).p(0.5) =—-0.375,p(0.75) = 0.1719, p(0.625) = —0.1309: la raiz
esta en (0.625,0.75) (es = 0.6823).

2. g(x) = f(x) — x es continua, g(0) = 0 = g(1); si alguna es 0, listo; si no, Bolzano.

3. 23 = 8 < 20 < 27 = 33; biseccion: 2.5 = 15.625, 2.753 ~ 20.80, 2.6253 ~ 18.09, 2.68753
19.41,2.718753 ~ 20.10, 2.7031253 ~ 19.75: Y20 ~ 2.71 (es 2.7144 ...).

4. V8 = 2 porque 23 = 8 (unicidad), y 22 = 4. Y8 = wconw® = 8; w* > 0y (w*)3 = w®)? =

64 = 43, asi que w* = 4.

Q

5. No: x* + 1 = 1 > 0. No contradice nada: tiene grado par.



C1-024 - Teorema de Weierstrass

Motivacion

El dia mas caliente
El termo6metro del patio registra la temperatura de las 6:00 a las 20:00. Un modelo del dia es

(t —6)*

T(t) =12+3(t - 6) = ~—

AsiT(6) = 12,T(9) = 18.75,T(12) = 21,T(15) = 18.75y T(20) = 5: el momento mas caliente
es alas 12:00 y el mas frio alas 20:00.

;Siempre hay un momento mas caliente? Si el registro se cortara justo antes de las 12:00, en
[6,12) los valores se acercarian a 21 (por ejemplo T(11.9) = 20.9975) sin alcanzarlo nunca: no
habria instante mas caliente.

Dénde falla la analogia: un dia real siempre incluye sus instantes; el ejemplo de [6, 12) es artifi-
cial, para ver qué hace la hipdtesis del intervalo cerrado. Ademas, el teorema no dice cuando se

alcanza el maximo, solo que se alcanza.

El teorema de Weierstrass dice que en un intervalo cerrado y acotado, con una funcién continua, el

maximo y el minimo siempre se alcanzan.

Resultados

Acotamiento

Teorema C1-024.T1

Seana < by f continua en [a, b]. Entonces f es acotada en [a, b].

161
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Idea de la demostracion
Si no lo fuera, habria puntos donde |f| es enorme; se amontonan en un punto c¢ (Bolzano-

Weierstrass), y la continuidad en ¢ impide que |f| sea enorme cerca de c.

Demostracion.

1. Supongamos que f no es acotada en [a, b].

2. Paracadan € N, el numero n no es cota de |f], y elegimos x,, € [a, b] con |f(x;,)| > n (eleccién
numerable, C1-012.Ax1).

3. Lasucesion (x;) es acotada; por Bolzano-Weierstrass (C1-015.T3) tiene una subsucesion x,, —
c.

4. Como a < x,, < b para todo k, C1-013.T3 (con las sucesiones constantes a y b, C1-012.T2) da
C € [a,Db].

5. Porla continuidad de f en c y C1-022.T1, f (xy, ) = f(c).

6. Toda sucesion convergente es acotada (C1-013.T1): existe K con |f (x,, )| < K para todo k.

7. Por C1-007.C1 hay k € N con k > K,y entonces |f(xy, )| > n, = k > K (C1-015.T0): contradic-

cion.

Maximo y minimo

Teorema C1-024.T2 (Weierstrass)

Sean a < by f continua en [a, b]. Existen x1,x, € [a,b] con f(x;) < f(x) < f(x;) para todo
X € [a, b].

Idea de la demostracion
El supremo M de los valores existe porque f es acotada. Tomamos puntos cuyos valores se acer-
can a M, Bolzano-Weierstrass los amontona en un punto del intervalo, y la continuidad lleva sus

valores a M ahi mismo.

Demostracion.

Paso 1: el mdximo.
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1. Por C1-024.T1, f([a, b]) es acotado; no es vacio, asi que por el axioma S existe M = sup f([a, b]).

2. Paracadan € N, como 1/n > 0 (C1-003.T7), por C1-006.T2 elegimos x,, € [a, b] con f(x;) >
M — 1/n (eleccion numerable, C1-012.Ax1).

3. La sucesion (x,) es acotada, y por C1-015.T3 tiene una subsucesion x,, — x,; como en C1-
024.T1, x, € [a, b].

4. Por la continuidad en x, (C1-022.T1), f (xy, ) = f(x2).

5. Paratodo k,

1
M—n—k<f(xnk)SM.

6. Como 1/ny, — 0 (C1-012.T2 y C1-015.T1), M — 1/n; —» M (C1-013.T2).
7. Por C1-013.T3, M < f(x3) y f(x3) < M, asi que f(x;) = M (C1-003.T1).
8. Luego f(x) <M = f(x,) paratodo x € [a, b].

Paso 2: el minimo.

1. La funcién —f es continua (C1-022.T2).
2. Aplicandole el paso 1 obtenemos x; € [a, b] con —f(x) < —f(x;) para todo x € [a, b].
3. Esdecir, f(x;) < f(x) paratodo x € [a, b] (C1-003.T9). &

Cada hipotesis hace falta

Ejemplo C1-024.E1
Cada hipdtesis hace falta.

- Sinintervalo cerrado: 1/x en (0, 1] no es acotada; x en (0, 1) no alcanza maximo ni minimo.
- Sin continuidad: f(x) = x en [0, 1), f(1) = 0, no alcanza maximo en [0, 1].
- Sin completitud: en Q, g(x) = —(x?—2)?en{x € Q : 0 < x < 2} es continua y no alcanza

maximo.

Demostracion.

Sin intervalo cerrado.

1. 1/x es continua en (0, 1] (C1-022.T2).
2. No es acotada: dado K, por C1-007.Clhayn € Nconn > K,yx =1/n€ (0,1]dal/x =n > K.
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3. En (0, 1),la funcidn x es continua y sup (0, 1) = 1: es cota superior, y para € > 0 el punto max(1—
€/2,1/2) estden (0,1) y es mayor que 1 — £ (C1-006.T2, C1-003.T8).
4. Pero 1 ¢ (0,1): ningin x € (0,1) cumple x = 1, asi que no hay maximo; analogamente no hay

minimo.
Sin continuidad.

1. Parax € [0,1), f(x) =x < 1,yel punto (x + 1)/2 € (x,1) (C1-003.T8) da un valor mayor.
2.Yf(H=0<1/2=f(1/2).

3. Asiningtn punto de [0, 1] es de maximo.
Sin completitud.

1. g es continua en su dominio (polinomio, C1-022.T2; la continuidad en un subconjunto es la mis-
ma condicién de C1-022.D1 con menos puntos).

2. Paratodo x racional, x? # 2 (C1-008.T1), asi que g(x) < 0 (C1-003.T5).

3. Si g alcanzara un maximo en x,, seria g(xy) < 0; mostramos que hay un racional x en el dominio
con g(x) > g(xo).

4. Seae = —g(xy) > 0ynelmenorde1/4ye/4(C1-003.T1).

5. Porla densidad (C1-007.T3) hay x € Q con V2 < x < V2 +17 (C1-008.T2); como v2 < 3/2 (pues
(3/2)? > 2,€1-003.T9),0 < x < 2.

6. Entonces (C1-003.T6)

0<x2—2=(x—-V2)(x+V2) <n-4<mmn(le).

7. Como0 <x?—-2<1,(x?—-2)% <x?-2<¢e(C1-003.T4).

8. Asi g(x) > —e = g(xy): contradiccién. Luego g no alcanza maximo. l
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maximo alcanzado sin continuidad: no hay maximo

20

15 A

°C

10 A

5 -
6:00 12:00 20:00 0 1

Figura 24: Izquierda: en [6, 20] el modelo del dia alcanza su méaximo a las 12:00. Derecha: f(x) = x en

[0,1), f(1) = 0, se acerca a 1 sin alcanzarlo.

Por qué cada hipotesis

A Intervalo cerrado

C1-024.E1: en (0, 1) laidentidad no alcanza su supremo, y en (0, 1] la funcién 1/x ni siquiera es

1
I
I
1
acotada. !
En la demostracion, la hipotesis se usa en el paso a < x, < b: con (0, 1), el limite de los x,,, |
I
]
1

puede caer fuera,en 0 o en 1.

A Continuidad

f(x)=xen[0,1)y f(1) = 0. El supremo de los valoreses 1,y f(x) < 1 paratodo x € [0,1]: no
hay maximo.
La demostracion falla en el paso f (xp, ) = f(xz):aquix, = 1y f(xp, ) = 1 # f(1).

A Completitud

EnQ, f(x) =—(x>—-2)?en{x €Q: 0 < x < 2}escontinuay f < 0.
Por la densidad (C1-007.T3) hay racionales x tan cerca de V2 como se quiera, con f(x) tan cerca

de 0 como se quiera, asi que el supremo de los valores es 0; pero f(x) = 0 exigiria x> = 2 con
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x € Q, imposible (C1-008.T1).

Ejercicios

. Para f(x) = x? — 2x en [0, 3], encuentra el maximo y el minimo y verifica que se alcanzan.
. Da una funcién continua en R que sea acotada y no alcance su maximo.

. Da una funcién en [0, 1], no continua, que si alcance su maximo y su minimo. ;Contradice eso

algo?
Demuestra que si f es continua en [a, b]y f(x) > 0 para todo x, existe m > 0 con f(x) = m para

todo x € [a, b].

. Demuestra que la imagen de [a, b] bajo una continua es un intervalo cerrado [m, M] (usa C1-

023.C1).

Respuestas

1.

f(x) = (x—1)> — 1: minimo —1lenx = 1 ((x — 1)? = 0), maximo3enx =3 ((x —1)2 < 4en

[0,3]).

. f(x) =x?/(x*> +1):es < 1 ytiende a 1 en o (C1-020.T3).

. La funcidén de Dirichlet en [0, 1]: maximo 1, minimo 0. No contradice nada: el teorema da una

condicién suficiente.

Por C1-024.T2 hay x4 con f(x1) < f(x); sirvem = f(x;) > 0.

. Por C1-024.T2, f([a, b]) < [f(x1), f(x;)] y ambos extremos se alcanzan; por C1-023.C1 (en el

intervalo entre x; y x,), todo valor intermedio se alcanza.



C1-025 - Continuidad uniforme y teorema

de Heine

Motivacion

Lecturas cada 8 minutos

Quieres registrar la temperatura del patio de 6:00 a 20:00 con lecturas cada § minutos, de modo
que entre dos instantes a menos de 6 la temperatura nunca cambie mas de 0.5 °C. Con el modelo
T(t) =12+ 3(t—6) — (t — 6)?/4,

t+s—12

T(t) = T(s) = (t —s)(3 - -

y parat,s € [6,20] el segundo factor esta entre —4 y 3.

Asi|T(t) — T(s)| < 4|t — s|,y con § = 0.5/4 horas, es decir, 7.5 minutos, basta. Un solo § sirve
para todo el dia.

Doénde falla la analogia: un termdmetro real tiene inercia y redondea. Ademas, Heine asegura

que & existe pero no dice cuanto vale; en el modelo lo calculamos porque tenemos la férmula.

Esto no ocurre siempre. Para 1/x en (0, 1], cerca de 0 la funcién cambia cada vez mas rapido, y el § que

sirve en cada punto se encoge hacia 0.

- Ladiferencia entre «un § en cada punto» y «un é para todos» es la continuidad uniforme.
- Elteorema de Heine dice que, en un intervalo cerrado y acotado, la continuidad basta para tener

un 6 comun.
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87 franjas: |z — a| < 6, cone = 1

6 -

4-

5 -

0 . — .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura 25: Para 1/x y la misma tolerancia ¢, el § que sirve en a se encoge cuando a se acerca a 0.

Definiciones

Definicion C1-025.D1

f es uniformemente continua en 4 : &

Ve>038>0Vx,y€A:|x—y|<d=|f(x)-f)|<e

A El orden de los cuantificadores

,  Comparada con C1-022.D1 («para todo a € A4, para todo ¢, existe §...»), aqui § se elige antes de
. conocer los puntos. Por eso la continuidad uniforme es mas fuerte (C1-025.T2).
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Resultados

Uniforme implica continua

Teorema C1-025.T2

Si f es uniformemente continua en A, entonces f es continua en A.

Demostracion.

1. Seana € Aye > 0,ysead el de C1-025.D1.
2. Parax € Acon |x —a| < §,tomando y = a en C1-025.D1, |[f(x) — f(a)| < &.
3. Eslacondiciéon de C1-022.D1 ena. B

Dos funciones continuas que no son uniformemente continuas

Ejemplo C1-025.E1

1/x no es uniformemente continua en (0, 1]; x? nolo es en R.

Demostracion.
1/x.
. Seae =1y > 0 cualquiera. Por C1-007.C1 hayn € N con 1/n < §.

. Lospuntosx = 1/ney = 1/(2n) estan en (0, 1] (C1-005.T2, C1-003.T7).
. Cumplen |x —y|=1/2n) <y |l/x—1/y|=|n—2n|=n=>1.

BwWw N e

. Asiningln § sirve parae = 1.

1. Seae =1y 6 > 0.Por C1-007.C1 hayn € N conn > 1/4.
2. Conx =ney=n+4§/2,|x—y|=48/2 <64.
3. Por los axiomas de campo (C1-003.T4, C1-003.T9),

62
2 _ .2 —
ye—x —n8+4>n8>1.



Céalculo diferencial 170

4. Ningun ¢ sirve. B

El teorema de Heine

Teorema C1-025.T1 (Heine)

Seana < by f continua en [a, b]. Entonces f es uniformemente continua en [a, b].

Idea de la demostracion
Si ningun § sirviera, habria parejas de puntos cada vez mas cercanos con valores alejados al me-
nos &y. Bolzano-Weierstrass amontona esas parejas en un punto c¢ del intervalo, y la continuidad

en c obliga a que sus valores se junten.

Demostracion.

Paso 1: las parejas malas.

1. Supongamos que f no es uniformemente continua en [a, b].

2. Negando C1-025.D1, existe &5 > 0 tal que paratodo § > O hay x,y € [a,b]con |[x —y| < Sy
If () = fFI 2 &.

3. Paracadan € N elegimos x,,y, € [a,b] asi,cond = 1/n > 0 (C1-003.T7; eleccién numerable,
C1-012.Ax1).

Paso 2: se amontonan en un punto c.

1. La sucesién (x,) es acotada, y por Bolzano-Weierstrass (C1-015.T3) tiene una subsucesién

Xny = C.

2. Como a < x,, < b paratodo k, por C1-013.T3 (con las sucesiones constantes a y b, C1-012.T2),
¢ € [a,b].

3. Ademas |y,, — xp, | < 1/ny < 1/k, porque ny = k (C1-015.T0, C1-003.T7).

4. Dado € > 0, por C1-007.C1 hay K con 1/K < g,y parak = K, |y,, — xp, | < 1/k < 1/K < &; asi
Yny — Xn,, = 0(C1-012.D1).

5. Por C1-013.T2,

ynk:xnk+(ynk_xnk)—)C+0=C.
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Paso 3: contradiccion.

f ) = f(©).

2. Por C1-013.T2, f (xn, ) — f(Yn,) — O.
3. Con ¢ = g, existe N con |f (xn, ) — f (Yn, )| < & parak = N (C1-012.D1).
4. Pero |f(xpn,) — f (Yn, )| = & para todo k: contradiccion (C1-003.T1).

Por qué cada hipédtesis

. Como f es continua en ¢ € [a, b], la caracterizacion secuencial (C1-022.T1) da f(x,,) = f(c)y

A Intervalo cerrado

1/x es continua en (0, 1] (C1-022.T2) y no es uniformemente continua (C1-025.E1). En la de-

mostracion, el punto de amontonamiento seria ¢ = 0, que no esta en el dominio.

A Intervalo acotado

x?2 es continua en R y no es uniformemente continua (C1-025.E1). En la demostracién, sin acota-

miento no se puede aplicar Bolzano-Weierstrass (x,, = n no tiene subsucesiones convergentes).

A Continuidad

El escalon E no es continuo en 0 (C1-022), y como uniforme implica continua (C1-025.T2), no

es uniformemente continuo en [—1, 1].

A Completitud

EnQ, f(x) =1/(x*—2)enQy = {x € Q : 0 < x < 2} esta definida y es continua (C1-022.T2;

x? # 2 por C1-008.T1). No es uniformemente continua:

- silo fuera, con € = 1y su §, cubririamos Q, con finitos tramos de longitud menor que 6, y
en cada tramo f variaria menos de 1, asi que f seria acotada en Qg;

~ pero tomando racionales q con |q —+/2| arbitrariamente pequefio (C1-007.T3), |q% — 2| =
|q—v2| g +V2| < 4|q —+/2| es arbitrariamente pequefio y |f ()| arbitrariamente grande.
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Ejercicios

1. Demuestra con la definicion que f(x) = 3x — 5 es uniformemente continua en R.

2. Demuestra que si |[f(x) — f(y)| < L|x — y| para todos x,y € A (funcidn de Lipschitz), entonces
f es uniformemente continua en A.

3. Para f(x) = 1/x y € = 1, demuestra que el mayor § que sirve en a € (0,1] es a®?/(1 + a),y
calcalaloena = 1,0.1y 0.01.

4. ;Es x? uniformemente continua en [0, 10]? Da un § explicito para & = 0.1.

5. Demuestra que si f es uniformemente continua en (0, 1] y (x;,) es de Cauchy en (0, 1], entonces

(f (x,)) es de Cauchy. Usa esto para dar otra prueba de que 1/x no lo es.

Respuestas

L Ifx)—fI=3lx—yl; 6 =¢/3.

2. 8 =¢/L(siL > 0;siL =0, f es constante).

3. Parax < a:1/x—1/a<1 & x > a/(1+a),asique s < a—a/(1l+a)=a?/(1+ a);para
x > ala condicién es mas débil. Valores: 0.5, = 0.00909, = 0.000099.

4. Si (Heine). |x? —y?| = |x — y| |x + y| < 20|x — y|: § = 0.1/20 = 0.005.

5. Dado ¢, sea § de D1 y N de Cauchy para é: |x, — x| < 6 implica |f(x,) — f(xn)| < €. Con
X, = 1/n (de Cauchy, C1-016.T1), f(x,) = n no es de Cauchy.



C1-026 - Continuidad de la inversa

Motivacion

Leer la hora en el termémetro
Una mafiana fria la temperatura sube sin parar de —2°C a las 6:00 a 6°C a las 10:00, con el

modelo T(t) = —2 + 3t — t?/4 (t en horas después de las 6:00). Como

S+t)

T(s)-T(t) = (s—t)(3- -

y s+t < 8en[0,4], el segundo factor es al menos 1:sis > t, T(s) > T(¢t).

La temperatura es estrictamente creciente, asi que cada lectura corresponde a una sola hora:
t=6—-2V7 —T.

Con 0°C,t =~ 0.7085 h; con 0.1°C, t = 0.7464 h. Un error de 0.1 °C en la lectura da unos 2.3
minutos de error en la hora.

Dénde falla la analogia: si la temperatura subiera y luego bajara, una misma lectura correspon-
deria a dos horas y no habria inversa. Y un termdémetro real redondea, asi que la «inversa» de

las lecturas es escalonada; el teorema habla de la funcion ideal.

¢Ocurre siempre asi? Si una funcién continua es invertible en un intervalo, ;su inversa también es con-
tinua? En este capitulo probamos que si, y de paso que «invertible y continua en un intervalo» obliga a

ser estrictamente mondtona.

Resultados

Recordemos (C1-004.D2) que I € Resunintervalosix,y € [ yx < z < y implican z € I.
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La imagen de un intervalo

Teorema C1-026.T1

Si f es continua en un intervalo I, f(I) es un intervalo.

Idea de la demostraciéon

Entre dos valores alcanzados, el teorema del valor intermedio rellena el hueco.

Demostracion.

Seany;,y, € f(I)yycony; <y < y,;escribimos y; = f(x1), ¥, = f(x;) conxq,x, € 1.
Como y; # y,, X1 # X; sean u < v esos dos puntos (C1-003.T1).

Como [ es un intervalo, todo z conu < z < v estden [,y también u, v: [u,v] C I.

W N

La restriccion de f a [u, v] es continua, porque la condicion de C1-022.D1 para los x € [u, v] es

un caso particular de la condicién paralos x € I.

5. Como y estd entre f(u) y f(v), el valor intermedio (C1-023.C1) dac € [u,v] € I con f(c) = y;
asiy € f(I).

6. Por C1-004.D2, f(I) es un intervalo. &

Inyectiva y continua implica moné6tona

Teorema C1-026.T2

Si f es continua e inyectiva en un intervalo, es estrictamente monétona.

Idea de la demostracion
Deslizamos continuamente una pareja de puntos u < v hasta otra pareja x < y sin que los
puntos se crucen. La diferencia de valores nunca se anula (inyectividad), asi que no cambia de

signo (valor intermedio).

Demostracién. Sea f continua e inyectiva en el intervalo /. Si I tiene un solo punto no hay nada que

probar.

Paso 1: el deslizamiento.
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1. Fijamos u < v en [; por inyectividad f(v) — f(u) # 0.

2. Sean x < y en [ cualesquiera. Parat € [0, 1] definimos
x(t) = (1 —tu + tx, y(t) =1 —-t)v + ty.

3. Estdnenl: x(t) —u = t(x —u) y x(t) — x = (1 — t)(u — x) tienen signos opuestos o alguno es
0 (C1-003.T4), asi que x(t) es u, es x, o esta estrictamente entre ellos; en los tres casos x(t) € I
(C1-004.D2). Igual para y(t).

4. Nosecruzan: y(t) — x(t) = (1 —t)(v —u) + t(y — x); ambos sumandos son = 0 (C1-003.T4) y
no son los dos nulos (sit < 1 el primero es positivo; si t = 1, el segundo), asi que y(t) > x(t)
(C1-003.T6).

Paso 2: la diferencia no cambia de signo.

L. Seag(t) = f(y(t)) — f(x(t)) para t € [0, 1].

2. Las funciones t = x(t) yt ~ y(t) son polinomios (C1-022.T2), y f es continua en I; por la
composicion (C1-022.T3) y la resta (C1-022.T2), g es continua en [0, 1].

3. Como x(t) # y(t)y f esinyectiva, g(t) # 0 para todo t.

4. Si g(0) y g(1) tuvieran signos opuestos, 0 estaria entre ellos y el valor intermedio (C1-023.C1)
dariat € [0,1] con g(t) = 0: imposible.

5. Porlo tanto f(y) — f(x) = g(1) tiene el mismo signo que f(v) — f(u) = g(0) (C1-003.T1).

Paso 3: conclusién. Como esto vale para todos x < y en I:si f(v) > f(u), f es estrictamente creciente;
si f(v) < f(u), es estrictamente decreciente (C1-010.D2). B

Continuidad de la inversa

Teorema C1-026.T3

Si f es continua y estrictamente mondétona en un intervalo I, f =1 : f(I) - I es continua.

Idea de la demostracion
Para que f~1(y) quede a menos de ¢ de x,, basta que y quede entre los valores de f en dos

puntos x; < xy < x, elegidos de antemano a menos de ¢ de Xx,.
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Demostracién. Supongamos f estrictamente creciente.

Paso 1: la inversa es creciente.

1. Por C1-010.T1, f es inyectiva,y f~1 : f(I) — I es su inversa sobre la imagen (C1-011.D1).

2. Siy<y'enf(l),cony = f(x) ey’ = f(x'), no puede ser x = x' (daria f(x) = f(x')), asi que
x < x' (C1-003.T1): f~1 es estrictamente creciente.

3. (Por C1-026.T1, f(I) es ademas un intervalo; la demostracion que sigue no lo necesita, ni usa la

continuidad de f.)

Paso 2: los puntos de control. Sean y, € f(I),xo = f~(yy) y € > 0.

1. Lado izquierdo. Si existe p € I con p < x,, sea x; el mayor de p y x, — €/2. Entonces x; € [
(es p, o estd estrictamente entre p y x,; C1-004.D2),y x5 — € < x; < xo (C1-003.T8). Sea §; =
Vo — f(x1) > 0.Sino existe tal p, sea §; = 1.

2. Lado derecho. Del mismo modo, si existe p’ € I con p’ > x,, sea x, el menorde p' y x, + £/2, de

modo que x, €1, x5 < xp < xo+ &y, = f(x3) —yo > 0.Sino, 5, = 1.

Paso 3: el 5. Sea § el menor de §; y 5, (C1-003.T1),yseay € f(I) con |y —y,| < §;seax = f~1(y) € I.

Por tricotomia hay tres casos.

1. Siy = y,, entonces x = x,.

2. Siy > y,, entonces x > x, (f ~! es creciente), asi que existe un punto de I ala derecha de x, y x,
estd definido. Comoy < yy + 6 < yy + 8, = f(x3), se tiene x < x,, y entonces x5 < x < x, <
Xg + €.

3. Siy <y, delamisma manerax; — & < x; < x < X.

En los tres casos |f~1(y) — x¢| < € (C1-004.T3). Por C1-022.D1, f ~! es continua en y,.

Paso 4: caso decreciente.

1. Si f es estrictamente decreciente, —f es continua y estrictamente creciente en .

2. Paray € f(), f* ) = (=)' (=
3. Por lo anterior (—f)~! es continua, y = —y también (C1-022.T2), y por C1-022.T3 f~! es conti-

nua. l
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Por qué cada hipotesis

A T2 sin intervalo

EnD =1[0,1]U[2,3],seaf(x) =xen[0,1]y f(x) =5 —x en[2, 3]. Es continua e inyectiva (las
imagenes [0, 1] y [2, 3] no se tocan), pero f(0) = 0 < f(2) = 3 > f(3) = 2: no es mondtona.

En la demostracidn, el deslizamiento x(t) se saldria del dominio.

. AT2sincontinuidad :
. En[0,2],seaf(x) =xen[0,1)y f(x) = 3 —x en[1,2]. Las imagenes [0,1) y [1, 2] no se tocan, ,
. asi que es inyectiva; pero f(0) =0 < f(1) = 2 > f(2) = 1: no es monotona. |

A T3 sin intervalo

Seaf(x) =xen[0,1)y f(x) = x—1en|[2,3]. Es continua y estrictamente creciente, con imagen
[0, 2].

Suinversaes f~1(y) = yparay < 1y f~!(y) =y + 1paray = 1.Con & = 1/2, para todo § el
puntoy=1-6/2(sid <2)cumple|y—1|<dy

f7 o) -l =11-6/2-2|>1/2.

En la demostracidn falla el lado izquierdo: no hay puntos de I entre 1y x, = 2.
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2 7 3
2_
1_
1_
0 1 0
0 1 2 3 0 1 2

Figura 26: El contraejemplo de T3: f (izquierda) es continua y estrictamente creciente en [0, 1) U [2, 3],

pero su inversa (derecha) saltaeny = 1.

Observacion sobre T3
La demostracién de T3 no usé la continuidad de f, solo que es estrictamente monétona en un
intervalo. La continuidad de f sirve para que el dominio f(I) de la inversa sea un intervalo (T1),

que es lo que se necesita en C1-031.

Ejercicios

Demuestra que f(x) = x3 + x es estrictamente creciente en R y que su inversa es continua.
Usa C1-026.T3 para demostrar que x — }/x es continua en (0, o).
Demuestra que una funcién continua en [a, b] cuya imagen es {0, 1} no existe.

En el modelo de la mafiana, calcula la hora correspondienteaT = 3°CyaT = 3.1°C.

o W

(Puede una funcidén continua e inyectiva en (0, 1) tener imagen [0, 1]? Justifica con C1-026.T2.

Respuestas

L) —f)=@0-0&*+xy+y*+Dyx*+xy+y*=0((es %(x2 +y2+ (x+y)?);la
inversa es continua por T3 (dominio f(R), un intervalo por T1).

2. y — y™ es continua y estrictamente creciente en (0, ) (C1-005.T9), con imagen (0, ) (C1-
023.C2); su inversa es %/-.
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3. Por T1, f([a, b]) seria un intervalo que contiene a 0 y a 1, asi que contendriaa 1/2.
4.t =6 —2v4 =2(8:00);t = 6 — 2v/3.9 = 2.0503 (= 8:03).
5. No: seria estrictamente mondtona (T2), digamos creciente; si f(c) = 1 con ¢ € (0, 1), cualquier

x € (¢,1) daria f(x) > 1, fuera de la imagen.



C1-027 - Razon de cambio y recta

tangente

Motivacion

El velocimetro frente a la cAimara

Un auto arranca en un semaforo y su posicién, en metros, a los t segundos es f(t) = 2t2. Alos
3 segundos pasa frente a una camara, a f(3) = 18 metros del semaforo. ;Qué niimero deberia
marcar el velocimetro en ese instante?

La divisién 18/3 = 6 da la velocidad promedio desde el arranque, que no es lo que se pregunta.
Doénde falla la analogia: un velocimetro real promedia en un intervalo de tiempo muy corto, pero

de longitud positiva; la derivada es el limite exacto, sin intervalo minimo.

Lo que si se puede calcular es la velocidad promedio entre los instantes 3y 3 + h, para h # 0:

fBG+m)—f(3)
h

=12 + 2h.

h 1 01 001 -01

promedio 14 12.2 12.02 11.8

Los promedios se acercan a 12 desde ambos lados. Geométricamente, la secante que une (3, 18) con

(3 + h, f(3 + h)) gira hasta pegarse a una recta de pendiente 12.

La velocidad instantanea ser3, por definicion, ese limite: 12 m/s, es decir, 43.2 km/h.

180
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50 = f(t)=2t"

------ secante, h =2
404 —°~ secante, h =1
——— secante, h=0.4

tangente, pendiente 12

2 30
b=
Q

£ 20 -

10 1

0 -

0 1 2 3 4 5
segundos ¢

Figura 27: Las secantes de f(t) = 2t? por (3,18) con h = 2, 1, 0.4 giran hacia la tangente de pendiente
12; los circulos blancos marcan los puntos (3 + h, f (3 + h)).

Definiciones

Definicion C1-027.D1 (derivada)

Sea f definida en un intervalo abierto que contiene a a. f es derivable en a si existe

(@) o= g [ETR @

- La recta tangente a la grafica de f en (a, f(a)) esy = f(a) + f'(a)(x — a).
- Si f(t) es la posicion en el instante ¢, la velocidad instantdnea en a es f'(a).

- f es derivable en un intervalo abierto si lo es en cada punto del intervalo.

Observaciones.

1. Lahipétesis de dominio garantiza que el cociente esta definido para todo h # 0 con |h| pequefio,
positivo o negativo; asi el limite tiene sentido segin C1-017.D1.

2. El limite no mira h = 0 (C1-017.D1), de modo que se puede simplificar el cociente suponiendo
h # 0.
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3. Porlatraslaciéon C1-017.T2, aplicada a F(x) = (f (x) — f(a))/(x — a), también

f'(a) = m f) = f@

—a X—a

cuando cualquiera de los dos limites existe.

Resultados

En esta clase no hay teoremas; se calculan derivadas directamente desde la definicion.

Ejemplo 1
Sea f(t) = 2t%. Parah # 0,

fG+h) —f(3) _2(9+6h+h?)—18 12h+ 2k

A A A =12+ 2h

(axiomas K1-K9; C1-002.T6 para operar fracciones; h - h~! = 1 por K8).
Como el limite en h — 0 solo depende delos valorescon h # 0 (C1-017.D1) ylimy,_,o(12+2h) =
12 (C1-018.C1), f es derivable en 3 con f'(3) = 12; latangenteesy = 18 + 12(t — 3). H

Ejemplo 2
Sea f(x) =2x?+xya€R.Parah # 0,

fla+h)—f(a) 4ah+2h®+h

=4 1+2
A A a+1+ 2h,

y por C1-018.C1 el limite es 4a + 1. Asi f'(a) = 4a + 1 para todo a: f es derivable en R. B

Ejemplo 3 (tangente que vuelve a cortar)
Seaf(x) =x3ya=1.

1. Parah # 0, ((1 + h)® —1)/h = 3 + 3h + h? > 3 (C1-018.C1).
2. Asique f'(1) = 3ylatangenteesy = 3x — 2.
3. Como x3 — (3x — 2) = (x — 1)?(x + 2) (desarrollando con K1-K9), la tangente corta otra

vez ala graficaen x = —2.
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La tangente comparte la pendiente en el punto; no tiene por qué tocar la curva una sola vez. B

tangente y =3z — 2

Figura 28: La tangente a x3 en x = 1 vuelve a cortar la graficaen x = —2.

Ejemplo 4 (tangente vertical)
Sea f(x) = ¥/x (C1-023.C2, extendida a x < 0 por ¥/x := —3/~x y Y0 := 0).

1. Parah # 0, (f(h) — £(0))/h = Yh/h, cuyo valor absoluto es 1/3/h2.

2. Con h,, = 1/n3 se tiene h,, # 0, h,, » 0 (C1-012.T2, C1-013.T2) y i/h_n = 1/n (unicidad
en C1-023.C2).

3. Asi que el cociente vale (1/n)/(1/n3) = n? (C1-005.T9).

4. Si el limite existiera y valiera L, por C1-019.T1 la sucesién n? convergeria a L y seria aco-
tada (C1-013.T1), lo que contradice C1-007.T1 (pues n? > n).

5. Luego f no es derivable en 0. B




Céalculo diferencial 184

Por qué cada condicion

A Intervalo abierto alrededor de a

f(x) = /x esta definida en [0, ), que no contiene ningun intervalo abierto alrededor de 0. El
cociente vVh/h solo tiene sentido para h > 0; la definicién C1-027.D1 no se aplica en 0.

(Los limites laterales permiten hablar de derivadas laterales, que no se usan en este curso.)

A Que el limite exista

f(x) = |x| en0: el cociente vale 1 sih > 0y —1si h < 0; los limites laterales difieren, asi que no E
hay limite (C1-020.T1). Se detalla en C1-028.E1. E

El ejemplo 4 muestra otro modo de fallar: el cociente crece sin cota.

Ejercicios

1. Con la definicién, calcula f'(a) para f(x) = x? — 5x + 1y escribe la tangente en a = 2.

2. Calcula la velocidad instant4nea a los 2 s de un objeto con posicién f(t) = 3t? + 4t (metros,
segundos).

3. Demuestra con la definicion que si f(x) = mx + d, entonces f'(a) = m para todo a.

4. Encuentra el otro punto donde la tangente a x3 en a = 2 corta a la grafica.

5. Explica por qué la definicién C1-027.D1 no permite hablar de f'(0) para f(x) = V/x.

Respuestas

1. El cociente es 2a — 5+ h; f'(a) = 2a — 5;ena = 2: f(2) = =5, f'(2) = —1, tangente y =
—5—-(x-2).

El cociente en a = 2 es 16 + 3h; la velocidad es 16 m/s.

Parah # 0,(m(a+h)+d—ma—d)/h = mh/h = m; el limite de la constante mesm (C1-017.E1).
Tangente y = 12x — 16; x3 — 12x + 16 = (x — 2)?(x + 4), cortaen x = —4.

v W N

El dominio [0, ) no contiene ningtin (—7,); para h < 0, vVh no esta definido.



C1-028 - Derivable implica continua

Motivacion

El GPS que salta
La aplicacion del GPS registra un viaje asi: hasta antes de la 1:00 la posicién es 60t km y desde
la1:00 es 60t + 1 km. Ala 1:00 exacta el auto «saltd» un kilémetro. ; Pudo el velocimetro marcar

algiin nimero en ese instante?

- Porla derecha, las velocidades promedio valen 60.
- Por la izquierda, (f(1 + h) — f(1))/h = 60 — 1/h, que vale 70 con h = —0.1, 160 con
h=-0.01y 1,060 con h = —0.001: crecen sin cota.

No hay un nimero al que se acerquen.
Dénde falla la analogia: un auto real no salta; el salto es un error de la aplicacién. El teorema

habla de la funcién registrada, no del auto.

El teorema de esta clase explica por qué: si la posicion tiene velocidad instantanea en un instante, no
puede saltar en ese instante. El reciproco es falso: la funcidén |x| no salta en 0 y, sin embargo, no tiene

tangente ahi.

185
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salto: ni continua ni derivable |z|: continua, no derivable en 0
1
70 A
65 A
E 60 A
55 A
50 A
O:I48 l:IOO 1:I12

hora

Figura 29: Izquierda: el registro del GPS salta en t = 1; no es continuo ni derivable ahi. Derecha: |x| es

continua en 0 pero tiene una esquina: no es derivable.

Definiciones

Se usan C1-027.D1 (derivada) y C1-022.D1 (continuidad). No hay definiciones nuevas.

Resultados

Derivable implica continua

Teorema C1-028.T1

f derivable en a = f continua en a.

Idea de la demostracion
Se escribe f(a + h) — f(a) como el cociente de la derivada por h; el cociente tiende a f'(a) y h
a0.

Demostracion.
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1. Por la definicién C1-027.D1 exister > 0 con (a —r,a +r) C dom f.
2. Para 0 < |h| < r (axiomas K5, K7 y K8: h™1h = 1),

f(a+h)—f(a)=f(a+h})l_f(a)-h.

3. Cuando h — 0, el primer factor tiende a f'(a) por hipétesis y el segundo a 0 (C1-017.E1).
4. Por el 4lgebra de limites (C1-018.T1) el producto tiende a f'(a) - 0 = 0 (C1-002.T3).
5. Sumando la funcién constante f(a), cuyo limite es f(a) (C1-017.E1, C1-018.T1), se obtiene

im0 f(a+ k) = f(a).
6. Por latraslacion C1-017.T2, im,_,, f(x) = f(a).

7. Como a es interior del dominio de f, esto equivale a la continuidad de f en a (C1-022.T0). &
El reciproco es falso

Ejemplo C1-028.E1

|x| es continua en 0 y no es derivable en 0.

Demostracion.

Continuidad.

1. Dadoe > 0,sead = ¢.
2. Si|x — 0] < 4, entonces ||x| - |O|| = |x| < £ (C1-004.D1, C1-004.T1).
3. Por C1-022.D1, |x| es continua en 0.

No derivabilidad.

1. Parah > 0, (|h| = |0])/h = h/h = 1,yparah <0, (|h| —|0])/h = —h/h = —1 (C1-004.D1).

2. Los limites laterales del cociente en 0 son 1y —1 (C1-017.E1 en su versidn lateral, C1-020.D1).

3. Como son distintos, el cociente no tiene limite en 0 (C1-020.T1) y |x| no es derivable en 0 (C1-
027.D1).1
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Derivadas basicas

Teorema C1-028.T2

Paratodo a € R: (¢)'(a) = 0; (mx + d)'(a) = m; paran € N, (x™)'(a) = na™ 1.

Idea de la demostracion

En los dos primeros casos el cociente es constante; en el tercero se factoriza x™ — a”.

Demostracién. Sea a € R; las tres funciones estan definidas en R, que es un intervalo abierto que con-

tiene a a.

1. Sif(x) = c,parah # 0elcocientees (c—c)/h = 0 (K4,C1-002.T3), cuyo limite es 0 (C1-017.E1).

2. Sif(x) =mx +d,parah # 0 el cociente es (m(a + h) + d —ma — d)/h = mh/h = m (K1-K9),
cuyo limite esm (C1-017.E1).

3. Sea f(x) = x™. Por C1-005.T8, para x # a,

n-1
x" —a" k,n-1-k
_— = x®a .
Xx—a
k=0

4. Ellado derecho es un polinomio en x (de coeficientes a™~17¥), asi que por C1-018.C1 su limite
enx — aes

-1

S

n-1
akagn—1-k = Z a1 = pgn?
k=0

=
Il

0
(C1-005.T9, con la convencién x° := 1 de C1-005.D2; la suma de n términos iguales a ¢ es nc por
induccion, C1-005.T1).

5. Porlatraslacion C1-017.T2 (observacion 3 de C1-027), el limite del cociente en h — 0 es el mismo:
f'(@) =na™ 1. W
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Seno y coseno

Teorema C1-028.T3 (A G1)

sen’ = cos, cos’ = —sen.

A Depende de G1

Este resultado depende de los hechos geométricos provisionales C1-021.G1 (seno y coseno defi-
nidos con el circulo unitario). Ningin teorema no trigonométrico de Calculo I lo usa. En C2-014

se rehace desde la integral, y ahi no se puede citar este teorema.

Idea de la demostracién

La férmula de la suma separa el cociente en dos limites conocidos de C1-021.

Demostracién. Sea a € R (seny cos estan definidos en todo R por C1-021.G1).

1. Por la férmula de la suma (C1-021.G1), para h # 0,

sen(a + h) —sena cosh—1 senh

=sena- ———— +cosa-
h h

2. Por C1-021.T2 y C1-018.T1 (producto por la constante —1), (cosh — 1)/h — 0.
3. Por C1-021.T1, (senh)/h — 1.
4. Por C1-018.T1 el cociente tiendeasena -0 + cosa - 1 = cosa.

5. Del mismo modo, cos(a + h) = cosacosh —senasenh (C1-021.G1) da

cos(a + h) —cosa cosh—1 senh

=cosa-———— —sena-
h h

— —sena. [ |
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Por qué cada hipotesis

A Sin derivabilidad la continuidad puede fallar

f@®) =60tsit<1,f(t)=60t+1sit=1.Ena=1,f(1) =61perolm,,-f(t) =60 (Cl- E
018.C1 en versidn lateral, C1-020.T2), asi que f no es continua en 1 (C1-022.D1, C1-020.T1). E

Por el teorema, tampoco es derivable en 1: para h < 0 el cociente 60 — 1/h no esta acotado.

A El reciproco es falso

1 I
1 I
E C1-028.E1: |x| es continua en 0 sin ser derivable ahi. La continuidad no basta para tener tangen-
: |
I I

te.

Ejercicios

1. Demuestra que si f es derivable en a, entonces f es acotada en algun intervalo (a —r,a + 7).

2. Calcula con C1-028.T2 la derivada de x> en a = —1 y escribe la tangente.

3. Seag(x) =x%six € Qy g(x) = 0six ¢ Q. Demuestra que g es derivable en 0 con g’'(0) =0y
que no es derivable en 1.

4. Da una funcién continua en todo R que no sea derivable en 0 ni en 1.

5. (A G1) Usa C1-028.T3 para escribir la tangente a sen en a = 0.

Respuestas

1. Por C1-028.T1 f es continua en a; con € = 1 en C1-022.D1 hay 6 con |f(x)| < |f(a)| + 1 para
|x —al| < 6 (C1-004.T5).

2. 5(-1D*=5;f(—1) = —1; tangentey = —1 + 5(x + 1).

3. En 0: |g(h)/h| < |h|, y por sandwich (C1-019.T2) el cociente tiende a 0. En 1: g no es continua
(por C1-019.T1, con racionales e irracionales que tienden a 1, C1-007.T3 y C1-008.T3), luego no
es derivable (contrapositiva de C1-028.T1).

4. f(x) = |x| + |x — 1| (cocientes laterales distintos en 0 y en 1).

5. sen0=0,cos0=1:y = x.



C1-029 - Reglas de derivacion

Motivacion

La pizzeria

Una pizzeria vende 400 pizzas por semana a 150 pesos cada una: ingresa 60,000 pesos. Cada
semana sube el precio 2 pesos y, por eso, vende 5 pizzas menos. ;El ingreso sube o baja?
Conp(t) = 150 + 2ty q(t) = 400 — 5¢, el ingreso es R = pq. Laregla que se demuestra en esta

clase da
R'(0) =p'(0)q(0) + p(0)q'(0) = 800 — 750 = 50

pesos por semana: sube. La tentaciéon R' = p’'q’ = —10 es falsa.
Doénde falla la analogia: precios y ventas cambian a saltos (cada semana, pizzas enteras), no son

funciones derivables; la regla del producto es exacta solo en el limite.

La imagen es un rectangulo de altura p y base q. Al pasar un tiempo h:
- el area gana una franja de arriba (p'h - q);
- pierde una franja lateral (p - q'h);

- yhay unaesquinap’h - q'h.

Al dividir entre h y hacer h = 0 la esquina desaparece. En una semana completa no desaparece:

R(1) — R(0) = 152 - 395 — 60,000 = 40 = 50 — 10.

191
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esquina
ganap'h-q
#
4
%
Ppierde]
P4 plg'[h )
%
1
%

Figura 30: El rectangulo p - q: al pasar el tiempo h gana la franjap’h - q, pierde la franjap - |q'|h, y queda

una esquina de orden h2.

Definiciones

Para funciones f, g, las operaciones f + g, cf, fg y f/g son las de C1-011.D1. No hay definiciones

nuevas.

Resultados

En todo el capitulo, las hipétesis de C1-029.T1-T3 se leen asi: f y g son derivables en a (y, para el

cociente, g(a) # 0); entonces la funcién indicada es derivable en a y su derivada en a es la indicada.

Suma y multiplo

Teorema C1-029.T1

Si f y g sonderivablesenay c € R, entonces f + g y cf son derivables en a, con (f + g)'(a) =
fll@+g'@y (@ =cf'(a).

Demostracion.

1. Por C1-027.D1 hay r > 0 con f y g definidas en (a — r,a + r) (el menor de los dos radios).
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2

3
4

Pro

. Para 0 < |h| < r (K1, K2, K9, C1-002.T6),
frgat+h)—-(+g9)(a) _flat+h —f(a) 4 gla+h)—g(a)

h h h '
. Por C1-018.T1 el lado derecho tiende a f'(a) + g’ (a).
. Del mismo modo (K9, C1-018.T1 con la constante ¢, C1-017.E1),

+h) — +h) —
cf(a+h)—cf(a) =C_f(a ) —f(a) Sef'(@).  m

h h

ducto

Teorema C1-029.T2 (producto)

Si f y g son derivables en a, fg es derivableenay (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Idea de la demostracion

Se suma y se resta f(a)g(a + h) para separar el cambio de f del cambio de g.

Demostracion.

—_

. Por C1-027.D1 hay r > 0 tal que f y g estdn definidas en (a —r,a + ).
. Para 0 < |h| < r, sumando y restando f(a)g(a + h) (K1-K4, K9, C1-002.T6),

flathglat+h —f(a)gla) _flat+h) —f(a) (@+n-g@@

g
- L g(a+h) + (@) =

. Como g es derivable en a, es continua en a (C1-028.T1); como a es interior, im,_, g(x) = g(a)
(C1-022.T0) y por traslacion limy,_,q g(a + h) = g(a) (C1-017.T2).

Los dos cocientes tienden a f'(a) y g'(a) por hipétesis.

5. Por C1-018.T1 el lado derecho tiende a f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Luego fg es derivableenay (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a). A
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Cociente

Teorema C1-029.T3 (cociente)

Si f y g sonderivablesenay g(a) # 0, f/g es derivableena y

(i)’(a) _ f'(@)g(a) — f(a)g'(a)
g g(a)? '

Idea de la demostracion

Primero se deriva 1/g; luego f/g = f - (1/g) y se usa el producto.

Demostracion.

1. Como g es derivable en q, es continua en a (C1-028.T1).
2. Como g(a) # 0, se tiene g(a) > 00 g(a) < 0 (C1-003.T1), y por la conservacion del signo
(C1-022.T4) hay r > 0 tal que g esta definida y no se anula en (a — r, a + r); ahi esta definida

1/g.
3. Para 0 < |h| < r (C1-002.T6),
1/g(a+h)—1/g(a) ~  glath)—g(a) 1
h - h gla+hg@

4. Cuando h — 0: el cociente tiende a g'(a) (hipotesis); g(a + h) - g(a) (C1-022.T0, C1-017.T2);
y g(a)? # 0 (C1-002.T5).

5. Por C1-018.T1 (producto y cociente), el lado derecho tiende a —g'(a)/g(a)?. Asi 1/g es derivable
enacon(1/9)(a) = —g'(a)/g(a)*.

6. Porlaregla del producto C1-029.T2 aplicadaa f y 1/g (C1-002.T6),

g'(a) _ f'(@)g(a) — f(a)g'(a)
g(a)? g(a)? '

1

9@ "

(5)'(@ = '@~ f(@
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Potencias negativas, polinomios y racionales

Corolario C1-029.C1

Parax # 0yn € N, (x ™)’ = —nx~""1; derivadas de polinomios y racionales.

Demostracion.

1. Seaa # 0.x™™" = 1/x" (C1-005.D2) y x™ no se anula en a (C1-005.T9, C1-002.T5).
2. Por C1-029.T3 con f =1y g = x™, y por C1-028.T2 (leyes de exponentes C1-005.T9),

o n-1

(x™™(a) = o = —na "1,

3. Para un polinomio p(x) = Z;(nzo ax¥, por induccién sobre m (C1-005.T1) con C1-029.T1y C1-
028.T2,p'(x) = Ypey kax* ! en todo x.

4. Para un racional p/q, en cada a con q(a) # 0, C1-029.T3 da (p/q)' (@) = (p'(a)q(a) —
r(@)q'(a))/q(a)*>. B

Por qué cada hipotesis

A Sin derivabilidad de f

v f(x) = x|, g(x) = 1,a = 0: fg = |x| no es derivable en 0 (C1-028.E1). Lo mismo intercam-

biando los papeles muestra que hace falta la derivabilidad de g.

A Las hipdtesis son suficientes, no necesarias

f(x) = x,g(x) = |x|: para h # 0 el cociente de fg en 0 es h|h|/h = |h| = 0 (C1-028.E1), asi
que x|x| es derivable en 0 con derivada 0, aunque la férmula del producto no se puede escribir

porque g'(0) no existe.

A Sin g(a) distinto de 0

1/x no esta definida en 0; no hay nada que derivar.
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Ejercicios
1. Calcula (x3 — 4x + 7)' y evaltialaen x = 2.
2. Calcula la derivada de (x2 + 1)/(x — 1) y evaltala en x = 2.
3. Demuestra por induccién que si f es derivable en a, entonces (™)' (a) = nf(a)" 1f'(a).
4. Da f, g derivables en 0 con (fg)'(0) # f'(0)g'(0).
5. Demuestra que si f es derivable en a 'y f(a) # 0, entonces (1/f)'(a) = —f'(a)/f(a)? sin usar

la regla del producto.

Respuestas

1. 3x%2 — 4; en 2 vale 8.

2. (x2—=2x—-1)/(x —1)?; en 2 vale —1.

3. Cason = 1 trivial; sivale paran, f**1 = f™. f ypor C1-029.T2, (f ")) = nf" " 1f" . f + fnf' =
(m+ Df"f".

4. f(x) = g(x) =x: (x*)'(0) =0y f'(0)g'(0) = 1.

5. Es el primer paso de la demostracion de C1-029.T3.



C1-030 - Regla de la cadena

Motivacion

Los engranes de la bicicleta
En una bicicleta con plato de 44 dientes y pifién de 11, cada vuelta del pedal hace girar la rueda
44/11 = 4 veces. Si la rueda mide 2.1 m de perimetro y pedaleas a una vuelta por segundo,

avanzas
1-4-2.1=84m/s,

es decir, 30.24 km/h. Las razones de cambio se multiplican: metros por vuelta de rueda, por
vueltas de rueda por vuelta de pedal.
Doénde falla la analogia: los engranes son lineales y sus razones son constantes; para curvas, el

factor g'(f (a)) depende del punto.

Con funciones curvas pasa lo mismo, pero punto a punto. Si f(x) = 3x + 1y g(u) = u?, la compuesta
@G HX)=CBx+1D?*=9x?+6x+1
tiene derivada 18x + 6, que en x = 1 vale 24. Y en efecto

geEM)f' M) =9'4)-3=8-3=24:

la pendiente de g se evalda en el punto al que llega f.

Definiciones

Se usan la composicién g o f (C1-011.D1) y la derivada (C1-027.D1). No hay definiciones nuevas.

197



Céalculo diferencial 198

Resultados

Teorema C1-030.T1 (regla de la cadena)

Si f es derivable en a y g es derivable en f(a), g o f es derivable enay (g ° f)'(a) =
g'(f (@) f'(@).

Idea de la demostracién

El intento ingenuo escribe

g ) —g(f(@) g(fx)—g(f(a) fx)—f(a)
x—a B f(x) - f(a) x—a '

pero f(x) — f(a) puede anularse para valores de x arbitrariamente cerca de a (por ejemplo, si

f es constante). Se evita con una funcién auxiliar ¢ que vale el cociente de g fuera de f(a) y

g'(f(@) en f(a).

Demostracion.

Paso 1: la funcion auxiliar .

1. Seab = f(a).Por C1-027.D1 hay s > 0 tal que g estd definidaen (b — s,b + 5).
2. Defineg : (b —s,b +s) - Rpor

_90) —g9®)

o) ) (y # b), @(b) = g'(b).

3. Porla derivabilidad de g en b y la traslacién C1-017.T2, hm,,_,,, 9(¥) = g'(b) = ¢(b); como b es
interior, ¢ es continua en b (C1-022.TO0).
4. Paratodoy € (b —s,b +s),

g»)—gd) =)y —>b): (D

siy # b por K5, K7 y K8; si y = b porque ambos lados valen 0 (K4, C1-002.T3).
Paso 2: la composicion.

1. Como f es derivable en a, es continua en a (C1-028.T1).
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2. Aplicando C1-022.D1 con € = s, hay § > 0 tal que |f(x) — b| < s siempre que |x —a| < § (y x
esté en el dominio de f; tomando § menor que el radio del intervalo de C1-027.D1 para f, todos
esos x lo estan).

3. Asi g o f esta definida en (a — §,a + 6).

4. Para0 < |x — a| < §,laigualdad (1) cony = f(x) y K5 dan

90 ) —9( (@) _ o(F(0)) - f&) =~ f@)

X —a X —a

Paso 3: el limite.

Por C1-022.T3, ¢ o f es continua en a, asi que im,_,, ¢ (f(x)) = ¢(b) = g'(f(a)) (C1-022.T0O).
El segundo factor tiende a f'(a) (C1-027.D1 con C1-017.T2).

Por C1-018.T1 el producto tiende a g'(f (a)) f'(a).

Por C1-017.T2 ese es el limite del cociente en h — 0 que define (g o f)'(a). B

W N

Por qué cada hipotesis

A Sin derivabilidad de fen a

f(x)=|x|,g(w) =u,a=0:gof =|x| noesderivable en 0 (C1-028.E1).

A Las hipdtesis son suficientes, no necesarias

no se puede escribir porque f'(0) no existe.

E f(x) =|x],g(w) =u?:gof = x? (pues |x|?> = x2,C1-004.T6) es derivable en 0, pero la férmula

Ejercicios

1. Calcula la derivada de (x? + 1)° en x = 1.

2. Calcula la derivada de 1/(1 + x?) como composicién y comprueba con la regla del cociente.
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3. Demuestra que si f es derivable en a, entonces x — f(mx + d) es derivable en todo x, con
mx, + d = a, con derivada mf’'(a).

4. Sea f derivable en Ry par. Demuestra que f' es impar.

5. Explica con un ejemplo concreto por qué el «intento ingenuo» de la demostracién no es una prue-

ba.

Respuestas

5(x? + 1)* - 2x; en 1 vale 160.
gw) =1/u, f(x) =1+ x2%: — (14;2)2 - 2x; en x = 1 vale —1/2; coincide con C1-029.T3.

Regla de la cadena con la funcién interior mx + d (C1-028.T2).
f(x) = f(—x); derivando con la regla de la cadena, f'(x) = —f'(—x).

Con f constante, f(x) — f(a) = 0 para todo x: el primer cociente no esta definido en ningtin

gk W

punto.



C1-031 - Derivada de la inversa, implicita

y orden superior

Motivacion

Minutos por kilometro

En carretera, sin detenerte ni regresar, pasas el kilometro 80 con el velocimetro en 100 km/h.
La posicion es una funcion del tiempo, x = f(t). Como nunca te detienes ni regresas, cada kil6-
metro se pasa una sola vez y la hora también es una funcién de la posicién: t = f~1(x).

(A qué ritmo pasa el tiempo por kilémetro en el kilémetro 807 Si avanzas 100 km por hora, cada

kilémetro te toma 1/100 de hora: 0.6 minutos. El teorema de esta clase dice que eso es exacto:

s _ 1

G(80) = s,

donde a es la hora en que pasaste el kilometro 80.

Dénde falla la analogia: si te detienes en un semaforo, la posicién deja de ser estrictamente cre-
ciente y la hora deja de ser funcidn de la posicion; si en el kilometro 80 el velocimetro marcara

0, el ritmo por kilémetro no estaria acotado.

Geométricamente, la grafica de f 1 es el reflejo de la de f en la diagonal y = x (C1-011.T3); reflejar

intercambia «subida» y «avance», y la pendiente se invierte.

201
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2.5 1 — f(x):xz
— Ty =Vy
---- pendiente 2 y=x
209 ___. pendiente 1/2 //
Ill
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Figura 31: f(x) = x? y su inversa v, reflejadas en y = x: la tangente de pendiente 2 en (1, 1) se refleja

en una de pendiente 1/2.

Definiciones

Definicion C1-031.D1 (orden superior; implicita)

f© := f; si f' existe en un intervalo abierto que contiene a a y es derivable en a, f”(a) :=
(f")'(a); en general f ™+ := (f(M)' Si f es la posicién, f” es la aceleracidn.

Derivacion implicita (técnica): si una ecuacién F(x,y) = 0 define y como funcién de x y se supo-
ne que esa funcion es derivable, se deriva la ecuacion con la regla de la cadena y se despeja y’; la

existencia y derivabilidad de y se justifican en Calculo III con el teorema de la funcién implicita.

Ejemplos

1. Con f(t) = 2t? (posicién en metros) se tiene f'(t) = 4ty f”(t) = 4: aceleracién cons-
tante de 4 m/s* (C1-028.T2, C1-029.T1).

2. Enla circunferencia x2 + y? = 25 cerca de (3, 4), suponiendo y derivable, 2x + 2yy’ = 0
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yy' = —x/y = —3/4.Se comprueba con la funcién explicita y = V25 — x?2, que por
C1-031.C1 y C1-030.T1 tiene derivada —x/v25 — x?, iguala —3/4 en x = 3.

A La derivacion implicita supone lo que no prueba

La técnica da el valor de y' si y existe y es derivable; no demuestra ninguna de las dos cosas.

______________________________________________________________________________

Resultados

Derivada de la inversa

Teorema C1-031.T1 (derivada de la inversa)

Sea f continua y estrictamente mondtona en un intervalo I, a interior de /, f derivable en a con
f'(a) # 0.Entonces b = f(a) es interior de f(I), f ! es derivableen by (f ~1)'(b) = 1/f'(a).

Idea de la demostracion
Se toma cualquier sucesion y, — b; con f~1 sellevaax,, — a,y el cociente de f ! en y,, es el

reciproco del cociente de f en x,,.

Demostracion.
Paso 1: la inversa existe y es continua.
1. Como f es estrictamente monétona, es inyectiva (C1-010.T1); su inversa sobre la imagen f ™1 :

f({l) - I existe (C1-011.D1).
2. Por C1-026.T1, f(I) es un intervalo, y por C1-026.T3, f ! es continua en f(I).

Paso 2: b es interior de f (1).
1. Como aesinteriorde/,hayr > 0con(a—2r,a+2r) c I,yportantoa—r, a+r € [ (C1-004.D2).

2. Si fescreciente, f(a—71)<b < f(a+r).
3. Como f(I) es un intervalo que contiene a f(a + r), contiene a (f(a — r), f(a + 1)) (C1-004.D2);



Céalculo diferencial 204

asi b es interior de f(I).

4. Si f es decreciente, el mismo argumento con (f(a + r), f(a —1)).
Paso 3: el limite.
1. Sea (y,) unasucesiénen f(I) cony, # bey, = b,yseax, = f 1(y,) € I.

2. Como f~1 esinyectiva, x,, # a; como f~! es continua en b, x,, » f~1(b) = a (C1-022.T1).
3. Como f(x,) =y, #b = f(a) (K8, C1-002.T6),

O —f) . xp—a <f(xn) —f(a)>_1_

Xp—a

Yn—b Cfea) —f(@

4. Por la derivabilidad de f en a y la traslacion C1-017.T2, im,_,(f(x) — f(a))/(x —a) = f'(a),y
por C1-019.T1 el paréntesis tiende a f'(a).

5. Como f'(a) # 0, por C1-013.T2 el lado izquierdo tiende a 1/f"'(a).

6. Como (y,) era arbitraria, C1-019.T1 da

1 fffo-f1*) 1

m = :

y=b y—b f'(@)

7. Por C1-017.T2 y C1-027.D1 (b es interior del dominio de f~1), f~! es derivable en b con
FH'®) =1/f'(a).®

Potencias racionales

Corolario C1-031.C1

Parax > 0yp/q € Q, (xP/9)" = (p/q) xP/971,

Demostracion.

Paso 1: la raiz q-ésima.

1. Seag e Ny g(x) =x%enl = (0, ).

2. g es continua (C1-022.T2), estrictamente creciente (C1-005.T9) y g’'(x) = gx?°! > 0 (C1-
028.T2, C1-005.T9).

3. Suimagen es (0, ) y suinversa esy + {/y (C1-023.C2). Todo punto de I es interior.
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4. Por C1-031.T1, paray > 0 con a = {/y (leyes de exponentes racionales, C1-023.T2),

1 1 1
! = = _y-@1/q = Zy1/q-1
@' gt g PRGN

Paso 2: la potenciap/q.

1. xP/1 = (Yx)P (C1-023.D1).

2. Sip = 0, la funcidn es la constante 1y su derivadaes 0 = 0 - x~1 (C1-028.T2).

3. Sip # 0, la funcién u » u? es derivable en u > 0 con derivada puP~! (C1-028.T2sip > 0,
C1-029.C1sip < 0).

4. Por laregladelacadena (C1-030.T1) y C1-023.T2, C1-005.T9,

(xP/1) = p (Yx)P~1. %xl/q—l

_ P w-1/a+1/9-1
q

q

Por qué cada hipotesis

A Estrictamente monotona

f(x) =x%enl = (—1,1) no es inyectiva (f (—1/2) = £(1/2)): no hay inversa.

A Continua en I

Seal = (-1,1]yf(x) =xsix<0,f(x) =x+1/n?sil/(n+1)<x < 1/n(n €N).

- f es estrictamente creciente: en cada pieza lo es, y al pasar de la piezan + 1 ala piezan
sube, pues 1/(n + 1)? < 1/n2.

- fesderivableen 0 con f'(0) = 1: parah < O el cocientees 1,yparal/(n+1) <h<1/n
vale 1 + 1/(n?h), entre 1y 1 + (n + 1)/n?, que tiende a 1 (sdndwich, C1-019.T2 en su
version lateral).

- Pero en cada 1/(n + 1) hay un hueco: los valores del intervalo (1/(71 +D+1/(n+
1)%, 1/(n+ 1) + 1/n?) no estan en f(I).

- Esos huecos estdn tan cerca de 0 como se quiera, asi que b = f(0) = 0 no es interior de
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(Si f saltara en el propio a, ni siquiera seria derivable en a, por C1-028.T1.)

F(Dy (F~1'(0) no se puede definir con C1-027.D1.

A a interior

f(x)=xenRel =[0,1],a =0: f'(0) = 1, pero b = 0 no es interior de f(I) = [0, 1].

A Derivada distinta de cero

E f(x) =x3enRR, a = 0: f es continua y estrictamente creciente, f'(0) = 0,y f1(y) = 3/y noes
E derivable en 0 (C1-027, ejemplo 4).

E De hecho, si f~! fuera derivable en b, la regla de la cadena aplicada a f~! o f = id daria
(f~1Y(b) f'(a) = 1, imposible con f'(a) = 0.

Ejercicios
1. Sea f(x) = x3 + x. Calcula (f ~1)’(2) sin despejar f 1.
2. Calcula (x?/3) enx = 8.
3. Calcula f” para f(x) = x* — 3x? yla aceleracién en t = 1 si f es una posicién.
4. Con derivacién implicita, encuentra la pendiente de x? + xy + y? = 7 en (1, 2) (suponiendo y

derivable).
Demuestra que si f es derivable en un intervalo abierto [ 'y f' > 0 en I, no se puede concluir

todavia que f sea inyectiva con lo visto hasta esta clase; ;qué teorema futuro lo da?

Respuestas
1. f es continua y estrictamente crecienteen R; f(1) = 2, f'(1) = 4; (f 1)’ (2) = 1/4.
2. (2/3)87 13 =1/3.
3. f" =12x% — 6; en 1 vale 6.
4. 2x+y+xy' +2yy' =0;en(1,2):4+5y' =0,y =—4/5.
5. Hace falta el teorema del valor medio y su consecuencia C1-034.T2 (f' > 0 = estrictamente

creciente).



C1-032 - Fermat y Rolle

Motivacion

La pelota lanzada hacia arriba

Lanzas una pelota hacia arriba a 14.7 m/s. Su altura es h(t) = 14.7t — 4.9t?> metros y a los 3
segundos vuelve al piso: h(0) = h(3) = 0.

En algiin momento deja de subir y empieza a bajar; ahi su velocidad vertical h'(t) = 14.7 — 9.8t
vale cero,ent = 1.55,a 11.025 m de altura.

¢(Pasa lo mismo con cualquier trayectoria que sale y llega a la misma altura, aunque el viento
la haga subir y bajar varias veces? El teorema de Rolle dice que si, siempre que la altura sea
continua y derivable.

Doénde falla la analogia: si la pelota rebota en el piso a la mitad del recorrido, en el rebote la
altura no es derivable (como |x| en 0) y Rolle no se aplica a ese tramo. Ademas, en la parabola

el instante ¢ queda justo a la mitad; en general no.

La clave esta en el punto mas alto: justo antes la pelota sube (pendientes = 0) y justo después baja

(pendientes < 0), asi que la pendiente en ese punto queda atrapada en 0. Ese es el teorema de Fermat.

207
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f(a) = f(b)

Figura 32: Rolle: una funcioén con f (a) = f(b) tiene al menos un punto interior con tangente horizontal;

aqui hay tres.

Definiciones

Definicion C1-032.D1

Seaf :A—-> Ryac€A.

- f tiene un mdximo local en a si existe r > 0 tal que f(x) < f(a) para todo x € A con
|x — a| < r; minimo local, con f(x) = f(a).

- Si f esderivableenay f'(a) = 0, a es un punto critico.
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Resultados

Fermat

Teorema C1-032.T1 (Fermat)

Si f tiene un maximo o minimo local en un punto interior a y es derivable en a, entonces f'(a) =
0.

Idea de la demostracion
A la derecha de un maximo los cocientes son < 0; a la izquierda, > 0; el limite comun no puede

ser ni positivo ni negativo.

Demostracién. Supongamos un maximo local en a (el minimo es analogo, cambiando las desigualdades,

o aplicando el caso del maximo a —f con C1-029.T1).

1. Como a esinteriory por C1-032.D1, hay r > 0 tal que f esta definidaen (a—r,a+r)y f(a+h) <
f(a)para |h| <.

2.S5i0<h<rf(a+h)—f(a) <0y1/h > 0/(C1-003.T7), asi que (f(a + h) — f(a))/h < 0
(C1-003.T4, C1-003.T9).

3. Si—r<h<0,1/h < 0yelcociente es > 0 (C1-003.T4).

4. Como f es derivable en a, los dos limites laterales del cociente existen y valen f’(a) (C1-020.T1).

5. Por la version lateral de C1-019.T3 (C1-020.T2), comparando con la constante 0 (C1-017.E1):

f(a) = Im, fla+ h})l — f(a) <0, f@=lm fla+ h})l — f(a) S

6. Por tricotomia (C1-003.T1), f'(a) = 0.1

Rolle

Teorema C1-032.T2 (Rolle)

Sean a < b, f continua en [a, b] y derivable en (a, b), con f(a) = f(b). Existe ¢ € (a, b) con

£'(c) = 0.
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Idea de la demostracion
Weierstrass da un punto mas alto y uno mas bajo; si alguno cae adentro, Fermat da f'(c) = 0;

si los dos caen en los extremos, la funcion es constante.

Demostracién. Por Weierstrass (C1-024.T2) existen x4, x, € [a, b] con f(x;) < f(x) < f(x,) para todo
x € [a, b].

Caso 1: f(x1) = f(xy).

1. Paratodo x € [a,b], f(x1) < f(x) £ f(xq), luego f(x) = f(xq1) (sifuera f(x) # f(xq1) la
tricotomia C1-003.T1 contradiria una de las dos desigualdades).

2. Seac = (a + b)/2; por C1-003.T8, ¢ € (a, b).

3. f(x) < f(c) paratodo x € [a, b]: f tiene un maximo local en ¢ (C1-032.D1).

Caso 2: f(x1) < f(x3).

1. Si x;q y x5 estuvieran ambos en {a, b}, 1a hipétesis f(a) = f(b) daria f(x;) = f(x;), contra la
tricotomia (C1-003.T1).

2. Luego alguno de ellos, llamémoslo c, esta en (a, b).

3. En c la funcién tiene su maximo (¢ = x,) o su minimo (¢ = x;) en [a, b], en particular uno local

(C1-032.D1).
Conclusion.
1. Enamboscasosc € (a, b) esinteriorde[a, b]: conr = min(c—a,b—c) > Osetiene (c—71,c+r) C

(a,b) (C1-004.D2).
2. Como f es derivable en ¢, Fermat (C1-032.T1) da f'(c¢) = 0.1
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Por qué cada hipotesis

A Continuidad en [a, b]

E f(x) =xen[0,1), f(1) = 0.Es derivableen (0,1) y f(0) = f(1) = 0, pero f'(x) = 1 para todo
. x €(0,1) (C1-028.T2). Falla la continuidad en 1.

' ADerivabilidaden(a,b) |

. f(x) =]x|en[—1,1]. Es continua (C1-028.E1 y C1-022.T2 lejosde 0) y f(—1) = f(1) = 1, pero
. f'(x)=—1parax <0, f'(x) =1parax > 0y f'(0) no existe (C1-028.E1).

COAfay=f®®) |

f(x) = xen [0, 1]: continua y derivable, f'(x) =1 # 0.

R ——————————.....,,
Fermat

' APuntointerior T !
. g:10,1] » R, g(x) = x, tiene un maximo local en 1, que no es interior de [0, 1]; ahi g ni siquiera |
. es derivable en el sentido de C1-027.D1, y la extensién x — x a R tiene derivada 1 en 1,n0 0, |
,  porque en R el punto 1 ya no es maximo local. !
b o l
. ADerivabilidkad !
. |x| tiene un minimo en 0, punto interior, y no es derivable ahi. :
L o o o o o e o o e e e e 1

A El reciproco es falso

L f(x) =x3:f(0) = 0(C1-028.T2) y f(x) < 0 < f(y) parax < 0 < y (C1-005.T9 y C1-002.T4),
. asi que 0 no es maximo ni minimo local.
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Ejercicios

1. Verifica las hipétesis de Rolle para f(x) = x? — 4x en [0, 4] y encuentra c.

2. Encuentra c de Rolle para f(x) = x3 — x en [0, 1]. ;{Es el punto medio?

3. Demuestraque x3+x—1 = 0 tiene exactamente una raiz real (existencia con C1-023.C3; unicidad
con Rolle).

4. Demuestra que si f es derivable en Ry f'(x) # 0 para todo x, entonces f tiene a lo mas una raiz.

5. Dauna funcién continua en [0, 2], derivable en (0, 2), con f(0) = f(2) y exactamente tres puntos
donde f' = 0.

Respuestas

1. Polinomio, continuo y derivable; f(0) = f(4) = 0; f'(c) =2c—4=0,c = 2.

2.3¢2-1=0,c= 1/\/_ ~ 0.577; no es el punto medio 0.5.

3. Sihubiera dosraicesr; < r,,Rolle dariac con3c?+1 = 0,imposible pues 3c?+1 > 0 (C1-003.T5,
02).

4. Dosraicesr; <1, yRolle en [ry, ;] darian f'(c) = 0.

5. f(x) = p(x)?> conp(x) = x(x — D(x — 2): f' = 2pp’ yp'(x) = 3x? —6x + 2.En (0,2), f' se
anula exactamente en 1 (raiz de p) y en 1 + 1/+/3 (raices de p").



C1-033 - Teorema del Valor Medio

Motivacion

Las casetas de la autopista

Pasas la caseta de entrada de la autopista alas 10:00 y la de salida, 150 km después, alas 11:15.
Nadie te midid la velocidad en el camino. Tu velocidad promedio fue 150/1.25 = 120 km/h. ;Se
puede asegurar que en algin instante ibas exactamente a 120 km/h?

En la grafica posicion-tiempo:

- lavelocidad promedio es la pendiente de la secante que une los puntos de las dos casetas;

- lo que marca el velocimetro en un instante es la pendiente de la tangente.

Si una tangente recorre la curva, en algiin momento queda paralela a la secante. El Teorema
del Valor Medio dice que esto ocurre siempre que la posicién sea continua y derivable: hubo un
instante a 120 km/h.

Dénde falla la analogia: 1a analogia es fiel; lo que el teorema no dice es cudndo ocurrid, ni cudntas

veces.

213
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tangente en c

secante

Figura 33: TVM: en alglin ¢ € (a, b) la tangente es paralela a la secante que une (a, f(a)) con (b, f (b)).

Definiciones

No hay definiciones nuevas. Se usan la derivada (C1-027.D1) y el teorema de Rolle (C1-032.T2).

Resultados

Teorema C1-033.T1 (TVM)

Seana < by f continua en [a, b] y derivable en (a, b). Existe ¢ € (a, b) con

f®) — f(@)

f1©) = =5

Idea de la demostracion

Rolle.

Demostracion.

A f se le resta la recta secante; lo que queda empieza y termina a la misma altura, y ahf se aplica
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1. Comoa < b, se tiene b —a € P (C1-003.D1),luego b — a # 0 (01).
2. Elnimerom = (f(b) — f(a))/(b — a) estd bien definido (K8, C1-002.D1).
3. Seah:[ab] >R,

h(x) = f(x) —m(x — a).

4. La funciéon x » m(x — a) = mx + (—ma) es un polinomio, continuo en todo R (C1-022.T2), y

derivable con derivada m (C1-028.T2).

5. Por la hipétesis sobre f y las reglas de continuidad y derivaciéon (C1-022.T2, C1-029.T1), h es

continua en [a, b], derivable en (a,b) y h'(x) = f'(x) — m.
6. h(a) = f(a) —m -0 = f(a) (C1-002.T3, K3, K4).
7. Comom(b —a) = f(b) — f(a) (K5-K8),

h(b) = f(b) = (f(b) = f(@)) = f(a)

(C1-002.T4, C1-002.T6, K1, K2, K4).
8. Asi h(a) = h(b), y por el teorema de Rolle (C1-032.T2) existe ¢ € (a,b) con h'(c) = 0.
9. Es decir, f'(¢) —m = 0; sumando m a ambos lados (K1, K3,K4), f'(c) =m. R

Ejemplo C1-033.E1
Sin continuidad en [a, b]: f(x) = x en [0,1), f(1) = 0. Sin derivabilidad: |x| en [—1, 1]. (Se

desarrollan en la seccién siguiente.)

Por qué cada hipotesis

A Continuidad en [a, b]

———————————]—>

f(x) = xen[0,1), f(1) = 0. f es derivable en (0,1) con f'(x) = 1 (C1-028.T2), pero no es
continuaen 1 (llm,_,4- f(x) =1 # 0).
La secante tiene pendiente (0 — 0)/(1 —0) = 0 y ningin ¢ € (0,1) da f'(c) = 0.

F

A Derivabilidad en (a, b)

f(x) = |x| en[—1,1]. f es continua, la secante tiene pendiente (1 —1)/2 = 0, pero f'(x) = —1
six <0,f'(x) =1six >0,y f'(0) no existe (C1-028.E1). Ningtn c sirve.

a
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f(x) = x3 en [—1,1]: la secante tiene pendiente (1 — (—1))/2 = 1y f'(c) = 3c¢? = 1da
¢ = +1/v/3 =~ +0.577; el punto medio 0 no sirve.

Ejercicios

. Encuentra c del TVM para f(x) = x% en [1, 3].
. Demuestraquesi|f'(x)] < Men(a,b)y f escontinuaen [a, b], entonces |f (y)—f (x)| < M|y—x]|

paratodos x,y € [a, b].

. Un auto recorre 150 km en 1.25 h. Explica con el TVM por qué en algun instante iba a 120 km/h.

;Qué hipétesis sobre la posicion estds suponiendo?

. Demuestra que para0 < x < y,/y —vVx < (y —x)/(2V/x).
. Da una funcién continua en [0, 2] y derivable en (0, 2) para la que haya exactamente dos valores

de c.

Respuestas

. Secante (9 —1)/2 =4;2c =4,c = 2.
. Parax <y, TVMen [x,y]: |f(¥) — f)| = |f'(c)| |y — x| < M|y — x| (C1-004.T2, C1-003.T4).
. Con f = posicion continua en [10, 11.25] y derivable en el interior, hay c con f'(¢) = 150/1.25 =

120.

. TVM para V't en [x,y] (derivada 1/(2v/t) por C1-031.C1): /¥y —vx = (¥ —x)/(2V/c) conx < ¢,y

1/+/¢ < 1/+/x (C1-003.T7).

. f(x) = (x —1)3en[0,2]: secante 1,3(c — 1)? = 1,c = 1 + 1/+/3.



C1-034 - Consecuencias del TVM,

maximos, minimos y concavidad

Motivacion

Dos autos con el mismo velocimetro

Dos autos salen al mismo tiempo; uno va 5 km adelante. Durante todo el viaje sus velocimetros
marcan exactamente lo mismo en cada instante. ;A qué distancia estan al final?

La intuicién dice «5 km», y el Teorema del Valor Medio lo convierte en teorema: si dos posiciones
tienen la misma derivada en todo un intervalo, su diferencia es constante.

Doénde falla la analogia: dos autos reales nunca tienen velocimetros idénticos; el teorema pide

la igualdad en cada instante y un viaje sin interrupciones (un intervalo).

La misma idea da las herramientas para estudiar la forma de una grafica:

- si el velocimetro marca siempre un niimero positivo, el auto avanza (la funcién crece);
- sila velocidad pasa de positiva a negativa, ahi hubo un punto de maximo avance;

- sila velocidad misma crece, la grafica se curva hacia arriba (es convexa).

Definiciones

Definicion C1-034.D1 (convexidad e inflexion)

f es convexa en un intervalo [ siparax <t <yenl,

t—x
fO <fe)+(F») _f(x))yTx?

- estrictamente convexa si vale <;

- clOncava si —f es convexa.

217
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Un punto de inflexion es un punto interior a donde f es continua y f pasa de convexa a concava

(o al revés) en intervalos a cada lado de a.

Geometria. El lado derecho es la altura en t de la secante entre (x, f(x)) y (y, f (¥)): convexa significa

que la grafica queda por debajo de sus secantes.

Figura 34: Convexa: entre x e y, la grafica queda por debajo de la secante.

Resultados

En las demostraciones se usa varias veces el siguiente hecho: si I es un intervalo y x < y estdn en I,
entonces [x,y] € Iy todo z € (x,y) es interior de I (C1-004.D2: conr = min(z — x,y — z) > 0,
(z=r,z+1r)Cc(x,¥) c).

Derivada cero

Teorema C1-034.T1

Sea f continua en un intervalo I y derivable en su interior. Si f' = 0 en el interior, f es constante

enl;sif' = g’ (g enlas mismas condiciones), f — g es constante.
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Idea de la demostracion

El TVM entre dos puntos cualesquiera da una pendiente promedio igual a una f'(c) = 0.

Demostracion.

1. Sean x < y en [. Por el hecho anterior, f es continua en [x, y] y derivable en (x, y).
2. Por el TVM (C1-033.T1) hay ¢ € (x,y) con (K5, K8, C1-002.T3)

fO=f@=fO@-x=0-(y—x)=0.

3. Luego f(x) = f(y). Como dos puntos distintos de I siempre se pueden ordenar (C1-003.T1), f
toma el mismo valor en todo /.

4. Si f' = g',lafunciébn h = f — g es continua en I (C1-022.T2) y derivable en el interior con
h' = f"—g' = 0(C1-029.T1); por lo anterior, h es constante. l

Crecimiento

Teorema C1-034.T2

Con f como en T1: f' > 0 en el interior = f estrictamente creciente en I; f' = 0 = creciente

(analogos decrecientes).

Demostracion.

1. Seanx < yenl.ComoenTl,el TVMdac € (x,y) con f(y) — f(x) = f'(c)(y — x).
2. Comoy —x > 0 (C1-003.D1):si f'(c) > 0, el producto es > 0 (03),ysif'(c) = 0,es=> 0
(C1-003.T4, C1-003.T9, C1-002.T3).

3. Asif(x) < f(¥),0 f(x) < f(y), respectivamente.
4. Los casos decrecientes salen aplicando lo anterior a —f (C1-029.T1, C1-003.79). &
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Criterio de la primera derivada

Teorema C1-034.T3 (criterio de la 1.2 derivada)

Si f es continua en a, derivable en (a — §,a) U (a,a + 6),con f' > 0en(a—45,a)y f' <0en

(a,a + &), entonces f tiene un maximo local estricto en a (analogo minimo).

Demostracion.

ook W

En (a — §,a), f es derivable, luego continua (C1-028.T1); junto con la continuidad en a, f es
continua en el intervalo (a — §, a], cuyo interior es (a — §,a), donde f' > 0.

Por C1-034.T2, f es estrictamente creciente en (a — §,a]: f(x) < f(a) paraa— 3§ < x < a.

Del mismo modo, en [a, a + &) es estrictamente decreciente: f(x) < f(a) paraa < x < a + 4.
Luego f(x) < f(a) si 0 < |x — a| < §: maximo local estricto en a (C1-032.D1).

El minimo se obtiene con —f. H

Criterio de la segunda derivada

Teorema C1-034.T4 (criterio de la 2.2 derivada)

Sea f derivable en un intervalo abierto que contiene a a, con f'(a) = 0y f"(a) > 0. Entonces f

tiene un minimo local estricto en a (analogo maximo con f"(a) < 0).

Demostracion.

o U1 W

. Que exista f"(a) significa (C1-031.D1, C1-027.D1) que f' esta definida en un intervalo (a —s, a +

s) y es derivable en a; en particular f es derivable, y por tanto continua (C1-028.T1), en ese

intervalo.

. Como f'(a) =0,

f"(a) =hm flat h})l —f@ lim @ > 0.

. Por C1-019.T3 (signo del limite), hay r € (0,s) con f'(a + h)/h > 0 para0 < |h| <.
. Para0<h<resodaf'(a+h)>0,ypara—r<h<0,f'(a+h) <0 (C1-003.T4).
.Asif'<0en(a—r1,a)yf' >0en(aa+r).

. Por el criterio de la 1.2 derivada (C1-034.T3, versiéon minimo) f tiene un minimo local estricto en

a.
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7. El maximo se obtiene con —f. H

Convexidad

Teorema C1-034.T5

Sea f derivable en un intervalo abierto I. f’ creciente = f convexa; f' estrictamente creciente

(en particular f” > 0) = f estrictamente convexa.

Idea de la demostracion
El TVM a la izquierda y a la derecha de t da dos pendientes de secantes que son valores de f';

como f' crece, la de la izquierda es menor.

Demostracion.

1. Seanx <t < yenl; f escontinuaen (C1-028.T1).
2. Porel TVM (C1-033.T1) en [x,t] yen [t,y] hay ¢; € (x,t) y c; € (t,y) con

SOS@ L [0 -fO

Sq
! t—x y—t

= f'(c2).

3. Comocy <t<c,yf'escreciente, s; < s, (s; < s, si es estrictamente creciente).
4. Entonces (K1, K9; C1-003.T4 cony —t > 0; C1-003.T3)

fO) = fx) =s1(t =x) +s,(y — 1)
251t —x)+s:(y—t)
=s1(y —x).

5. Dividiendo entre y —x > 0 (C1-003.T7, C1-003.T4), (f (y) — f(x))/(y — x) = s4.
6. Multiplicando port — x > 0 y sumando f(x) (C1-003.T4, C1-003.T3):

FO+(FO) = FO) = = f() +1( =) = £O),

que es la convexidad; con s; < s, todas las desigualdades son estrictas.
7. Si f" > 0enl, f' es derivable, luego continua (C1-028.T1), en el intervalo abierto I y por C1-

034.T2 aplicado a f' es estrictamente creciente. B
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Ejemplo: x* - 3x
f(x)=x3=3x,f'(x) =3x2=-3=3(x—1)(x+1).

1. f' es positiva en (—o0,—1) y (1, ) y negativa en (—1, 1): por C1-034.T2, f crece, decrece
y vuelve a crecer.

2. Por C1-034.T3 hay maximo local en —1 (f(—1) = 2) y minimo localen 1 (f(1) = —2), lo
que confirma C1-034.T4 con f"(+1) = t6.

3. Como f"(x) = 6x, por C1-034.T5 f es estrictamente convexa en (0, ) y, aplicado a —f,

estrictamente concava en (—oo, 0): 0 es un punto de inflexién (C1-034.D1).

max. local

inflexion

min. local

Figura 35: x3 — 3x: méaximo local en —1, minimo local en 1 e inflexién en 0.

Por qué cada hipotesis

Alintervalo (T1, T2)

f(x) =0si—-1<x<0,f(x)=1si0 <x < 1: f' = 0entodo sudominio (—1,0) U (0, 1), que E
no es un intervalo, y f no es constante. E
Para T2: f(x) = —1/x en (=, 0) U (0, o) tiene f'(x) = 1/x? > 0 (C1-029.C1), pero f(—1) = E
1>-1=f(1). i

______________________________________________________________________________
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A Continuidad en I (T1)

f(x) =0en[0,1),f(1)=1:f"=0en (0,1) y f no es constante.

___________________________________________________________________________

A Derivabilidad en todo el interior (T1)

Si f es continua y solo deja de ser derivable en un punto p, la conclusidén sigue valiendo (T1 a
cada lado de p y continuidad en p).
El contraejemplo verdadero es la funcién de Cantor, continua en [0, 1], con derivada 0 salvo en

un conjunto no numerabley f(0) = 0 # 1 = f(1); no se construye en este curso.

A Criterio de la 2.2 derivada sin f’’(a) distinto de 0

L f(x) = x*, g(x) = —x* k(x) = x3: las tres tienen primera y segunda derivada 0 en 0, y en 0
I
. hay, respectivamente, un minimo, un maximo y ningin extremo. El criterio no decide.

1

A Convexidad e inflexion: f’’ = 0 no basta

I f(x) = x* tiene f"(0) = 0, pero es convexa en todo R (f' = 4x3 es estrictamente creciente): 0
I
I
I
I

no es punto de inflexion.

Ejercicios

1. Demuestra que si f'(x) = 2x para todo x y f(0) = 3, entonces f(x) = x2 + 3.
2. Estudia crecimiento, extremos locales y convexidad de f(x) = x* — 2x2.

3.
4

. Demuestra que si f es derivable en un intervalo abierto I y f' es creciente, la grafica queda por

Demuestra que x3 + x es estrictamente creciente en R.

encima de cada tangente: f(x) = f(a) + f'(a)(x —a) paraa, x € I.
Da una funcién con f’ > 0 en todo su dominio que no sea creciente, y explica qué hipdtesis de
C1-034.T2 falla.

Respuestas

1.

h(x) = f(x) — x? tiene i’ = 0 en R; por T1, h es constante, h(0) = 3.

2. f" = 4x(x — 1)(x + 1): decrece en (—oo, —1], crece en [—1, 0], decrece en [0, 1], crece en [1, o0);
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minimos en +1 (f = —1), maximo en 0 (f = 0); f” = 12x? — 4: céncava en (—1/v/3,1//3),
convexa fuera; inflexiones en il/\/g.

3. f'=3x%+1>0(C1-003.T5,02) y T2.

4. TVM: f(x) — f(a) = f'(c)(x —a)concentreayx.Six >a, f'(c) = f'(a)yx—a > 0;six < q,
f'(c) < f'(a)yx—a < 0.Enambos casos f'(c)(x —a) = f'(a)(x — a) (C1-003.T4, C1-003.T9).

5. f(x) = —1/x en (—,0) U (0,): f' = 1/x? > 0 pero f(—1) > f(1); el dominio no es un

intervalo.



C1-035 - Trazado de curvasy

optimizacion

Motivacion

(A qué velocidad conviene manejar?
Vas a manejar 300 km. Cada hora de manejo te cuesta 240 pesos y la gasolina cuesta, aproxima-

damente, 0.024v pesos por kilometro si vas a v km/h. Por kilémetro, el costo es
240
C(v) = T+O.024v, 40 < v < 110.

Ir lento ahorra gasolina pero cuesta tiempo; ir rapido, al revés. A 40 km/h el viaje cuesta 2,088
pesos; a 80, 1,476;a 110, 1,446.55.

¢Hay una velocidad 6ptima? El resultado de esta clase da un método seguro: la respuesta es 100
km/h, con 1,440 pesos.

Dénde falla el modelo: el consumo real no es proporcional a la velocidad (tiene un minimo a
velocidades intermedias) y el costo del tiempo depende de cada persona. El método es exacto

para la funcién que se escribid; la calidad de la respuesta depende de la del modelo.

225
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Figura 36: Costo por kilémetro C(v) en [40,110]: el minimo est4 en el punto critico v = 100.

Definiciones

Se usan los extremos locales y puntos criticos (C1-032.D1) y la convexidad (C1-034.D1).

Resultados

Dénde pueden estar los extremos

Teorema C1-035.T1

Seana < by f continua en [a, b]. Todo punto donde f alcanza su maximo o su minimo en [a, b]

es a, b, un punto critico, o un punto de (a, b) donde f no es derivable.

Idea de la demostracién

Si el maximo esta adentro y ahf hay derivada, Fermat obliga a que la derivada sea 0.

Demostracion.

1. Por Weierstrass (C1-024.T2), f alcanza su maximo y su minimo en [a, b].
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2. Sea x* un punto donde f alcanza su maximo (el caso del minimo es analogo).

3. Six* € {a,b},0six* € (a,b) y f no es derivable en x*, x* esta en la lista.

4. Queda el caso x* € (a,b) con f derivable en x*. Con r = min(x* — a,b — x*) > 0 se tiene
(x* =7, x*+71) C [a,b] (C1-004.D2), asi que x* es interior.

5. f(x) < f(x*) para |[x — x*| < r: f tiene un maximo local en x* (C1-032.D1).

6. Por Fermat (C1-032.T1), f'(x*) = 0, es decir, x* es un punto critico. H

Método para optimizar en [qa, b]

1. Verificar que f es continua en [a, b].
2. Hacer la lista de candidatos: a, b, los puntos criticos en (a, b) y los puntos de (a, b) sin derivada.

3. Evaluar f en cada candidato.

Por C1-024.T2 y C1-035.T1, el mayor valor es el maximo y el menor es el minimo.

Método para trazar una curva

. Dominio y simetrias.

. Signo de f' (crecimiento, C1-034.T2).

. Extremos locales (C1-034.T3, C1-034.T4).

. Signo de f" (convexidad e inflexion, C1-034.T5, C1-034.D1).
. Asintotas y comportamiento en +oo (C1-020.D1, C1-020.T3).

Ul B W N

Ejemplos

Ejemplo 1 (el viaje)

1. C es continua en [40,110] (C1-022.T2) y derivable con C'(v) = —240/v? + 0.024 (C1-
029.C1, C1-029.T1).

2.C'(v) =0 & v?=10,000 & v =100 (env > 0). No hay puntos sin derivada.

3. Candidatos: C(40) = 6.96, C(100) = 4.80, C(110) ~ 4.82.

4. El minimo es 4.80 pesos por km, en v = 100: 1,440 pesos por el viaje.
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Ejemplo 2 (trazado)

f(x) = x3 - 3x.
1. f'(x) =3(x —1)(x + 1); f crece en (—o, —1], decrece en [—1, 1] y crece en [1, ©).
2. Maximo local f(—1) = 2, minimo local f(1) = —2.
3. f"(x) = 6x: concava en (—,0), convexa en (0, =), inflexion en 0.
4. f(x) » too cuando x = +00 (C1-020.T3).
5. En [-2, 3] los candidatos dan f(—2) = =2, f(—=1) = 2, f(1) = =2, f(3) = 18: el maximo

es 18 (en el extremo 3) y el minimo es —2 (en —2 y en 1).

Ejemplo 3 (el huerto)

Con 120 m de malla se cerca un rectangulo junto a un rio, sin cercar el lado del rio.

1. Six es ellado perpendicular al rio, el area es A(x) = x(120 — 2x) para x € [0, 60].
2. A'(x) =120 — 4x se anula en x = 30.

3. Candidatos: A(0) = A(60) = 0, A(30) = 1,800 m>.

4. El 6ptimo es 30 m por 60 m.

Por qué cada hipotesis

A Intervalo cerrado

. En(0,1), f(x) = x no alcanza maximo ni minimo (C1-024.E1); la lista de candidatos no sirve si
. no hay garantia de que el maximo exista.

A Continuidad

f(x) =xen[0,1), f(1) = 0: el supremo de f en [0, 1] es 1 y no se alcanza.

A Los cuatro tipos de candidatos hacen falta

. EnJ0,4], f(x) = |x—1]|: el minimo est4 en 1, donde f no es derivable, y el maximo en el extremo

4; f' nunca vale 0.
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Ejercicios

1. Encuentra el maximo y el minimo de f(x) = x3 — 6x2 + 9x en [0, 4].

2. Una caja sin tapa se hace de una lamina de 30 cm x 30 cm cortando cuadrados de lado x en las
esquinas. ;Qué x da el mayor volumen?

3. Traza f(x) = x/(1 + x?): crecimiento, extremos, asintota horizontal.

4. Encuentra el punto de larectay = 2x mas cercano a (5, 0) (minimiza el cuadrado de la distancia).

5. Demuestra que si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b) con f' # 0 en (a, b), entonces el

maximo y el minimo estan en los extremos.

Respuestas

1. f' = 3(x — 1)(x — 3); candidatos f(0) = 0, f(1) =4, f(3) = 0, f(4) = 4: maximo 4 (en 1y 4),
minimo O (en 0y 3).

V(x) = x(30 — 2x)? en [0,15]; V' = (30 — 2x)(30 — 6x); candidatos 0, 5, 15; V(5) = 2,000 cm?.
f'=(01-x%)/(1+ x?)?: minimo —1/2 en —1, m4ximo 1/2 en 1; f - 0 en +o0 (C1-020.T3).
d?(x) = (x — 5)? + 4x?, derivada 10x — 10: x = 1, punto (1, 2).

Por C1-035.T1 los candidatos son solo a y b: no hay criticos ni puntos sin derivada en (a, b).

ook W



C1-036 - Método de Newton

Motivacion

Una calculadora sin tecla de raiz

Una calculadora que solo suma, resta, multiplica y divide no tiene tecla de raiz. ;Cé6mo obtener
V2 con diez decimales?

La idea de Newton: cerca de un punto, la curva y = x? — 2 se parece a su tangente; la raiz de la
tangente es facil de calcular y queda cerca de la raiz de la curva. Repetir la idea da la sucesion

fon=5(mt =) H=2

que vale 1.5,17/12 = 1.4166667,577 /408 ~ 1.414215686 y 14142135624 ...
En cuatro pasos hay mas de diez decimales correctos (0, 0, 2, 5y 11 decimales en xg, ..., x4).
Dénde falla la analogia: una calculadora real trabaja con precision finita; a partir de cierto paso

los redondeos dominan y ya no se ganan decimales. El teorema habla de la sucesién exacta.

Definiciones

Iteracion de Newton

Si f es derivableen x, y f'(x,) # 0,latangente y = f(x,) + f'(x,)(x — x;,) corta al eje x en

f ()

‘le+1 =xn_ f/(x )
n

230
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Figura 37: Newton para x? — 2 desde x, = 2: cada tangente corta al eje entre la raiz y el punto anterior.

Resultados

Teorema C1-036.T1

Sea f dos veces derivable en un intervalo abierto que contiene a [r,b],con f(r) =0, f' > 0y
f" > 0en [r,b]. Parax, € (r,b],lasucesion x,,1 = x, — f(x,)/f ' (x,) es decreciente, cumple

X, > ryconvergear.

Idea de la demostracion
Como f es convexa, su tangente en x,, queda por debajo de la curva; por eso corta al eje entre r

y X,. La sucesion baja y esta acotada, asi que converge, y el limite resuelve f(L) = 0.

Demostracion.

Paso 0: preparacion.

1. Sea J el intervalo abierto del enunciado. f y f’ son derivables en J, luego continuas en J (C1-
028.T1).
2. Aplicando C1-034.T2 a f en [r, b] (continua, con f' > 0 en el interior) y a f' en [r, b] (continua,

con (f') = f" > 0 enelinterior), f y f' son estrictamente crecientes en [r, b].



Céalculo diferencial 232

3. Parax € (r,b] sea N(x) := x — f(x)/f'(x), bien definido porque f'(x) > 0.

Paso 1: N(x) < x.

1. Como f es estrictamente crecientey x >r, f(x) > f(r) = 0.
2. Como f'(x) > 0, también 1/f'(x) > 0 (C1-003.T7) y f(x)/f'(x) > 0 (03).
3. Luego N(x) < x (C1-003.T3, C1-003.T9).

Paso2: N(x) > .

1. f es continua en [r,x] y derivable en (r,x); por el TVM (C1-033.T1) hay ¢ € (r,x) con f(x) =
f) = f)=f'()x -7

2. Como f' es estrictamente crecientey ¢ < x, f'(¢) < f'(x).

3. Comox—7r>0,f(x)=f"(c)(x—1)<f'(x)(x —7r)(C1-003.T4).

4. Multiplicando por 1/f'(x) > 0 (C1-003.T4, C1-003.T7), f(x)/f'(x) < x — r, es decir, N(x) > r
(C1-003.T3).

Paso 3: la sucesién converge.

1. Porlos pasos 1y 2, N manda (r, b] en (r,x] < (r, b].

2. Por induccién (C1-005.T1): xy € (r, b], y si x, € (r, b] entonces x,,,; = N(x,) € (r,b] y xp31 <
Xn.-

3. Asi (x,) es decreciente y acotada inferiormente por r; por C1-014.T2 converge a L = inf{x,}.

4. Como x,, > r paratodon, L = r (C1-013.T3). También L < x, < b, asi que L € [r, b].

Paso 4: el limitees .

Para todo n, x,, 11 f' (%) = xnf' (xn) — f(x,) (K5-K9).

Como fy f' son continuasen L, f(x,) = f(L) y f'(x,) = f'(L) (C1-022.T1).

La sucesion (x,41) es una subsucesion de (x,), asi que x,,; = L (C1-015.T1).

Por el lgebra de limites (C1-013.T2) y la unicidad del limite (C1-012.T1),Lf'(L) = Lf'(L)—f (L),
es decir, f(L) = 0 (C1-002.T1).

5. Como f es estrictamente creciente en [r, b], es inyectiva (C1-010.T1),y de f(L) = 0 = f(r) se

S W N

sigueL=r.1
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Ejemplo 1
f(x) = x? — 2,7 = V2 (C1-008.T2), b = 2: f es un polinomio, f'(x) = 2x >0y f”" =2 > 0en
[V2,2]. Laiteracién es

xn+1:xn_xrzéx_nzzz( 2);

Xp + —
n xn

por el teorema, desde x, = 2 decrece hacia V2 sin bajar de él.

Ejemplo 2

f(x) =x3—10,r = Y10 ~ 2.1544 (C1-023.C2),b = 3: f' = 3x2 > 0y f" = 6x > O en [r, 3].
Desde xq = 3: x; = 64/27 = 2.37037,x, = 2.1735, x; = 2.1546, y x, difiere de r en menos de
2x 1078,

Por qué cada hipétesis

Af >0yf’>0cercadelaraiz

f(x) =x3—=2x+2conxy =0:x;, =0-2/(-2) =1,x, = 1—1/1 = 0, y la sucesién cicla
0,1,0,1, ... sin converger. Ningtn intervalo [r, b] con las hipdtesis contiene a x, = 0 (f'(0) =
-2 <0).

A Empezar ala derechader

' f(x) = x%—2conxy =1 < +2:x; = 1.5 > /2. La sucesién no es decreciente desde el inicio E
. (sube primero); desde x; ya cumple el teorema. i

Af’>0 '

I f(x) = Vx (raizr = 0, extendida a x < 0 como en C1-027): la iteracién da x,,.; = x, — 3x, =
.\ —2xy,, que se aleja de la raiz desde cualquier x, # 0. Aqui, ademas, f no es derivable en 7.
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Si f > 0 entodo [r, b] (por ejemplo f(x) = x? + 1 en [0, 1]), no hay raiz a la cual converger: con

Xns1 = (X — 1/x,)/2 y xo = 1 se obtiene x; = 0, donde f'(0) = 0y x, ya no esta definido.

Ejercicios
1. Escribe laiteracion de Newton para+/a (a > 0) y verifica las hip6tesis de C1-036.T1 con x, > +/a.
2. Calcula x4, x, parav10 con x, = 4.
3. Demuestra que, en las hipotesis del teorema, 0 < x,,,.1 — r < x,, — r para todo n.
4. Explica por qué la iteracion para f(x) = x3 — 2x + 2 con x, = 0 no contradice el teorema.
5. Demuestra que, en las hipétesis del teorema, x,,; — 1 < %(xn —1r)isif"<Myf'>2m>0

en [r, b] (usala formula de Taylor de C1-038 con n = 1; ejercicio para después de C1-038).

Respuestas
1. Xp4r = (X +a/x,)/2; f(x) =x>—aconf' ' =2x >0y f"=2>0en[Va,b].
2. x; = (44 2.5)/2 = 3.25; x, = (3.25 + 10/3.25)/2 ~ 3.16346.
3. Es (i) y (ii) de la demostracion, restando 7.
4. Fuera de las hipdtesis el teorema no afirma nada; x, = 0 no est4 en ningun (r, b] admisible.
5. Por C1-038.T2,0 = f (1) = f(xp) + f' (xp)(r — x) + f" () (r — x,)?/2; despejando, X1 — T =

f"(®)Gen =12/ 2f" (xn)).-



C1-037 - TVM de Cauchy y regla de
L'Hopital

Motivacion

Dos corredores

Dos corredores salen juntos de la linea. A los t segundos, A ha recorrido f(t) = 3t + t? metros
y B, g(t) = 2t + 4t%

Al principio los dos estan en 0 y el cociente f/g tiene la forma 0/0, que no dice nada por si sola.
Sin embargo, en t = 0.01 el cociente vale aproximadamente 1.4755, y parece acercarse a 3/2:
justo el cociente de las velocidades iniciales, f'(0)/g'(0) = 3/2.

Al principio domina A, con 1.5 veces la distancia de B (aunque Blo alcanzaent = 1/3 sy después
lo rebasa).

Doénde falla la analogia: en este ejemplo bastaba simplificar, f/g = (3 +t)/(2 + 4t) —» 3/2.La

regla se vuelve indispensable cuando no hay algebra que ayude, como en lim,_,o(vV1 + x —1)/x.

Laregla de L'Hopital convierte esta observacion en teorema: cerca de un punto donde ambas funciones
se anulan, el cociente de las funciones se comporta como el cociente de sus derivadas. La herramienta

es una version del TVM para dos funciones a la vez, debida a Cauchy.

Definiciones

Se usan los limites laterales y en oo y los limites infinitos de C1-020.D1. «Cerca de a» es el sentido de

C1-017.D1: para0 < |x — a| < r conalgunr > 0.

235
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Resultados

TVM de Cauchy

Teorema C1-037.T1 (TVM de Cauchy)

Seana < by f, g continuas en [a, b] y derivables en (a, b). Existe ¢ € (a, b) con

(f() = f(@) g'(©) = (gb) — g(@) f' ().

Idea de la demostracion

Se combina f y g en una sola funcién que vale lo mismo en a y en b, y se aplica Rolle.

Demostracion.

1. Sea, en [a, b],

h(x) = (f(b) — f(a))g(x) — (g(b) — g(@))f (x).

2. Por C1-022.T2, h es continua en [a, b]; por C1-029.T1, es derivable en (a, b) con
h'(x) = (f(b) = f(a))g'(x) — (g(b) — g(a))f'(x).
3. Desarrollando (K1-K9, C1-002.T4),
h(a) = f(b)g(a) — g(b)f(a) = h(b).

4. Por Rolle (C1-032.T2) hay ¢ € (a, b) con h'(c) = 0, que es la igualdad buscada. B

Observacion. Con g(x) = x se recupera el TVM (C1-033.T1).
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t=1

4 -
—~ 37
f tangente
9
g 24 cuerda
9]
NS
=1+

0190

0 1 2 3 4 5 6

g(t) (corredor B)

Figura 38: TVM de Cauchy para los corredores en [0, 1]: en la curva (g(t), f(t)),latangenteent = c =
1/2 es paralela a la cuerda.

L'Hopital, forma 0/0

Teorema C1-037.T2 (L'Hopital, 0/0)

Sean f, g derivables cerca de a (salvo quiza en a), im,_,, f =lim,_, g =0,g" # Ocercadea,y
lim,_, f'/g9' = L € R.Entonces g # 0 cercade ay him,_, f/g = L.Lo mismo vale parax — a*

(0o x = a™) con las hipotesis en (a,a + ) (o en (a — r,a)) y los limites laterales.

Idea de la demostracion

Se definen f y g como 0 en a; el TVM de Cauchy en [a,x] da f(x)/g(x) = f'(c)/g'(c) con ¢

entre a y x, y cuando x — a también c - a.

Demostracion.

Paso 1: extension continua.

1. Por hipétesis hay r > 0 tal que f y g son derivablesy g’ # 0en (a —r,a) U (a,a + 7).
2. Sean F,G : (a —r,a+r) — Rigualesa f, g fuerade a, con F(a) = G(a) = 0.
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3. Como el limite en a no depende del valoren a (C1-017.D1), im,_,, F = 0 = F(a),y F es continua
en a (C1-022.T0); 1o mismo G.
4. En los demas puntos, F y G son derivables, luego continuas (C1-028.T1).

Paso 2: g # 0 cerca de a.

1. Si g(x) = 0 para algin x € (a,a + r), entonces G es continua en [a, x], derivable en (a,x) y
G(a) =G(x) =0.
2. Por Rolle (C1-032.T2) habria ¢ € (a,x) con g’'(c¢) = G'(c) = 0, contra la hipdtesis.

3. Asig # 0en (a,a + 1),y del mismo modo en (a — 1, a).
Paso 3: el cociente.

1. Parax € (a,a +r), el TVM de Cauchy (C1-037.T1) aplicado a F, G en [a, x] daun ¢, € (a,x) con
F()G'(cx) = G(x)F'(cx), es decir, f(x) g'(cx) = g(x) f'(c2)-
2. Como g(x) # 0y g'(cyx) # 0 (K8),
f&) _ fex)
gx)  g'(cx)
3. Seae > 0.Como f'/g" — L, hay § > 0, que podemos tomar < r (C1-003.T1),tal que 0 < |t —a| <
é implica |f'(t)/g'(t) — L| < € (C1-017.D1).
4. Sia<x<a+4,elpuntoc, cumplea <c, <x <a+4§,asique

f) _L| _ 1 fe)
gx) g'(cx)

—L| <e&.

(Basta que exista un tal ¢, para cada x; no hace falta elegir uno.)
5. Por C1-020.D1, lim,_,+ f/g = L.
6. El mismo argumento con x € (a —r,a) y el intervalo [x,a] dalim,_,- f/g = L.
7. Por C1-020.T1,lim, ,, f/g=L. A

Observacion (version lateral). La demostracion trata cada lado por separado: si las hipotesis valen solo
en (a,a+7) yloslimites son porla derecha, la conclusidn vale por la derecha (analogo por la izquierda).

Esta version se usa en el apéndice.
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L'Hopital, forma oo /ooy en o

Teorema C1-037.T3 A (L'Hopital, co/c0 y en o0)

Sean f, g derivables en (a,a + r) con g’ # 0 ahi, im,_ 4+ |g(x)| = coylimy_ o+ f'(x)/g'(x) =

L € R. Entonces lim,_,;,+ f/g = L. Lo mismo vale parax - a~,x = ay x — too; la version 0/0

también vale cuando x — +oo.

A Solo se enuncia en el video

En el video este teorema solo se enuncia. Su demostracién completa esta en el apéndice de este

capitulo. Ningun resultado posterior de Calculo I lo usa en una demostracidn.

Ejemplos

1.

lim,_o(v1+ x—1)/x: numerador y denominador tienden a 0 (C1-022.T2, C1-031.C1 con
C1-028.T1), las derivadas son 1/(2v1 + x) y 1, y su cociente tiende a 1/2; por C1-037.T2,

el limite es 1/2.

Aplicando la regla dos veces, verificando en cada paso la forma 0/0 y las demas hipotesis:

Vi+x—-1-x/2 Lim 1/2V1+x)—1/2

}cl—r>r(1) x2 x—0 2x
—=(1+x)73/2 1
= lIim = ——
x—0 2

En oo (C1-037.T3 dos veces), que coincide con C1-020.T3:

3x% + x 6x +1
lim = lim = lim
X—00

= 3.
x—o x%2+5 x—>0  2X

N| o
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Por qué cada hipotesis

'+ ALaforma0O/0 |

fX)=x+1,9g(x)=x,a=0:f"/g"=1- 1,pero f/g =1+ 1/x tiende a +oo por la derecha
y a —oo por la izquierda (C1-020.D1): no hay limite.
El error tipico: m,_,; (x? + 1)/(x + 1) = 2/2 = 1 por C1-018.C1, mientras que 2x/1 - 2.

______________________________________________________________________________

A g’ distinta de 0 y derivabilidad cerca de a

Sin ellas, f'/g’ no esta definida cerca de a y la hipétesis im f’ /g’ = L no tiene sentido. (Los
contraejemplos clasicos en que g’ se anula en puntos que se acumulan en a usan trigonometria

y no se tratan en Calculo I.)

______________________________________________________________________________

A Que exista lim f’/g’

0 no.

E Es una hipotesis suficiente: silim ' /g’ no existe, el teorema no dice nada, y im f /g puede existir
1
1
1

Ejercicios

1. Calcula lim,_,;(x3 — 1)/(x — 1) con L'Hépital y sin él.

2. Calcula im,_,o(V1 +x — 1)/x.

3. Calcula hm,_o(¥1 + x — 1 — x/2)/x? y justifica cada aplicacién de la regla.

4. Encuentra el c del TVM de Cauchy para f(t) = 3t + t2, g(t) = 2t + 4t? en [0, 1].

5. Explica el error en «lim,_,; (x% + 1) /(x + 1) = lim,_,; 2x = 2».
Respuestas

1. 3 (conlaregla: 3x2/1 - 3;sinella: x? + x + 1 - 3 por C1-005.T8).

2. 1/3 (derivadas %(1 +x)72/3 y 1, por C1-031.C1y C1-030.T1).

3. —1/8 (ver el ejemplo 2).

4, (4)(2+8c)=(6)(3+2c),c=1/2.

5. No hay forma 0/0: el limite es 1 por continuidad (C1-018.C1).
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Apéndice - Demostracion de C1-037.T3

Lema A

Silim,_ 4+ |g(x)| = oo, entonces g # 0 cerca de a por la derechay lim,_,,+ 1/g(x) = 0.

Demostracion.

1. Dado € > 0, por C1-020.D1 hay 6 > O con |g(x)| > 1/eparaa < x < a + 6.
2. Ahig(x) # 0 (C1-004.T1) y |1/g(x)| = 1/|g(x)| < € (C1-004.T6, C1-003.T7). W

Lema B

Para h definida en (R,o) con R > 0: lim,_,,, h(x) = L siy solo si lim;_ g+ h(1/t) = L;y

lim,_, |R(x)| = o0 siy solo si lim;_,g+ |R(1/t)| = co. Andlogo conx = —ocoyt = 0.

Demostracion.

1. Si|h(x) —L| < e paratodox > M (con M > R, C1-020.D1), entonces para 0 < t < 1/M se tiene
1/t > M (C1-003.T7)y |h(1/t) = L| < &.

2. Reciprocamente,si |h(1/t) —L| < epara0 < t < §, entoncesparax > 1/5 setiene0 < 1/x < §
y|h(x) = L| <e.

3. Elcaso |h| = ooy el de —oo son iguales. B

Casox - a'

Paso 1: el punto fijo y. Sea ¢ > 0.

1. Por hipoétesis hay §; € (0,7) con |f'(t)/g'(t) —L| < /2 paraa <t < a + ;.
2. Fijay=a+6;/2,demodoquea <y <a+ §; (C1-003.T8).

Paso 2: el cociente Q(x). Parax € (a,y):

1. f, g son continuas en [x,y] (C1-028.T1) y derivables en (x, y).
2. g(x) # g(y): si fueran iguales, Rolle (C1-032.T2) daria ¢ € (x,y) con g'(c) = 0.
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3. Por el TVM de Cauchy (C1-037.T1) hay ¢ € (x,y) < (a,a + ;) con (f(x) — f(y)) g'(c) =
(9x) —g) f'(©).
4. Dividiendo entre g'(c)(g(x) — g(y)) # 0,

_fO-fO) _f©
gx)—g®» g'(c)

0w Q@ -LI<5  1Q@I<ILl+5

(la ultima por la desigualdad del triangulo C1-004.T4).
Paso 3: los términos que sobran son pequeros.

1. PorellemaAhayé, € (0,y —a)talque,paraa <x <a+6,, g(x) #0y

(ILI N ;) :g(y)l ACI
gl lg)| 2
(el lado izquierdo es una constante por 1/|g(x)]|, que tiende a 0 por el lema Ay C1-018.T1 en su
version lateral, C1-020.T2).
2. Paraesos x,de f(x) = f(y) + Q(x) (g(x) — g(y)) se obtiene (K1-K9, C1-002.T6)

f)
g(x)

90) 10

L=(00) = 1) =0 (5 + oo

3. Por C1-004.T2 y C1-004.T4,

f(x)
g(x)

<e¢&.

L E gl | If Q)
<3 +(+2)5m0 * 9o

4. Como ¢ era arbitrario, im,_,,+ f/g = L (C1-020.D1). &

Casosx - a " yx—a

- Caso x — a™.Con las hipotesis en (a —r, a), la misma demostracién cony = a—38,/2,x € (y,a)
y el TVM de Cauchy en [y, x].

- Caso x — a.Silas hipotesis valen a ambos lados, los dos casos anteriores dan los limites laterales
iguales a L, y C1-020.T1 da el limite.

Casox » o

1. Sean f, g derivablesen (R, ) conR > 0,g" # 0ahi,lim,_ f'/g' = L,yademaslim,_ |g| = o
(caso 0 /00) 0 limy_,,, f = lim,_,, g = 0 (caso 0/0).
2. Seanp(t) = f(1/)yy(t) =g(1/t)para0 <t < 1/R.
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3. Porlaregla de la cadena (C1-030.T1) y (1/t)’ = —1/t? (C1-029.C1), ¢ y y son derivables con

'/t @) = _g'a/y ')  f'(1/0)
iz 0 Y WETTe y'@©  g'(1/t)

#0 (C1-002.T5),

Q') =~

4. PorellemaB, ¢'/y’ = Lcuandot - 0%,y |y| = o (0 ¢,y — 0).

5. Por el caso x = a ya probado (con a = 0), o por la versién lateral de C1-037.T2 en el caso 0/0,
@/y = L cuando t — 0%,

6. Porellema B, lim,_ f(x)/g(x) = L.

7. Elcaso x - —o esigual,cont - 07. 1



C1-038 - Polinomios de Taylor y residuo

de Lagrange

Motivacion

Predecir donde estaras en 6 minutos
Vas en el kilometro 100 a 90 km/h y aceleras a 20 km/h?. ;Dénde estaras dentro de 6 minutos

(0.1 h)? Con la posicién, la velocidad y la aceleracion de ahora, la predicciéon natural es
20
100 +90(0.1) + 7(0.1)2 = 109.1 km.

;Qué tan confiable es? Si sabes que la aceleracién no cambia més rapido que 60 km/h?, el teore-

ma de esta clase garantiza que el error es a lo mas

60 (0.1)3

3 =0.01km :

estaras entre 109.09 y 109.11 km. Por ejemplo, el viaje f () = 100 + 90t + 10t2 + 10t cumple
todoyda f(0.1) = 109.11 km.
Doénde falla la analogia: en la vida real nadie conoce una cota exacta de la tercera derivada de la

posicidn; el teorema convierte una cota asi en una garantia, pero no la inventa.

La prediccion es un polinomio que copia en el instante actual la posicidn, la velocidad y la aceleracién:

el polinomio de Taylor de grado 2. El residuo de Lagrange dice exactamente cudnto se equivoca.

244
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Definiciones

Definicion C1-038.D1

Si £ (a) existe (C1-031.D1; en particular f ™~V est4 definida en un intervalo abierto alrededor
de a),

es el polinomio de Taylor de grado n de f en a (con la convencién (x — a)? := 1, C1-005.D2), y

Rpq = f — Py q es el residuo.

Figura 39: V1 + x (linea gruesa) y sus polinomios de Taylor en 0 de grado 1 (rayas) y 2 (puntos): cerca

de 0 se pegan a la curva.
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Resultados

Derivadas de (x — a)’

Lema

Para enteros j,k > 0, la derivada k-ésima de x — (x — a)’ es (J]k)' (x—a)*sik <jyO0si

k > j.Enparticula,enx = avalejlsik =jy0sik #j.

Demostracion.

1. Porlaregla de la cadena (C1-030.T1) y C1-028.T2, ((x — &)™)’ = m(x —a)™ ! param > 1,y la
derivada de una constante es 0.

2. Laférmula sale por induccién sobre k (C1-005.T1), usando C1-029.T1y (j — k) - = k)| = (j_;:_l)!
(C1-005.D2).

3. Enx =a:sik <j,(a—a) ™% =0(C1-005.T9); sik = j, (x — a)® = 1 yelvaloresj!/0! = j!;si
k>jes0.1

El polinomio de Taylor es tinico

Teorema C1-038.T1

B, 4 es el inico polinomio de grado < n con P®(a) = f®)(a) parak = 0, ...,n

Demostracion.
Existencia.
1. Desarrollando cada (x — a)* (induccién y K9) se ve que P, ¢ es un polinomio de grado < n (C1-

010.D2).
2. Por C1-029.T1yel lema, para0 < k < n,

k! = O (a).

%) , 0
P (a )_zf (a ) _a)]](k)|x=a _f k!(a)

Unicidad.
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1. Sea Q otro polinomio de grado < n con Q® (a) = f®(a), k = 0,..,n,yseaD = Bq — Q,de
grado < n, con D®(a) = 0 para k < n (C1-029.T1).

2. Como x = (x — a) + a, por inducciéon (C1-005.T1, K9, C1-005.T9) cada x™ con m < n se escribe
como combinacién de 1, (x — a), ..., (x —a)™.

3. Luego D(x) = Z?:o cji(x — a)’ para ciertos ¢ €R

4. Por el lema, D% (a) = k!¢, asi que ¢, = 0 para todo k y D(x) = 0 para todo x.

5. Porlaidentidad de polinomios (C1-020.T4), todos los coeficientes de D son 0: Q y P, , tienen los

mismos coeficientes, es decir, son el mismo polinomio (C1-010.D2). H

Residuo de Lagrange

Teorema C1-038.T2 (residuo de Lagrange)

Si f("'”) existe en un intervalo abierto I con a, x € I, existe t entre a y x con

RO

1 & .

Rn,a (x) =

Idea de la demostracion
Se fija x y se mueve el punto de apoyo s de a a x: el residuo con apoyo en s, F(s),y G(s) =
(x —s)**1 valen 0 en s = x. El TVM de Cauchy compara sus cambios entre a y x, y la derivada

de F se simplifica porque sus términos se cancelan en cadena.

Demostracion.

Paso 0: casos.

1. Six = a, Ryq(a) = f(a) — f(a) = 0 (por la convencién (a — a)® = 1 solo sobrevive el término
k = 0),ylaigualdad vale cont = a.

2. Seaa < x (el caso x < a es idéntico con el intervalo [x, a]). Como [ es un intervalo, [a,x] c |
(C1-004.D2).

Paso 1: las funciones auxiliares. Para s € [a, x] define

n

F(s)=fo) = )

k=0

f9s)
k!

(x — s)k, G(s) = (x —s)™*1,
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1. F(a) = Ry 4(x) (C1-038.D1) y F(x) = f(x) — f(x) = 0.
2. G(a) = (x—a)"yG(x) = 0.

Paso 2: continuidad y derivabilidad.

1. Para k < n, f® es derivable en I (porque f™*1 existe en I, C1-031.D1), luego continua (C1-
028.T1).

2. Lafuncién s » (x — s)* es un polinomio con derivada —k(x — s)¥~* (C1-028.T2, C1-030.T1).

3. Por C1-029.T1y C1-029.T2, F y G son continuas en [a, x] y derivables en (a, x).

Paso 3: la derivada telescopica.

1. Porlaregla del producto (C1-029.T2), para k = 1 (usando k/k! = 1/(k — 1)!, C1-005.D2),

(%) (k+1) (x)
219 s)"] A P ey e

ds | k! e DA

y para k = 0 la derivada es f'(s).
2. Sumando de k = 0 an (C1-029.T1), cada término {:jg
vez con signo + (en el término k — 1) y otra con signo — (en el término k).
3. Por induccion sobre n (C1-005.T1) queda

_f(n+1) (S)
|

(x —s)*1con1 < k < n aparece una

F'(s) = (x =" G's)=—-(m+Dx-s)™

Paso 4: Cauchy.

1. Por el TVM de Cauchy (C1-037.T1) en [a,x] hay t € (a,x) con (F(x) — F(a))G'(t) = (G(x) —
G(a)) F' (2).
2. Es decir (C1-002.T4),

fO @)
n!

Rug(x)(n+ D(x—t)" = (x —a)"*? (x — )™

3. Comot < x, (x —t)" # 0 (C1-005.T9, C1-002.T5); cancelando (C1-002.T1) y dividiendo entre
n+1+#0,con(n+ 1) =+ 1)n!(C1-005.D2), se obtiene

FO )

mr & ot m

Rn,a (x) =
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Cota del error

Corolario (cota del error)

Siademés |f™*V| < M en 1, entonces |R, o(x)| < M|x—a|*"'/(n+1)! (C1-004.T2, C1-005.T9,
C1-003.T4).

Ejemplo (el viaje)
Conn =2, f(a) =100, f'(a) =90, f"(a) =20y |f"| < 60,enx —a=0.1:P,, =109.1y

60 - 0.001
|Ryal < ——— =0.01.

El seno cercade 0

Ejemplo C1-038.E1 (A G1; Lagrange con n = 4)
|senx — (x — x3/6)| < |x|°/120.

' ADependedeGl |

. Esteejemplousalatrigonometria provisional C1-021.G1 y C1-028.T3 (rehechas desde la integral
. en C2-014). Ningin teorema de Calculo I depende de él.

Demostracion.

1. Por C1-028.T3 y C1-029.T1, sen tiene derivadas de todos los 6rdenes en R (C1-031.D1):
sen’ = cos, sen” = —sen, sen” = —cos, sen® =sen, sen® = cos.

2. EnOvalen0,1,0,—1,0 (C1-021.G1: sen 0 = 0, cos 0 = 1), asi que P, o(x) = x — x3/6.
3. Por C1-038.T2 con I = R, senx — (x — x3/6) = cos(t) x>/120 para algin t entre 0 y x.
4. Como | cost| < 1 (C1-021.T0), el valor absoluto es alo mas |x|°/120 (C1-004.T2, C1-005.T9). &

Conx = 0.1: 0.1 — 0.13/6 = 0.0998333 ... con error a lo mas 0.1°/120 =~ 8.33 x 1078,
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Por qué cada hipotesis

A La derivada de orden n + 1 en todo el intervalo

f(x)=x|x|,n=1,a=—-1,x = 1. f'(x) = 2|x]| existe en todo R, pero f" no existe en 0.
P,_1(1)=-1+4+2-2=3yR;_1(1) =1 -3 = —2.La férmula pediria f"(t) - 4/2 = =2, es
decir, f"(t) = —1; pero f" = —-2en(—1,0)y f" = 2 en (0,1).

A ay x en un mismo intervalo donde vale la hipétesis

f(x)=1/x,n =0,a = —1,x = 1: ningln intervalo que contenga a —1 y a 1 esta en el dominio.
Ry-1(1) =1 —(—1) = 2 ylaférmula pedirfa f'(t) - 2 = 2, es decir —1/t*> = 1: imposible.

Ejercicios
1. Escribe P, de V1 + x yacota el error en x = 0.1.
2. Escribe P; ; de x3 y comprueba que es el propio x3 desarrollado en potencias de x — 1.
3. Demuestra que si f” = 0 en un intervalo abierto I, entonces f es un polinomio de grado < 2 en
I.
4. (A G1) ;Cuantos términos de Taylor de cos en 0 hacen falta para tener cos 0.5 con error menor
que 10747
5. Demuestra con Lagrange (n = 1) que V1 + x < 1 4 x/2 parax > —1.
Respuestas
1 1+x/2—x2/8; f"(t) = 2(1+)%/2 < > parat > 0; error < > - 0.001/6 = 6.25 X 1075,
2. 1+3(x—1)+3(x —1)? + (x — 1)3, que al desarrollar es x3.
3. Lagrangeconn = 2:R,, = 0.
4. Con Py =1—x2/2 + x*/24: error < 0.5°/720 ~ 2.2 X 1075 (usando n = 5, pues el término de
grado 5 es 0).
5. VI+x=1+x/2+f"(O)x?/2conf"(t) = (1 + )2 <0.
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