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Prologo

Este libro contintia Cdlculo diferencial con el mismo objetivo: demostrar todo. Cada teorema del calcu-
lo integral que aparece aqui se demuestra completo, paso a paso, sin «es facil ver», sin «se deja al lector»

y sin usar nada que no se haya demostrado antes, aqui o en el primer libro.

El recorrido sigue el programa de Calculo Diferencial e Integral II de la Licenciatura en Matematicas
de la Facultad de Ciencias de la UNAM: la integral definida con sumas de Darboux, los dos teoremas
fundamentales y las integrales impropias, el logaritmo y la exponencial definidos por integrales, la tri-
gonometria construida desde la integral, los métodos de integracion, las aplicaciones (areas, longitu-
des, volumenes, trabajo, ecuaciones diferenciales) y las series, hasta los primeros ejemplos de series

de Fourier. El orden de los temas es el del programa oficial.

Como esta hecho

- Todo parte de los mismos axiomas. Los axiomas de los nimeros reales (K1-K9, 01-03y S) y
lo demostrado en Cdlculo diferencial son el punto de partida. Los resultados del primer libro se
citan con su ntimero, por ejemplo «(C1-033.T1)»; los de este libro empiezan con C2.

- Cada paso dice qué usa. Las justificaciones aparecen entre paréntesis con el nimero del resulta-
do que se aplica, por ejemplo «(C2-008.T1)». El nimero indica la clase (C2-008) y la pieza dentro
de ella (T1 = primer teorema).

- Sesaldaunadeuda. En Cdlculo diferencial, el seno, el coseno y m venian de un dibujo: eran hechos
geomeétricos provisionales, marcados con A. Aqui se construyen desde la integral, sin usar esos
hechos: T es el doble del drea de un semicirculo unitario, el angulo se define por el drea de un
sector y sen y cos son funciones que se definen a partir de él (capitulo C2-014). Ahi se demuestra
cada hecho geométrico que se habia usado, y los resultados de Calculo I que dependian de ellos
(el limite de sen x / x, las derivadas de sen y cos, la cota de Lagrange para el polinomio de Taylor
del seno) quedan demostrados sin A. Ningun capitulo anterior a C2-014 usa trigonometria.

- Lo que no se demuestra se declara. Unas pocas piezas llevan A y nunca sostienen una demos-

tracion del libro:

¢ Enunciados que se demuestran en otra materia: el criterio de Lebesgue (C2-005.T6), la de-



Calculo integral 11

rivacion e integracion término a término de series de potencias (C2-028.T5) y el teorema
de Dirichlet sobre series de Fourier (C2-029.T5) se demuestran en Cdlculo IV; la factoriza-
cion real de polinomios (C2-017.T6), en Variable Compleja, con el teorema fundamental del
algebra; que ciertas primitivas no son elementales (Liouville, C2-013.T4) queda fuera del
programa.

 Definiciones de conceptos geométricos o fisicos (A def): el area entre graficas y en polares, el
volumen por secciones, el area de una superficie de revolucion y el trabajo se definen aqui

por una integral; su teoria general y su coherencia con otras definiciones son de Cdlculo IV.

- Intuicién primero, formalidad siempre. Cada capitulo abre con una situaciéon cotidiana (un
auto que acelera, el termémetro de un dia, un GPS contra un odémetro) y dice dénde falla la
analogia. Después vienen la definicién o el teorema formal, su demostracién y un contraejemplo

por cada hipoétesis, para que se vea por qué esta ahi.

Como leerlo

Cada capitulo corresponde a una clase en video (algunos, a dos partes) del curso Cdlculo integral: todas
las demostraciones, explicadas paso a paso de PyPro (pypro.mx). Se puede leer solo, pero funciona mejor

junto con el video: el video da la idea y la imagen; el libro da cada detalle por escrito.

Los recuadros ayudan a orientarse:

Teorema, definicion: el enunciado exacto, tal como se usa después.

Idea: la estrategia de la demostracion en una o dos frases.

En la vida diaria: la situacion cotidiana y el limite de la analogia.

Cuidado: errores frecuentes, lo que pasa si se quita una hipdtesis y por qué una pieza lleva A.

Al final de cada capitulo hay ejercicios con sus respuestas. El dltimo capitulo (C2-030) es un mapa de

lo demostrado en los dos libros y de lo que queda pendiente.
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C2-001 - Area y trabajo: sumas de

Darboux

Motivacion

El velocimetro sin odéometro

Un auto arranca y acelera parejo durante una hora: en el instante ¢t (en horas) su velocidad es
v(t) = 60t km/h. No tienes odémetro; solo puedes mirar el velocimetro. ;Cuantos kildémetros
recorriste?

Corta la hora en cuatro cuartos. En el cuarto i la velocidad esta entre 15(i — 1) y 15i km/h. Si en

cada cuarto hubieras ido siempre a la velocidad mas baja, habrias recorrido
0.25(0+ 15+ 30+ 45) = 22.5 km;

si hubieras ido siempre a la mas alta,
0.25 (15 + 30 + 45 + 60) = 37.5 km.

La distancia real queda encerrada entre esos dos nimeros. Con diez tramos de 6 minutos el
encierro mejora: entre 27 y 33 km.

Lo mismo pasa con el trabajo de empujar una caja con una fuerza que cambia a lo largo del
camino: en cada tramo, fuerza minima por longitud da una cota inferior, y fuerza maxima por
longitud, una superior. Y con el area bajo una grafica: rectangulos por abajo y por arriba.
Dénde falla la analogia: un velocimetro real solo da lecturas sueltas, no el valor mas bajo ni el
mas alto de cada tramo; aqui suponemos que conocemos la funcién en todo punto. Ademas, que

«la distancia es el area bajo la velocidad» todavia no es un teorema: se demuestra en C2-009.

Para hacer esto con rigor hacen falta tres herramientas que Calculo I no enuncié: algunas propiedades
mas de las sumas %, el supremo y el infimo de una funcién en un conjunto, y la manera de cortar un

intervalo.
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Lemas sobre sumas Yy supremos

Proposicion C2-001.T1 (mas propiedades de X)

Paran € Ny reales ¢y, ..., ¢y, a4, -, Qy:

n
(a) (telescopica) Z(ck — Cx_1) = Cp — Cp;
k=1
n—j

n j n n j
(b) (partirlasuma)paral <j <n, Z ay = Z a, + Z ay, donde Z ay = z ajyi;
k=1 k=1

k=j+1 k=j+1 i=1

n n
(©) (tridngulo) | Z a| < Z |-
k=1 k=1

Demostracion.

1. (a) Sea A el conjunto de los n € N tales que la igualdad vale para toda lista cy, ..., ¢;,.
2. Paran = 1: ¥,_, (cx — Cx_1) = ¢; — Co (C1-005.D2). Asi 1 € A.

3. Sin € A, por la definicidn recursiva (C1-005.D2) y la hip6tesis de induccion,

n+1 n

D =) = D e = ) + Enr = )
k=1 k

=1
= (cp — ¢o) + (Cny1 — )
=Cn+1 — Co

(K1, K2, K4). Asin + 1 € 4; por induccion (C1-005.T1), A = N.
4. (b) Fijo j, sea B el conjunto de los m € N con Zf::ln a, = Z{(ﬂ a, + 27;1 aj4;. Comon > j,
n —j € N (C1-005.T2), y basta ver que B = N.

5. m=1: Y000 @ = Yhey i + Qju1 ¥ Nieq Qi = @j4q (C1-005.D2). Asi 1 € B.



Calculo integral 3

6. Sim € B:

j+m+1 j+m
Z ar = z ax t Ajym+1
k=1 =

] m

Z ag + z ajti + aj+m+1)
k=1 i=
j m+1

Aj+i
i=1

(C1-005.D2, K1). Por inducciéon (C1-005.T1), B = N.
7. (c) Paran = 1 es una igualdad. Si vale para n, por la desigualdad del triangulo (C1-004.T4) y la

hipétesis de induccién sumada con |a, 11| < |ap41| (C1-003.T9):

n+1 n+1

|Z a| < |Z ai| + lanoal < Z .

Por induccién (C1-005.T1) vale para todon. B

Notacion

Sean S € Rnovacioy f : § » Racotada. sup, f := sup f(S) e nfs f := nf f(S). Existen por el
axioma Sy C1-006.T3, porque f(S) es no vacio y acotado.

Proposicion C2-001.T2 (supremos e infimos de funciones)

Sean S € Rnovacioy f,g : S = R acotadas.
(@) infg f <supgf,ysi@ # S’ c S,infg f < nfg/ f < supg, f < supg f.
(b) supg(f + g) < supgf + supg g e nfs(f + g) = infs f + nfg g.

(c) Sic = 0,supg(cf) = csupgf emfs(cf) = cinfgf;sic < 0,supg(cf) = cmnfsf e
infs(cf) = csupg f.

(d) (oscilacion) sup, f—1nfg f = sup{|f (x)—f(¥)| : x,y € S}; enparticular,si|f(x)—f(¥)| <
n para todos x,y € S, entonces supg f — infg f < 7.

Demostracion.
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1.

10.

11.

a) Tomemos x € S (existe porque S # @). Como nfs f es cota inferior y sup. f cota superior de
T S (exi S+ 0).C f inferi s iord
f(8),mfs f < f(x) < supg f (C1-006.D1), y por transitividad (C1-003.T9) infs f < supg f.

. Si§" c §, sup, f es cota superior de f(S") © f(S); como supg, f es la menor, supy, f < supg f

(C1-006.D1). Igual, infs f < 1nfy f. La desigualdad del medio es el paso 1 aplicadoa S’.

. (b) Parax € S, f(x) + g(x) < sup,f + supg g (C1-003.T9, version con < de C1-003.T6). Asi

sup, f + supg g es cota superior de (f + g)(S) y sups(f + g) < sup, f +sup, g (C1-006.D1). La

del infimo es analoga.

. (c)Sic =0,cf vale 0 entodo S y ambos lados valen 0 (C1-002.T3).Sic > 0, (cf)(S) = 0+c f(S)

y C1-006.T4 da supg(cf) = csupg f.

. Para el infimo con ¢ > 0, por C1-006.T3 y el paso 4 aplicado a —f*

inf(cf)(S) = —sup (¢ (=F)(S)) = —csup(=f)(S) = ¢ mf £ (S)

(C1-002.T4).

.Sic < 0,¢f = (=c)(—=f) con —¢ > 0; por los pasos 4-5 y C1-006.T3, sup,(cf) =

(—¢) supg(—f) = (—c)(—nfs f) = cinfg f, y andlogamente infg(cf) = csup, f (C1-002.T4).

. (d)Seans =supgf,i =mfs fyA={|f(x)— f()|:x,y €S}.Parax,y €S,i < f(x),f(y) <,

luego f(x)—f(y) <s—iyf(y)—f(x) <s—i(C1-003.T9). Por C1-004.T3, |[f (x) —f(¥)| < s—i.
Asi A es acotado superiormente y supA < s —i (S, C1-006.D1).

. Seag > 0.Por C1-006.T2 hayx € S con f(x) > s—¢/2,ypor C1-006.T3 con C1-006.T2 (aplicado

a—f)hayy €Sconf(y) <i+e/2

. Entonces, como u < |u| (C1-004.T1),

supA 2 |[f(X) —fO)I=2f)—fO) >s—i—e

Como esto vale paratodo € > 0,s —i < sup A (C1-003.T9, dltima parte). Conel paso 7, s — i =
sup A.
Si|f(x) — f(y)| < n paratodos x,y, n es cota superiorde Ays —i = supA <n (C1-006.D1). W
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Particiones

Definiciéon C2-001.D1 (particion)

Sean a < b.Una particién de [a, b] es un conjunto finito P = {¢t,, t;, ..., t,} (n € N) cona = ¢t5 <
t; < -+ < t, = b; sus puntos se escriben siempre en orden creciente. [t;_4,t;] es su i-ésimo
subintervalo y At; := t; — t;_; > 0.Lanorma de P es ||P|| := max(At;, ..., At;). La particion

regular enn parteses P, :={a+i(b—a)/n:i=0,1,...,n}.

Lanorma existe por C1-005.T13. En P, los puntos crecen porque (b—a)/n > 0 (C1-003.T7,C1-003.T4),

y todos los subintervalos miden (b — a)/n.

Proposicion C2-001.T3 (agregar y partir)

Seana < by P = {tg, ..., t,} una particiéon de [a, b].

(@) Sis € (a,b)ys & P,existeuntnicoicont;_y <s <t;,yPU{s}={tg,....t;i_1,S, ti, -, tn}

es una particién de [a, b].

(b) Si Q es otra particién de [a, b], P U Q (los puntos de ambas, sin repetir, en orden creciente)
es una particion de [a, b], que se obtiene de P agregando uno por uno los puntos de Q que

no estan en P.

(c) Sic = tjcon0 < j < {tg,..,t;} y {¢, ..., ty} son particiones de [a,c] y de [c, b]; y
reciprocamente, la unién de una particidn de [a, c] y una de [c, b] es una particion de [a, b]

que contiene a c.

Demostracion.

1. (a) Elconjunto] ={k € {1, ...,n} : s < t;} no es vacio, pues s < b = t,,. Sea i su minimo (buen
orden, C1-005.T3).

2. Comoi—1¢J(sii—1=1)otiq =ty =a <s(sii =1)setienet;_; < s (C1-003.T1); y
s #t;i_qporques & P.Asit;_; <s <t

3. Unicidad: si también t,_; < s < t; conk < i, entonces k € J, contrala minimalidad de i; sik > i,
t; < ty_q <s,contras < t; (C1-003.T2,C1-003.T1).

4, Lalistaty < <t;_q <s<t < <t,esestrictamente creciente, empieza en a y termina en
b: es una particién (C2-001.D1).
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5. (b) Los puntos de Q que no estan en P son finitos y estan en (a, b) (los extremos estan en ambas).
Agregandolos uno por uno con (a), por induccién sobre su cantidad (C1-005.T1, C1-005.T2), se
obtiene una particion cuyos puntos son exactamente los de P U Q.

6. (cJtp = a <t < <t =cescrecienteyvadeaac;igualt; < -+ < t, vadecab.
Reciprocamente, sia =uy < <up=cyc=wp < - <w;=h,lalistauy < <u, =wy <

-+ < wy es creciente (C1-003.T2)yvadeaab.

to 1 to t3 121 ls le
Figura 1: Sumas de Darboux de una funcién que sube y baja: rectangulos inferiores (grises) y superiores

(contorno). En cada tramo la altura es un infimo o un supremo, no necesariamente un valor en los

extremos.

Sumas inferior y superior

Definicion C2-001.D2 (sumas de Darboux)

Seana < b, f : [a,b] » Racotaday P = {t,, ..., t,,} una particién de [a, b].

m; := mf f, M; := su )
¢ [ti-1.ti] f ' [ti—ll.)ti] 4

suma inferior L(f,P) := Z?:l m;At; y suma superior U(f,P) := Z?:l M;At;.
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m; y M; existen porque f es acotada en cada subintervalo (S, C1-006.T3, notaciéon de C2-001.T2).

Proposicion C2-001.T4

Seana < b, f : [a,b] > Rym,M € Rconm < f(x) < M para todo x € [a,b]. Para toda
particion P de [a, b]:

m(b—a) <L(f,P) S U(f,P) < M(b—a).

Idea de la demostracion
En cada tramo, m < m; < M; < M; se multiplica por At; y se suma. La suma de los anchos es

b — a por la telescopica.

Demostracion.

1. f es acotada (por m y M), asi que las sumas estan definidas (C2-001.D2).

2. En cada subintervalo, m es cota inferior y M cota superior de f, luegom < m; y M; < M (C1-
006.D1); ademas m; < M; (C2-001.T2a). Asim <m; < M; < M.

3. Multiplicando por At; > 0 (C1-003.T4, C1-003.T9):

mAt; < mAt; < MjAt; < M At;.

4. Sumandodei =1an (C1-005.T12 d):

n n
ZmAtl- < L(f,P) < U(f,P) < Z M At;.
i=1 i=1
5. Por C1-005.T12 (a) y la telescopica (C2-001.T1 a),
n n
D maty=m Y (6~ i) = m(ty — to) = m (b - a),
i=1 i=1

y lo mismo con M. R

Ejemplo C2-001.E1
Si f(x) = cparatodo x € [a,b], L(f,P) = U(f,P) = c(b — a) para toda P. Para f(x) = x en
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[0,1] y la particion regular P,:

n—1 n+1

LR =5 UGR) =T

Demostracion.

1. Constante:conm = M = c en C2-001.T4,c(b — a) < L(f,P) < U(f,P) < c(b —a),yporla
tricotomia (C1-003.T1) todo es igual.

2. f(x)=x:en[(i—1)/n,i/n]elvalor (i —1)/nestaen f del tramo y es cota inferior, asi que es el
infimo; igual, i/n es el supremo (C1-006.D1).

3. Con At; = 1/n, por C1-005.T12 y C1-005.T4,

n

U(ﬁ&):Zi.l_i_n(nﬂ) _n+1

n n n? 2 2n

i=1

L(f,Pn)zii_l=i("(n+1)—n)="_1. .

L. n? n?

=1

Para el auto del principio, v(t) = 60t en [0, 1] da 60 veces estas sumas: conn = 4,L = 60-3/8 = 22.5
yU=60-5/8=37.5conn=10,L =27yU = 33.

Ejemplos que cumplen y que no

A Sin acotacion no hay sumas

. f(x)=1/xen (0,1], f(0) = 0.En el primer tramo [0, t;], paracada K > Ohayx con 0 < x < t;
. y1/x > K (C1-007.C1, C1-003.T7): f no tiene supremo ahi y U(f, P) no esta definida.

______________________________________________________________________________

A El infimo no siempre esta en un extremo

Si la funcién sube y baja dentro de un tramo, m; y M; pueden estar en su interior (figura de
arriba). Tomar los valores en los extremos da otra cosa: una suma de Riemann (C2-002.D3), no

una de Darboux.
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Ejercicios

1. Calcula L(f,P)yU(f,P)paraf(x) =2—xen[0,2] conP ={0,1/2,1, 2}.

2. Demuestra que si f < g en [a, b] (ambas acotadas), entonces L(f,P) < L(g,P) y U(f,P) <
U(g,P).

3. Para f(x) = x en [0, 1], ;cuantos tramos iguales hacen falta para que U(f, B,) — L(f, P,) < 0.01?

4. Demuestra que ||B,|]| = (b —a)/ny que L(—f,P) = =U(f, P).

5 Seaf(x) =1six =1/2y f(x) = 0 en otro caso, en [0, 1]. Calcula L(f, B,) y U(f, P,) paran par

y para n impar.

Respuestas

1. Tramos de ancho 1/2,1/2,1; infimos 3/2,1, 0; supremos 2,3/2,1.L = 3/4+1/2+0=5/4y
U=1+3/4+1=11/4

2. Encadatramoinf f < f(x) < g(x), asi que inf f es cota inferior de g y inf f < infg (C1-006.D1);
igual con los supremos. Se multiplica por At; y se suma (C1-005.T12 d).

3. U—-L =1/n(C2-001.E1); hace faltan > 100, por ejemplon = 101.

4. Todos los At; valen (b — a)/n. Para lo segundo, C2-001.T2 (c) con ¢ = —1 da inf(—f) = —sup f
en cada tramo; se suma con C1-005.T12 (a).

5. Siempre L = 0. Con n par, 1/2 es extremo de dos tramos y U = 2/n; con n impar, esta en el

interior deunoy U = 1/n.



C2-002 - Refinamientos e integrabilidad

Motivacion

Mirar el velocimetro mas seguido
El auto de C2-001 acelera con v(t) = 60t km/h durante una hora. Un copiloto mira el veloci-
metro cada 15 minutos y encierra la distancia entre 22.5 y 37.5 km. Otro, mas paciente, mira en
esos mismos instantes y ademas a la mitad de cada cuarto de hora: su encierro es [26.25, 33.75].
Con 100 tramos iguales, [29.7, 30.3].

Dos preguntas:

- ¢Mirar mas seguido puede empeorar alguna de las cotas?

- ¢(Hay un Unico nimero atrapado entre todas las cotas posibles?

Para esta funcién, noy si: U — L = 60/n y el nimero atrapado es 30.
Doénde fallala analogia: que ese nimero sea «la distancia recorrida» es una interpretacion que se

justifica en C2-009; y para funciones muy irregulares (C2-005.E1) las cotas no se cierran nunca.

Refinamientos

Definicion C2-002.D1 (refinamiento)

Seana < by P, (Q particiones de [a, b]. Q refinaa P si P C Q.

Proposicion C2-002.T1 (agregar un punto)

Seana < b, f : [a,b] = R acotada, P una particién de [a, b], s € (a,b) cons € Py Q := P U {s}.
Entonces L(f,P) < L(f,Q)yU(f,Q) < U(f,P).

10
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Idea de la demostracion
Solo cambia el tramo que contiene a s: se parte en dos, y en cada mitad el infimo es mayor o

igual que en el tramo completo.

Demostracion.

1. SeaP = {ty, ..., t,}. Por C2-001.T3 (a) hayuntinicoicont;_; < s < t;,yQ = {tg, ..., ti—1, S, ti, .-, tn }-

2. Seanm; = mfy, 1 f,m =mf, o fym” =mff,, f.Comolos dos intervalos pequefios estan
contenidos en [t;_q,t;], m; <m'ym; <m" (C2-001.T2 a).

3. Partiendo las sumas en los términos anteriores a i, el término i y los posteriores (C2-001.T1 b),
L(f,P) y L(f, Q) tienen los mismos términos salvo que m; (t; —t;_1) se cambia porm'(s—t;_1)+
m"(t; — s).

4. Comot; —t;_1 = (s —tj_1) + (t; —s), por K9,
m'(s —ti_q) + m"(t; —s) —m(t; — t;—1) = (M’ —my)(s — t;_1) + (M" —my)(t; — 5).

5. Los dos sumandos de la derecha son productos de nimeros = 0, asi que la diferencia es > 0
(C1-003.T6, C1-003.T9). Con C1-005.T12, L(f,Q) — L(f,P) = 0.

6. Paralas sumas superiores, SUPp, . 4] f<M;y SUP[g 4,1 f < M; (C2-001.T2 a), y el mismo calculo
daU(f,Q)<U(f,P). 1

Proposicion C2-002.T2 (refinamiento)

Seana < by f : [a,b] = Racotada. Si Q refinaa P:

LGP = L(f,Q = U, Q) = U, P).

Demostracion.

1. Si Q@ = P no hay nada que probar mas que L(f,P) < U(f,P), que es C2-001.T4 (con m, M cotas
de f).

2. Sino, Q se obtiene de P agregando uno por uno sus puntos que no estan en P (C2-001.T3 b).

3. En cada paso L no bajay U no sube (C2-002.T1); por induccién sobre la cantidad de puntos agre-
gados (C1-005.T1) y transitividad (C1-003.T9), L(f,P) < L(f,Q)y U(f,Q) < U(f, P).

4. La desigualdad del medio es C2-001.T4. &
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particiéon P Q=PU {s}

Figura 2: Agregar el punto s parte un rectangulo inferior en dos; cada mitad tiene un infimo mayor o

igual. La suma inferior sube.

Refinar tampoco agranda los tramos. Este hecho se usara al medir longitudes de curvas (C2-020.T3).

Proposicion C2-002.T7 (refinar no aumenta la norma)

Seana < by P, Q particiones de [a, b]. Si Q refina a P, cada subintervalo de Q esta contenido en
un subintervalo de P, y ||Q]] < ||P]I-

Demostracion.

Sean P = {to, ..., tp} y Q@ = {Sg, ..., S}, con P C Q, y sea [s;_1, s;] un subintervalo de Q.

1. Seau := (sj_1 +s;)/2; entonces s;_; < u <s; (C1-003.T8), asique u € (a,b) yu & Q (entre dos
puntos consecutivos de @ no hay otros; C2-001.D1). Como P c Q,u & P.

2. Por C2-001.T3 (a) hayunicont;_y <u <t.

3. ti—1 € P c Q, digamos t;_; = sx. Como s < u < sj,es k < j (sifuerak = j, seria s, = s;), es
decir, k < j — 1,y porlo tanto t;_; = s < sj_1.

4. Del mismomodo t; = s;cons; >u > s;_q,asiquel =jyt; =s;.

5. Entonces [s;j_1, 5] < [t;_1,t;] y, restando (C1-003.T9),
Sj—Sj-1 St =t < ||P|

(C2-001.D1, C1-005.T13).
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6. Asitodo As; es < ||P||; como [|Q]| es uno de los As; (C1-005.T13), ||Q|| < [|P]|. W

Proposicion C2-002.T3

Seana < b, f : [a,b] - Racotaday P, Q particiones de [a, b]. Entonces L(f, P) < U(f, Q).

Demostracion.

1. R := P U (Q es una particion que refinaa Pya Q (C2-001.T3 b).
2. Por C2-002.T2 aplicadoaP c RyaQ c R:

L(f,P) < L(f,R) =U(f,R) = U(f,Q),

y por transitividad (C1-003.T9) L(f,P) < U(f,Q). 1

La integral

Definicion C2-002.D2 (integral)

Seana < by f : [ab] — R acotada. Integral inferior L(f) := sup{L(f,P)
P particion de [a, b]} e integral superior U(f) := mf{U(f, P) : P particién de [a, b]} (existen
por C2-002.T3). f es integrable (en el sentido de Riemann) en [a, b] si L(f) = U(f), y ese nu-

fabf=f:f(x)dx-

Por definicidn, toda funcién integrable en [a, b] es acotada.

mero es

Los conjuntos no son vacios ({a, b} es una particion) y, por C2-002.T3, cualquier U(f, Q) es cota supe-
rior de las sumas inferiores y cualquier L(f, P) cota inferior de las superiores; el supremo y el infimo

existen por Sy C1-006.T3.

Proposicion C2-002.T4

L(f) < U(f).Si f esintegrable en [a, b], f:f es el inico nimero [ tal que L(f,P) <1 < U(f,P)
para toda particién P de [a, b].
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Demostracion.

1. Fija Q. Por C2-002.T3, U(f, Q) es cota superior de {L(f, P)}, asi que L(f) < U(f, Q) (C1-006.D1).

2. Entonces L(f) es cota inferior de {U(f, @)}, y L(f) < U(f) (C1-006.D1).

3. Si f esintegrable e I = L(f) = U(f): paratoda P, L(f,P) < L(f) =1 = U(f) < U(f,P)
(C1-006.D1).

4. SiJ también cumple L(f,P) <] < U(f, P) para toda P, entonces J es cota superior de las sumas
inferiores (L(f) < J) y cota inferior de las superiores (J < U(f)) (C1-006.D1).Asil <] <1y,
por tricotomia (C1-003.T1),/ =1. 1

El criterio de Riemann

Teorema C2-002.T5 (criterio de Riemann)

Seana < by f : [a,b] = Racotada. f es integrable en [a,b] < paratodo & > 0 existe una

particién P de [a, b] con

U(f,P)—L(f,P)<e.

Idea de la demostracion
Silas cotas se cierran, una inferior y una superior casi 6ptimas, juntadas en una misma particion,
quedan a menos de €. Si para cada € hay una particiéon buena, el hueco entre L(f) y U(f) es menor

que todo ¢, asi que es cero.

Demostracion.

1. (=) Seal = f:f =L(f) =U(f)yseae > 0; entonces /2 > 0 (C1-003.T8).

2. Porlacaracterizacion ¢ del supremo (C1-006.T2) hay P; con L(f, P;) > [—¢/2,y porladel infimo
(C1-006.T3 con C1-006.T2) hay P, con U(f,P,) <1+ &/2.

3. P := P; U P, refina a ambas (C2-001.T3 b), asi que L(f,P;) < L(f,P) yU(f,P) < U(f,P,)
(C2-002.T2).

4. Por lo tanto (C1-003.T6, C1-003.T9),

UGF.P) = L(FP) SUCEP) — LA P) < (14 2) = (1= 3) ==
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5. (&) Para toda particién P, L(f, P) < L(f) < U(f) < U(f, P) (C2-002.D2, C2-002.T4), luego

0=<U()-L(f)=U({,P)—L(f,P)

(C1-003.T9).

6. Por hipétesis, para cada € > 0 hay P con U(f,P) — L(f,P) < g; asi U(f) — L(f) < € para todo
e>0,yU(f) — L(f) <0(C1-003.T9, ultima parte).

7. Conel paso 5, U(f) — L(f) = 0 (C1-003.T1): f es integrable. ®

Corolario C2-002.C1

f acotada en [a, b] es integrable <« existe una sucesion de particiones (P;) de [a, b] con
b b
U(f,Px) = L(f,Px) - 0; enesecaso L(f,P) = [, fy U(f,Pi) = [, f-

Demostracion.

1. (=) Paracada k € N, C2-002.T5 con € = 1/k da una particiéon con U — L < 1/k; elegimos una,
Py, para cada k (EN).

2. Asi0 < U(f,Py) — L(f,Py) < 1/k (C2-001.T4). Como 1/k — 0y la constante O tiende a 0 (C1-
012.T2), por el sandwich (C1-014.T1) U(f, P,) — L(f,Px) = 0.

3. (&) Dado ¢ > 0, por la definicién de limite (C1-012.D1) hay k con U(f, P,) — L(f, P,) < €; por
C2-002.T5, f es integrable.

4. Enese caso,conl] = fab f, por C2-002.T4:

0<I-L(f,P) =U(f,P)—LUf,P), 0= U, P) =1 < U, Pe) = L(f, Po).

5. Por el sandwich (C1-014.T1),I — L(f,Px) = 0y U(f, Pr) — I — 0; sumando la constante / (C1-
013.T2),L(f,Py) = IyU(f,P) » 1.1
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Sumas de Riemann

Definiciéon C2-002.D3 (sumas de Riemann)

Para una particién P = {t,, ..., t,} de [a, b] y puntos & = (&, ..., &) con &; € [t;_q, ti]:

SCF,P.) = ) f(&) Aty
i=1

Proposicion C2-002.T6

Seana < by f :[a,b] » Racotada. L(f,P) < S(f,P,§) < U(f, P) para toda P y toda eleccién
&.Si f esintegrabley U(f, P) — L(f, P) < g, entonces |S(f, P, &) — fffl <e.

Demostracion.

1. Como &; € [ti_1,ti], m; < f(&) < M; (C1-006.D1, C2-001.T2). Multiplicando por At; > 0y
sumando (C1-003.T9, C1-005.T12 d), L(f,P) < S(f,P,&§) < U(f, P).

2. Si f esintegrable, también L(f,P) < I < U(f,P) conl = f; f (C2-002.T4).

3. Restando (C1-003.T9),

—U{,P) =L, P) =S, P,§) =1 =U(f,P) = L(f,P),

y por C1-004.T3, |S(f,P, &) —I| < U(f,P) — L(f,P) <e.

Ejemplo C2-002.E1
Parac € Rya < b, f:cdx =c(b — a); folxdx =1/2.

Demostracion.

1. Paraf =c¢,L(f,P) = U(f,P) = c(b—a) paratoda P (C2-001.E1).AsiU — L = 0 < e paratodo &:
f esintegrable (C2-002.T5), y c(b — a) cumple la condiciéon de C2-002.T4, asi que es la integral.

n+1 n—-1

2. Paraf(x) = xen[0,1L U(f, P) = L(f, ) = - — = = % - 0 (C2-001.E1, C1-012.T2).

2n

3. Por C2-002.C1, f es integrable y [, xdx = mL(f,B,) = hm (5 - --) = 5 (C1-013.T2, C1-
012.T2). W
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Para el auto, v = 60t da 60 veces estas sumas: U — L = 60/n — 0y el nimero atrapado es 60 - % = 30.

Por qué cada hipétesis

A f acotada

Para f(x) = 1/x en (0,1], f(0) = 0, ninguna suma superior existe (C2-001, secciéon de ejem-
plos): el criterio ni siquiera se puede plantear. Por eso la definicién de integral exige que f sea

acotada.

A «Para todo £», no para uno

La funcién de Dirichlet D (1 en los racionales, 0 en los irracionales) cumple L(D,P) = 0y
U(D,P) = 1en [0,1] para toda P, porque cada tramo contiene racionales e irracionales (C1-
007.T3, C1-008.T3). Con € = 2, cualquier particion da U — L < 2; con & = 1/2, ninguna. D no es
integrable (se estudia en C2-005.E1).

A Juntar las particiones

. En el paso 3 del criterio no basta comparar P; con P,: la diferencia U(f, P,) — L(f,P;) noes la

de una sola particién. Se usa P; U P,, que es mejor que las dos (C2-002.T2).

Ejercicios

1. Parav(t) = 60ten [0, 1], calcula Ly U con 8 tramos iguales y verifica que el intervalo esta dentro
del de 4 tramos.

2. Demuestra que si f es integrable en [a, b] y (Pi) es una sucesion de particiones con U(f, P;) —
L(f,Py) = 0, entonces S(f, P, §¥) - f: f para cualesquiera puntos &,

3. Sea f(x) = Oen [0,1] salvo f(1/2) = 5. Usa el criterio de Riemann para mostrar que f es
integrable.

4. Demuestra que L(f) = U(f) implica, para cada ¢, una particién con U — L < ¢, sin usar el criterio
(es decir, reescribe la parte = con tus palabras).

5. ¢Escierto que si L(f, P) = U(f, P) para alguna particion, f es constante en cada tramo? Demués-

tralo.
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Respuestas

1. L=60-7/16 = 26.25,U = 60-9/16 = 33.75; [26.25,33.75] c [22.5,37.5] (C2-002.T2).

2. Por C2-002.T6, |S(f, Px, £®) — I| < U(f, Py) — L(f, Px) — 0; sandwich (C1-014.T1).

3. L(f,B,) = 0y U(f,B,) < 2-5/n (el punto toca a lo mas dos tramos); U — L < 10/n < ¢si
n > 10/¢ (C1-007.C1).

4. Eslaparte (=) de C2-002.T5.

5. Si: Y;(M; — m;)At; = 0 con todos los sumandos > 0 obliga a M; = m; en cada tramo (C1-003.T6),
yentoncesm; < f < M; = m,.



C2-003 - Continua implica integrable

Motivacion

Leer el termometro con la frecuencia correcta

Volvamos al dia de C1-025: la temperatura del patio entre las 6:00 y las 20:00 es
T(t) = 12 + 3(t — 6) — ;(t — 6).

Ahi vimos que con lecturas cada 7.5 minutos, dos instantes a menos de 7.5 minutos nunca difie-
ren mas de medio grado.

;Basta eso para conocer la temperatura promedio del dia con error menor que medio grado?
Si: con 112 tramos de 7.5 minutos, en cada tramo la diferencia entre la temperatura mas alta 'y
la mas baja es alo mas 0.5 °C,asi que U — L < 0.5 - 14 = 7 °C-h. Dividiendo entre las 14 horas,
el promedio queda encerrado en una franja de ancho a lo mas 0.5 °C. (Con la férmula, el ancho
real es = 0.223 °C.)

Lo notable es que el argumento no usa la formula de T: solo que T es continua en un intervalo
cerrado.

Doénde falla la analogia: el teorema garantiza que existe una frecuencia de lectura suficiente, pero
no dice cudl (aqui la conocemos porque tenemos la férmula); y un termémetro real da lecturas,

no infimos ni supremos.

El teorema

Teorema C2-003.T1

Seana < by f continua en [a, b]. Entonces f es integrable en [a, b].

19
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Idea de la demostracion
Heine da un § que sirve en todo el intervalo; con tramos mas cortos que &, en cada uno la osci-

lacién es menor que n, y U — L queda menor que (b — a), que se elige menor que «.

Demostracion.

1. Por C1-024.T1, f es acotada en [a, b]; asi sus sumas de Darboux existen (C2-001.D2).
2. Seae > 0ysea

€

T
(C1-003.T7, C1-003.T4).

3. Por el teorema de Heine (C1-025.T1), f es uniformemente continua en [a, b]: existe § > 0 tal que
|x —y| < é implica |f(x) — f(y)| <nparax,y € [a,b] (C1-025.D1).

4. Por C1-007.C1 hayn € Ncon 1/n < §/(b — a), es decir, (b — a)/n < § (C1-003.T4). Sea B, la
particion regular (C2-001.D1).

5. Six,y € [t;_1,t;], entonces —At; < x—y < At;,asique [x—y| < At; = (b—a)/n < § (C1-004.T3),
yporelpaso3, [f(x) = f(¥)| <n.

6. Por la oscilacién (C2-001.T2 d), M; — m; < n en cada subintervalo.

7. Por C1-005.T12, C1-003.T9 y la telescopica (C2-001.T1 a):
n
UGB = LB = ) (M; = m) Aty
i=1

n
€
SnZAti=n(b—a)=§<£.
i=1

8. Por el criterio de Riemann (C2-002.T5), f es integrable en [a, b]. B
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Monotonas

Proposicion C2-003.T2

Seana < by f : [a,b] = R monétona. Entonces f es integrable en [a, b]; con la particion
regular,

[f(B) = fF@I b —a)

n

U(f, B) = L(f, B) =

Demostracion.

1. Supongamos f creciente (C1-010.D2); el caso decreciente es igual cambiando los papeles de los
extremos.

2. Parax € [a,b], f(a) < f(x) < f(b): f es acotada.

3. En [t;_q,t;], f(t;—1) es un valor de f y cota inferior, y f(¢;) un valor y cota superior; luego m; =
f(tim) y M; = f(t;) (C1-006.D1).

4. Con At; = (b — a)/n, por C1-005.T12 y la telescopica (C2-001.T1 a):

b—ax b—
UGB = LU B) = 0 Y (£ = f (1)) = ———(F (B) = f(@),
i=1

yf(b) = f(a) = |f(b) — f(a)| porque es = 0 (C1-004.D1).

5. Seae > 0.Sif(b) = f(a)ladiferenciaes 0 < ¢.Sino, por C1-007.C1 haynconn > (b—a)(f (b)—
f(a))/e, y entonces la diferencia es < ¢ (C1-003.T4, C1-003.T7).

6. Por el criterio de Riemann (C2-002.T5), f es integrable. B

Una funcién monétona puede tener saltos (por ejemplo, f = 0en [0,1) y f(1) = 1): la continuidad es

suficiente para integrar, pero no necesaria.
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El area de Arquimedes

Proposicion C2-003.T3 (suma de cuadrados)
Paran € N,
n
Z 12— nn+1)(2n + 1).
6
k=1
Demostracion.

1. Paran = 1: ambos lados valen 1 (C1-005.D2).
2. Sivale paran, por C1-005.D2 y la hipétesis:

””kz a4+ D(2n+1)
Z B 6

m+1D(n@n+1)+6(n+1))
6

+(n+1)?%=

k=1
_ (m+1D@n*+7n+6) (n+1)(n+2)2n+3)
B 6 B 6 ’

que es la formula paran + 1 (axiomas de campo, C1-005.T12).
3. Por induccién (C1-005.T1), vale para todon. &

Ejemplo C2-003.E1 (Arquimedes)
b 3

b
Para b > 0,[ x?dx = 3 (con particiones regulares).
0

Demostracion.

1. f(x) = x? es creciente en [0,b]:si 0 < x < y,x? < y? (C1-003.T9). Con P,, t; = ib/n,y como en
C2-003.T2,m; = ((i — 1)b/n)? y M; = (ib/n)?.
2. Por C1-005.T12y C2-003.T3,
Ci2h2 b b n(n+1)@n+1) b3

UGB =) 2 7 = ; T+ )e+3)
i=1

3. Igual, recorriendo el indice j = i — 1 (C1-005.T12 ¢) y usando C2-003.T3 conn — 1 (paran = 2;
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conn = 1 ambos lados valen 0):

3l 3
=5 3 =5 ()63
Jj=

4. U(f,B,) — L(f,P,) = b3/n (C2-003.T2 con f(b) — f(0) = b?), que tiende a 0 (C1-012.T2, C1-
013.T2).

5. Por C2-002.C1, f es integrable y su integral es m L(f, B,). Como 1/n — 0, por el algebra de
limites (C1-013.T2, C1-012.T2), L(f,B) » = -1-2= 2. m

1.0 S

0.5 :

_______

0.0 ===
0.0 0.5 1.0

Figura 3: Arquimedes: sumas inferior (gris) y superior (contorno) de x? en [0, 1] con 8 tramos. Su

diferencia es 1/8; ambas se acercana 1/3.

Algunos valores en [0,1]: conn = 4, [0.21875,0.46875]; con n = 10, [0.285,0.385]; con n = 100,
[0.32835,0.33835].
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Por qué cada hipotesis

Ejemplo C2-003.E2
La continuidad en [a, b] no puede bajarse a continuidad en (a, b]: f(x) = 1/xen (0,1], f(0) =0,

es continua en (0, 1] y no es acotada, asi que no es integrable en [0, 1].

Demostracion.

. En (0,1], f es un cociente de polinomios con denominador # 0: es continua ahi (C1-022.T2).
. ParaK > 0, por C1-007.Cl hayn € Nconn > K; x = 1/n € (0,1] cumple f(x) =n > K. Asi f

no es acotada.

. Por definicién (C2-002.D2), una funcién integrable es acotada: f no es integrable en [0, 1]. B

A La continuidad es suficiente, no necesaria

f =0en[0,1), f(1) = 1 no es continua y si es integrable (es mondtona, C2-003.T2). En C2-
005 se veran funciones integrables con infinitas discontinuidades, y la de Dirichlet, que no es

integrable.

Ejercicios

1. Calcula U(f,P,) y L(f,P,) para f(x) = x? en [0, 2].

2. Demuestra que f(x) = 1 — x? es integrable en [—1, 1], aunque no es mond4tona ahi.

3.

4. Sea f continua en [a, b] con |f(x) — f(¥)| < K|x — y|. Demuestra que U(f,P,) — L(f,P,) <

;Cudntos tramos iguales garantizan U — L < 1073 para x2 en [0, 1]?

K(b —a)?/n.
Usa sumas de Darboux con B, para mostrar que fol x3 dx = 1/4, sabiendo que 2221 k3 =n?(n+
1)%/4.

Respuestas

1.
2.
3.

ti=i/2.U=(G+1+2+4) =375yL=—(0+;+1+) =175
Es un polinomio, continuo (C1-022.T2),y C2-003.T1 concluye.
U—-L=1/n;bastan = 1001.
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4. En cada tramo, |f(x) — f(¥)| < K(b — a)/n,asique M; —m; < K(b — a)/n (C2-001.T2 d); se

multiplica por At; y se suma.
1 n?n+1)?
4

5. U(P) = ¢ - 2= — 2y U — L =1/n — 0 (C2-003.T2, C2-002.C1).



C2-004 - Propiedades de la integral

Motivacion

Un viaje en dos tramos, y uno de ida y vuelta

El auto de siempre va a v(t) = 60t km/h durante una hora. A la media hora hace una parada
técnica. Con sumas de Darboux, lo «recorrido» en la primera media hora es f01/2 60tdt =75y
en la segunda fll/z 60t dt = 22.5; la suma es 30 = fol 60t dt.

;Siempre se suman asi? ;Y si el viaje completo tiene integral, la tiene cada tramo?

Otra situacién: un repartidor va al norte a 60 km/h media hora y regresa al sur a 40 km/h otra
media hora. Con velocidad con signo, la integral de v es el desplazamiento (10 km) y la de |v| lo
que marca el odémetro (50 km). El desplazamiento nunca supera lo recorrido: | [ v| < [ |v].
Doénde fallala analogia: que estas integrales sean distancias es una interpretacion que se justifica

en C2-009; lo que se demuestra aqui no depende de ella.

Aditividad

Teorema C2-004.T1 (aditividad)

Seana < c < by f :[a b] - Racotada. f es integrable en [a,b] & f esintegrableen [a,c]y

Lbf=j:f+fcbf-

en [c, b]; en ese caso

Idea de la demostracion
Toda particién se puede refinar agregando c, y entonces se parte en una de cada lado. Los U — L
se suman: uno chico equivale a dos chicos. La suma de las dos integrales queda atrapada entre

todas las sumas de [a, b].

26
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Demostracion.

. Si P es una particién de [a, b] con ¢ € P, por C2-001.T3 (c), P = P; U P, con P; particién de [a, c]

y P, de [c, b].

. Los subintervalos de P son los de P; seguidos de los de P,, con los mismos infimos y supremos

(C2-001.D2). Partiendo la suma (C2-001.T1 b):

L, Py =L(f,P) +L(f,P2),  U(f,P) =U(f,P) +U(f, P2).

. () Sea e > 0. Por el criterio de Riemann (C2-002.T5) hay P con U(f,P) — L(f,P) < &.Sic ¢ P,

P U {c} es particiéon (C2-001.T3 a) y, por C2-002.T2, tiene U — L alin menor o igual. Podemos

suponer ¢ € P.

. Por el paso 2,

[U(f, P) — L(f, PD] + [U(f, P) = L(f, P)] < &,

y cada corchete es > 0 (C2-001.T4). Asi cada corchete es < € (C1-003.T9).

. Por el criterio de Riemann (C2-002.T5), f es integrable en [a, c] y en [c, b] (f es acotada en cada

uno).
(&)Seaeg > 0;¢/2 > 0(C1-003.T8). Por C2-002.T5 hay P; de [a,c]y P, de [c,b] conU —L < ¢/2

en cada una.

. P = P, UP, esparticién de [a, b] (C2-001.T3 c) y, por el paso 2y C1-003.T6, U(f,P) —L(f,P) < e.

Por C2-002.T5, f es integrable en [a, b].

. Valor.Sean I; = facf el, = fcb f.Sic € P, por C2-002.T4 en cada lado y el paso 2,

LG PY=L(f,P)+L(f,P) s + I, SU(f, P) +U(f,P;) = U(f, P)

(C1-003.T9).

. Sic¢P,conP’ =P U{c}yC2-002.T2: L(f,P) < L(f,P") < I, + I, < U(f,P") < U(f, P).
10.

Asil; +1, estaentre L(f, P) y U(f, P) paratoda particion P de [a, b]; por la unicidad de C2-002.T4,
b
fa f = 11 + 12. [
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aditividad ﬁz 30 — 20, /v\ =30+20

/

|

-40 -

Figura 4: Aditividad: el &rea de a a b esla de a a c méas la de c a b (izquierda). Desplazamiento contra

distancia: | [ v| < [ |v| (derecha).

Convenciones y cualquier orden

Definicion C2-004.D1 (convenciones)

f;f := 0 si f estd definidaen a;sia < by f es integrable en [a, b], fbaf = — f; f.

Corolario C2-004.C1

Seanp < qy f integrable en [p, q].

(a) f esintegrableentodo [c,d]conp <c<d <gq.

(b) Para cualesquiera a, b, c € [p, q], en cualquier orden y con C2-004.D1:

f:f=f:f+fcbf.

Demostracion.

1. () Sip < ¢, por(C2-004.Tlenp < c < q, f es integrable en [c,q]; sic = p,yaloes.Sid < g,
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por C2-004.Tlenc < d < q, f es integrable en [c, d].
2. (b) Si dos de los tres puntos coinciden, la igualdad es inmediata con C2-004.D1: por ejemplo, si
a b b . c a

a=c [, f+[, f=0+], fisia=b,[, f+[ f=0(K4).

3. Si son distintos, por tricotomia (C1-003.T1) hay seis 6rdenes. Sia < ¢ < b, es C2-004.T1 (con
().

4. Sia<b<c:C2-004T1da [ = [0 + [/ luego [, = [ — [ = [+ [, (C2-004.D1).

5. Los otros cuatro érdenes (b < a < ¢,b < c < a,c <a < b,c <b < a)sereducen igual: se
escribe C2-004.T1 para el orden creciente de los tres puntos y se despeja con C2-004.D1 y K1-K4.
|

Linealidad y monotonia

Teorema C2-004.T2 (linealidad)

Seana < b, f y g integrables en [a, b] y ¢ € R. Entonces f + g y cf son integrables en [a, b],

Lb(f+g)=f:f+fg, f:cf=cfabf.

Con C2-004.D1 vale para a, b en cualquier orden.

Demostracion.

1. f+gycf sonacotadas. En cada subintervalo de una particién P, por C2-001.T2 (b), inf f +1nf g <
mf(f + g) y sup(f + g) < supf + supg. Multiplicando por At; y sumando (C1-003.T9, C1-
005.T12):

L(f,P)+L(g,P)<L(f+9,P)SU({f+g,P)<U{,P)+U(g P).

2. Seae > 0.Hay Pry By conU — L < ¢/2 para f y para g (C1-003.T8, C2-002.T5); con P = P; U F;
(C2-001.T3 b) ambas desigualdades siguen (C2-002.T2).

3. Porelpaso1,U(f+g,P)—L(f+g,P) < [U(f,P)—L(f,P)]|+[U(g,P)—L(g,P)] < £(C1-003.T6).
Por C2-002.T5, f + g es integrable.

4. Para esa P, los dos ndimeros f; fF+9y f; f+ fab g estan en el intervalo [L(f,P) +
L(g,P), U(f,P) + U(g,P)] (paso 1 y C2-002.T4), cuya longitud es < &. Su distancia es
< £ (C1-004.T3).

5. Como ¢ es arbitrario, la distancia es 0 (C1-003.T9, dltima parte, y C1-004.T1): las dos integrales
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son iguales.

. ¢f conc = 0: por C2-001.T2 (c), en cada tramo inf(cf) = cinff y sup(cf) = csup f; con C1-
005.T12,L(cf,P) =cL(f,P)yU(cf,P) = cU(f, P) para toda P.

.Sic =0,cf = 0yesC2-002.E1. Si c > 0, eligiendo P con U(f,P) — L(f,P) < &/c se obtiene
U(cf,P) — L(cf,P) < € (C1-003.T4); cf es integrable. Ademés L(cf,P) = cL(f,P) < c[f <
cU(f,P) = U(cf, P) para toda P (C1-003.T9), y por C2-002.T4, [ cf =c [ f.

. ¢ < 0:por C2-001.T2 (c), L(cf,P) = cU(f,P)y U(cf,P) = cL(f,P), y el mismo argumento
(multiplicar por ¢ < 0 invierte las desigualdades, C1-003.T4) da la integrabilidad y [ cf = c [ f.
. Cualquier orden: si b < a, por C2-004.D1 y lo anterior en [b, a], ff(f +g) = —fba(f +g) =

—fbaf—fbag = f;f+f;g (K9); igual con cf.Sia = b, todo vale 0. B

Proposicion C2-004.T3 (monotonia)

[, f=o.

Seana < by f, g integrables en [a, b] con f < g. Entonces f; f< ff g; en particular f = 0 =

Demostracion.

1. hi=g—f =g+ (—1Df esintegrabley [h = [ g — [ f (C2-004.T2).
2. h=0en|a,b]; por C2-001.T4 conm = 0, L(h, P) = 0 para toda P.

3. Por C2-002.T4, [h > L(h,P) = 0;asi [g— [ f = 0.

4. La segunda parte es el caso f :=0,g := f,con [0 =0 (C2-002.E1). W

Valor absoluto y producto

Proposicion C2-004.T4

Seana < by f integrable en [a, b]. Entonces |f| es integrable y

fabf|sfab|f|.

Demostracion.

1. |f| es acotada. En un subintervalo [;, para x,y € I,

IFEI=IfDI < If () = fFOI < M —my
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(C1-004.T5, C2-001.T2 d).

2. Porla oscilacién (C2-001.T2 d) aplicada a |f], sup,, |f| —mfy, [f] < M; —m;.

3. Multiplicando por At; y sumando (C1-005.T12), U(|f|,P) — L(|f],P) < U(f,P) — L(f,P). Con
C2-002.T5, |f] es integrable.

4. Como —|f| < f < |f| (C1-004.T1), por C2-004.T3 y C2-004.T2,

—Lb|f|sLbstb|f|.

b b
y por C1-004.T3, | [ f| < [, |f|. M

Proposicion C2-004.T5 (producto)

Seana < by f, g integrables en [a, b]. Entonces f g es integrable en [a, b].

Demostracion.

1. fy g son acotadas: hay K > 0 con |f]|,|g| < K en [a, b] (si las dos cotas son 0, se toma K = 1).
Asi|fg| < K? (C1-004.T2).
2. Para x,y en un subintervalo /; de una particién P, por K9, C1-004.T2 y C1-004.T4:

FC)g@) = fFMIgMI = 1f(x) (g(x) —g@) +g@) (F(x) = FO))I
<SKlgx)—gI+K|f(x) = fO)I
<k M?—m?) + KM —m])

(C2-001.T2d parafyg).
3. Porla oscilacién (C2-001.T2 d) para f g, Ml-fg — m{g <KWM? -m) + K(Ml-f - m{), y sumando
(C1-005.T12):

U(fg,P) —L(fg,P) <K[U(g,P) — L(g, )] + K[U(f,P) — L(f, P)]

4. Dado € > 0, hay Py, By con diferencias < ¢/(2K) (C2-002.T5, C1-003.T7, C1-003.T8); con P =
Ps U Fy siguen valiendo (C2-001.T3 b, C2-002.T2) y el paso 3 da U(fg,P) — L(fg,P) < & (C1-
003.T6). Por C2-002.T5, f g es integrable. &
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Corolario C2-004.C2

Sean p < g, f integrable en [p,q] con |f| < M en [p,q],y a,b € [p,q] en cualquier orden.

Entonces

b
f fl=Mib-al.
a

Demostracion.

1. Sia = b, ambos lados valen 0 (C2-004.D1).

2. Sia < b, f esintegrableen [a, b] (C2-004.C1 a) y, por C2-004.T4, C2-004.T3 y C2-002.E1, | f: fl <
SPUFI< 0 M =M(b—a) = M|b — a] (C1-004.D1).

3. Sib < a, por C2-004.D1 y C1-004.T1, | f:fl = |fbaf| <M(a—b)=M|b—al.N

Por qué cada hipotesis

A Integrable en los dos tramos

f =0en[0,1]y f igual a la funcién de Dirichlet en (1, 2]. En [0, 1] es integrable; en [1, 2] cada
tramo tiene racionales e irracionales (C1-007.T3, C1-008.T3),asique L = 0y U = 1 ahi. Porla

aditividad, f tampoco es integrable en [0, 2].

A Acotada

. f(x)=1/(1—=x)en|0,1), f(1) = 0: es continua, y por tanto integrable, en [0, 1/2]; peronoes |
. acotadaen [1/2, 1], asi que no hay integral de Riemann en [0, 1]. :

A El orden de los limites

rior). Con la convencién C2-004.D1 si, y es C2-004.C1 (b).

! f01 f= f02 f+ le f no tiene sentido con C2-002.D2 sola (pide limite inferior menor que el supe- E
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A La desigualdad puede ser estricta

Elrepartidor: v = 60en[0,1/2]yv = —40en (1/2, 1]. Porlaaditividad, fol v =30+(—-20) =10
y fol |v] =30+ 20 =50.(En[1/2,1], ves monétonay L(v, B,,) = —20 para todo n; C2-003.T2 y
C2-002.C1) Asi| [v]| =10 <50 = [ |v]|.

Ejercicios

1. Sin calcular sumas, demuestra que fol (3x + 2)dx = 7/2 usando C2-002.E1 y la linealidad.

2. Demuestra que si f es integrable en [a,b]ym < f < M, entonces m(b — a) < f; f<M(-a)
usando solo C2-004.T3.

3. Da f con |f| integrable en [0, 1] y f no integrable.

4. Demuestra que si f es integrable en [a, b], entonces f? también, y que (f; N?<(b-a) f; f2.
(Sugerencia: [(f — t)? = 0 para todo t.)

5. Calcula fzo x%dx.

Respuestas

1 [(3x+2) =3[, x+J, 2=3/2+2=7/2(C2-004.T2, C2-002.E1).

2. m < f < M, monotonia con las constantes y C2-002.E1.

3. f = 1enlosracionalesy —1 en los irracionales: |f| = 1 es integrabley f tiene L = —1,U = 1.

4. f% = f-f esintegrable (C2-004.T5).Conl = [ f,] = [ f2y £ = b—a,paratodo t:0 < [(f—t)? =
] — 2tl + t?£ (C2-004.T2, C2-004.T3); cont = I /£ queda 0 < ] — I? /4.

5. [} x? = — [ x? = —8/3 (C2-004.D1, C2-003.E1).



C2-005 - Discontinuidades: Dirichlet y

Riemann

Motivacion

La regla con una marca en cada fraccién

Imagina una regla ideal de 0 a 1 con una marca en cada fracciéon p/q escrita en su forma mas
simple, de altura 1/q: las marcas de 0 y 1 miden 1, la de 1/2 mide 1/2,las de 1/3 y 2/3 miden
1/3, y asi. Hay una infinidad de marcas y entre dos cualesquiera hay otras.

;Cuanta «tinta» tiene la regla, es decir, cuanta area hay bajo las marcas?

Las marcas de alturaal menos 1/10 son solo 33. Las sumas superiores con 10, 100y 1000 tramos
iguales valen aproximadamente 0.457, 0.131 y 0.037; las inferiores, siempre 0. La tinta es 0.
Doénde falla la analogfa: una regla real tiene finitas marcas, cada una con grosor. Lo que sf es fiel:

para la tinta importa cuantas marcas son altas, no cuantas hay.

Extremos y finitas discontinuidades

Proposicion C2-005.T1

Seana < by f : [a,b] = R acotada tal que f es integrable en [c, d] para todos ¢,d cona < ¢ <
d < b. Entonces f es integrable en [a, b].

Idea de la demostracion
Cerca de los extremos la funcién puede ser muy rara, pero es acotada: dos tramos muy delgados

en las orillas aportan poco a U — L, y el centro es bueno por hipoétesis.

Demostracion.

34
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1. SeaK > 0con |f| £ Ken|[a,b].Seae > 0.

2. Por C1-007.Clthayh >0conh < (b —a)/2y4Kh < £/2 (se toma h = 1/n con n grande). Sean
c=a+hyd=b—h;entoncesa < c<d < b (C1-003.T8, C1-003.T3).

3. Por hipétesis y el criterio de Riemann (C2-002.T5), hay una particién Q de [c,d] con U(f,Q) —
L(f,Q) <e/2.

4. P := {a} U Q U {b} es una particién de [a, b] (C2-001.T3 c, dos veces). Partiendo la suma (C2-
001.T1b), U(f, P) — L(f, P) es la suma de tres partes: el tramo [a, c], los tramos de Q y el tramo
[d, b].

5. En|[a,c],—K < my £ M; < K (C2-001.T4 en ese tramo), asi que (M; — m;)h < 2Kh; igual en
[d, b].

6. Por lo tanto (C1-003.T6, C1-003.T9),

€

2=$.

U(f,P) - L(f,P) < 2Kh + (U(f, Q) — L(f, Q) + 2Kh < ; +

7. Por C2-002.T5, f es integrable en [a, b]. B

Corolario C2-005.C1 (finitas discontinuidades)

Seana < by f : [a,b] = Racotaday continua en todo punto de [a, b] salvo en un nimero finito

de puntos. Entonces f es integrable en [a, b].

Demostracion.

1. Sea E el conjunto (finito) de los puntos de discontinuidad. Los puntos de E U {a, b} en orden
creciente forman una particion a = sy < s; < - < s, = b (C2-001.D1, C2-001.T3).

2. En cada (sj_4, sj) no hay discontinuidades. Sis;_; < ¢ < d < s, f es continua en cada punto de
[¢, d] (como funcidn en [a, b], y por tanto restringida a [c, d], C1-022.D1), asi que es integrable en
[c,d] (C2-003.T1).

3. Por C2-005.T1, f es integrable en cada [s;_4, 5;].

4. Porlaaditividad (C2-004.T1) e induccion sobre j (C1-005.T1), f es integrable en [s, s;] para cada

j;conj=r,en[a b]. B

Proposicion C2-005.T2 (cambiar finitos valores)

Seana < b, f integrableen [a,b]y g : [a,b] = R con g(x) = f(x) salvo en un nimero finito de

puntos. Entonces g es integrable en [a, b] y f; g= fab f.
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Demostracion.

1. Seah := g — f; h = 0 salvo en puntos X, ..., Xx. Sea K = max(|h(x1)|, .., |h(xx)]) (C1-005.T13);
entonces |h| < K en [a, b].

2. Un punto x esta en a lo méas dos subintervalos cerrados de una particién: si x € [t;_q,t;]y x €
[ti—1,tj]coni+ 1 <j,serfat; <tj_; <x <t; (C2-001.D1, C1-003.T2), imposible (C1-003.T1).

3. En la particiéon regular PB,, en los subintervalos que no contienen ningtin x;, h = 0, asi que m; =
M; = 0. Hay a lo mas 2k subintervalos que contienen algtn x;, y en ellos |m;|, |M;| < K.

4. Asi (C1-005.T12, C2-001.T1 ¢),

2kK(b — a) 2kK(b — a)
IL(h Pl £ —— ——, Uh Pl = ———
y ambos tienden a 0 (C1-012.T2, C1-013.T2, C1-014.T1); en particular U(h, P,) — L(h, B,) — 0.
5. Por C2-002.C1, h es integrable y f; h=lmL(h,PB,) = 0.
6. g=f +hesintegrabley [g=[f+ [h=[f(C2-004.T2). W

La funcion de Dirichlet

Ejemplo C2-005.E1 (Dirichlet)
Seana < byD(x):=1six € Q D(x) := 0six & Q. Paratoda particiéon P de [a, b], L(D,P) =0
y U(D,P) = b — a; por lo tanto D (acotada) no es integrable en [a, b].

Demostracion.

1. En cada subintervalo [t;_4, t;] hay un racional (C1-007.T3) y un irracional (C1-008.T3). Como
0<D<1m;=0yM; =1(C1-006.D1).

2. L(D,P)=30-At; =0y U(D,P) =) At; = b —a (C2-001.T1 a).

3. AsiL(D) =0y U(D) =b —a > 0(C2-002.D2): D no es integrable. B



Calculo integral 37

La funcion de Riemann

Definiciéon C2-005.D1 (funcién de Riemann o de Thomae)

Parax € Qseaq(x) :=min{g EN:gx €Z}LR: R-> R R(x) :=1/q(x)six € QyR(x) :=0
six & Q.

Six =p/q' conp € Z,q' € N (C1-005.D1), el conjunto {q € N : gx € Z} contiene a q'; su minimo
existe por el buen orden (C1-005.T3). AsiR(0) = R(1) =1,R(1/2) =1/2y R(6/8) = R(3/4) = 1/4.

1.0 .
0.5 1 .

. 1 . . . 1N
00 AL BB LRbaN s\ 30 EABAEIN
0.0 05 1.0

Figura 5: La funcién de Riemann en [0, 1] (puntos (p/q,1/q) con q < 30). Por encima de la linea dis-

continua, en altura 1/N, solo hay finitos puntos.

Proposicion C2-005.T3

Para N € N, el conjunto {x € [0,1] : R(x) = 1/N} es finito: sus elementos son de la forma p/q
conq €{1,..,N}yp €{0,...,q}, asi que tiene alo mas N(N + 3)/2 elementos.

Demostracion.

1. SiR(x) =2 1/N > 0,entoncesx € Qy 1/q(x) = 1/N, es decir, q := q(x) < N (C1-003.T7).
2.pi=qx€Zyx=p/q.Como0<x<1yq>0,0<p<q(C1-003.T4).
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3. Asi el conjunto esta contenidoen{p/q : 1< q <N, 0 <p < g}, que tiene a lo mas Zg’zl(q +1)
elementos.

4. Por C1-005.T12 y C1-005.T4,

N
Z(CI‘*‘ 1) = N(N2+ 1) LN = N(N2+ 3).
q=1

Proposicion C2-005.T4

R es continua en cada irracional y discontinua en cada racional (como funcién en Ry restringida
a[0,1]).

Demostracion.

1. (Traslacién.)Sij€Z:x €Q © x+j€Qyparag€N,qgx €EZ < q(x +j) € Z (C1-005.T6).
Asiq(x +j) = q(x)y R(x +j) = R(x).

2. Por C2-005.T3 yelpaso 1, paracadam € Zy N € N, el conjunto {x € [m,m+1]: R(x) = 1/N} =
m+{y € [0,1] : R(y) = 1/N} es finito.

3. (Irracional.) Seaxy € Qy & > 0; hay N con 1/N < € (C1-007.C1). Seam = |xy]| (C1-007.T2). El
conjunto F delosx € [m — 1,m + 2] con R(x) = 1/N es finito (paso 2, tres veces) y no contiene
a xg.

4. Sea § > 0 menor que 1y que todas las distancias |x — x| con x € F (minimo de una lista finita,
C1-005.T13).Si |x — x| < 6, entoncesx € (xg—1,xg+1) € [m—1,m+ 2] (C1-004.T3)yx € F,
asi que |[R(x) — R(xg)| = R(x) < 1/N < €. R es continua en x, (C1-022.D1).

5. (Racional.) Sea xy = p/q con g = q(xy), de modo que R(xy) = 1/q > 0. Con € = 1/q: para todo
6 > 0 hay un irracional x con |x — x| < 6 (C1-008.T3),y |[R(x) — R(xg)| = 1/q < €. R no es
continua en x, (C1-022.D1).

6. Restringida a [0, 1], los pasos 4 y 5 valen igual tomando solo x € [0, 1] (en el paso 5, el irracional

se toma en [0, 1], en el intervalo entre x, y xo = & que cae dentro). B

Teorema C2-005.T5

1

R es integrable en [0, 1] yf R =0.
0
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Idea de la demostracion
Las sumas inferiores son 0. Para las superiores, las pocas marcas altas caben en pocos tramos,

muy delgados, y en los demds tramos todo esta por debajo de 1/N.

Demostracion.

1. Por C2-005.D1,0 < R<1(1/q £ 1paraq € N, C1-005.T2, C1-003.T7): R es acotada.

2. Paratoda particién P de [0, 1], cada subintervalo contiene un irracional (C1-008.T3), donde R =
0; comoR = 0,m; = 0(C1-006.D1)y L(R,P) = 0.

3. Seae >0yseaN € Ncon1/N < ¢/2 (C1-007.C1, C1-003.T8). Por C2-005.T3, F := {x € [0,1] :
R(x) = 1/N} es finito; sea k su nimero de elementos (k = 1, pues 0 € F).

4. Enlaparticién regular P,, cada punto de F estd en alo mas dos subintervalos (como en C2-005.T2,
paso 2): alo méas 2k subintervalos tocan F, y en ellos M; < 1.

5. En cada uno de los demads, R(x) < 1/N para todo x del subintervalo, asi que M; < 1/N (C1-
006.D1).

6. Partiendo la suma en los dos tipos de subintervalos (C1-005.T12, C2-001.T1):

U(R,P,) <2k +1iAt_2k+1<2k+£
(R By) < N,1 " n "N T n '
i=

S|

2

7. Sin > 4k /e (C1-007.C1), 2k/n < /2y U(R,P,) < &.Conelpaso 2, U(R,P,) — L(R,P,) < ¢; por
el criterio de Riemann (C2-002.T5), R es integrable.

8. Por C2-002.T4,0 = L(R,P,) < [, R < U(R,P,) < &.Como & > 0 es arbitrario, [, R < 0 (C1-
003.T9) y, con f;, R >0, [, R = 0 (C1-003.T1). M

Por ejemplo, con ¢ = 0.2: N = 11 cumple 1/N < 0.1, hay k = 43 marcas de altura = 1/11, y con
n = 861 tramos U(R, P,) < 0.2,
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Infinitas discontinuidades, otra vez

Ejemplo C2-005.E2 (infinitas discontinuidades)
g(x) :=1six = 1/nparaalginn € Ny g(x) := 0 en otro caso: g es discontinua en 0 y en
cada 1/n, y es integrable en [0, 1] con fol g = 0.Igual que R (C2-005.T4, C2-005.T5), tiene una

infinidad de discontinuidades.

Demostracion.

1. Discontinuidades: en x, = 1/n, g(xy) = 1y hayirracionales arbitrariamente cerca, donde g = 0
(C1-008.T3);en 0, g(0) =0y g(1/n) = 1 con 1/n arbitrariamente cerca de 0 (C1-007.C1). Con
€ = 1 ningln § sirve (C1-022.D1).

2. Si0<c<d<1los1l/nen|c d] cumplenn < 1/c, asi que son finitos (C1-007.C1). En [c,d], g
coincide con la funcién 0 salvo en finitos puntos; por C2-005.T2 y C2-002.E1, g es integrable en
[c,d].

3. gesacotada (0 < g < 1). Por C2-005.T1, g es integrable en [0, 1].

4. Parac € (0, 1), el mismo argumento del paso 2 en [c, 1] da fcl g = 0,ypor C2-004.C1yC2-004.C2,

1 c 1 c
ol =1[ o+ [ al=If al 1
0 0 c 0

5. Como esto vale para todo ¢ € (0, 1), |f01 gl < c paratodo ¢ > 0 pequefio, y por C1-003.T9,
f, g =0(C1-004.T1). W

Teorema C2-005.T6 A C4 (criterio de Lebesgue, enunciado)

Seana < by f : [a,b] - Racotada. f es integrable en [a,b] < el conjunto de sus puntos de

discontinuidad tiene medida cero.

«Medida cero» y la demostracion son de Calculo IV. Aqui explica por qué C2-005.C1, C2-005.T5 y C2-
005.E2 funcionan (los conjuntos finitos, los racionales y {0} U {1/n} tienen medida cero, y [a, b] no),

pero no se usa en ninguna demostracion.
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Por qué cada hipotesis

A Finitas marcas altas

. En Dirichlet todas las marcas miden 1: el conjunto de puntoscon D = 1/N es Q N [a, b], infinito |
. ydenso, y cada tramo de cada particion lo toca. Por eso U(D, P) = b — a siempre. :

A Acotada, en C2-005.T1 \

E f(x) =1/xen(0,1], f(0) = 0, es integrable en cada [c,d] < (0, 1) (continua) y no es integrable

en [0, 1]: no es acotada (C2-003.E2). La acotaci6én no se puede quitar.

A Infinitas discontinuidades no es el problema

. Ry g tienen infinitas discontinuidades y son integrables. Lo que importa es «cuantas» en el
I
. sentido de Lebesgue, no si son finitas.

I

Ejercicios

1. Calcula R(0.75), R(0.6) y R(75)-

2. Demuestra que la funcién que vale x en los racionales y 0 en los irracionales no es integrable en
[0, 1]. (Sugerencia: U(f, P) = U de la identidad.)

3. Seaf =1en]0,1] salvo f(1/k) = 0 parak = 1, ...,100. Calcula fol f.

4. Cuenta los elementos de {x € [0,1] : R(x) = 1/4} y comparalo con la cota N(N + 3)/2.

5. Demuestra que f; R = 0 para todos a < b.

Respuestas

1. 0.75=3/4:R=1/4;06=3/5:R=1/5;10/15=2/3: R = 1/3.

2. L(f,P) = 0y, en cada tramo, el supremo de f es t; (por densidad de Q y C1-006.T2), asi que
U(f,P) = U(id,P) > J, xdx = 1/2; U(f) = 1/2 > 0 = L(f).

3. folf =1 (C2-005.T2 y C2-002.E1).

4. {0,1,1/2,1/3,2/3,1/4,3/4}: 7 elementos; lacotaes 4 - 7/2 = 14.

5. La demostracion de C2-005.T5 funciona igual en [a, b]: L(R, P) = 0 por la densidad de los irra-
cionales, y por el paso 2 de C2-005.T4 el conjunto de los x € [a, b] con R(x) = 1/N es finito (esta
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dentro de una union finita de intervalos [m, m + 1]); el resto del argumento no cambia.



C2-006 - Teorema del valor medio para

integrales

Motivacion

La temperatura promedio del dia

En el dia de C1-025 la temperatura del patio entre las 6:00 y las 20:00 es

T(t) = 12 + 3(t — 6) — ;(t — 6)>.

Su promedio es la integral dividida entre la duracién: 1—14 f:o T = % ~ 16.67 °C (el valor exacto

de la integral, 700/3, se calcula en C2-009).

(Hubo un instante en que el termémetro marcé exactamente 16.67 °C? Si, dos: cerca de las 7:50
y de las 16:10.

En la grafica: el rectangulo de base [6,20] con la misma area que la regién bajo la curva tiene
altura igual al promedio, y esa altura la alcanza la curva.

Doénde falla la analogia: el teorema asegura que el instante existe, no cudndo ni cuantas veces; si

la temperatura saltara de golpe, podria no alcanzarse (C2-006.E1).

Cotas y valor medio

Proposicion C2-006.T1

Seana < b, f integrable en [a,b]ym < f < M en [a, b]. Entonces

b

m(b—a)Sf f <M -a).

a

Demostracion.

43
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1. Para cualquier particiéon P, m(b —a) < L(f,P) yU(f,P) < M(b — a) (C2-001.T4).
2. Por C2-002.T4, L(f,P) < [, f < U(f,P).
3. Por transitividad (C1-003.T9), m(b — a) < [ f < M(b —a). W

Teorema C2-006.T2 (TVM para integrales)

Seana < by f continua en [a, b]. Existe ¢ € [a, b] con

b
[r=ro0-a

Idea de la demostracion
El promedio queda entre la minima y la maxima, que la funcién alcanza; entre esos dos puntos,

el valor intermedio da un punto donde f vale exactamente el promedio.

Demostracion.

1.
2.

f esintegrable en [a, b] (C2-003.T1).

Por el teorema de Weierstrass (C1-024.T2) existen x4, x, € [a, b] con

m:=f(x;) < f(x) < f(xy) =t M paratodo x € [a, b].

3. Por C2-006.T1, m(b—a) < [, f < M(b — a).

Comob—a>0,1/(b—a) > 0(C1-003.T7); multiplicando (C1-003.T4, C1-003.T9), el nimero

1 b
M==b_afaf

cumplem < u < M.

. Six; = x,, entoncesm = M, asi que u = m (C1-003.T1) y ¢ := x4 sirve.

Six; # x,, sea[a, ] el intervalo cerrado con extremos x; y x, (¢ < ). f es continua en [«, ]

(restriccion, C1-022.D1) y u estd entre f(a) y f(B), que son m y M en algiin orden.

7. Por el teorema del valor intermedio (C1-023.C1) hay ¢ € [a, 8] € [a, b] con f(c) = p.
8. Multiplicando por b — a (K5-K8), f(c)(b — a) = ff f.n
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promedio | r-—---1 ittt et ininie - ittty

Q e

[ S FEpR

€1 C2

Figura 6: TVM para integrales: el rectangulo de altura f (c) sobre [a, b] tiene la misma area que laregiéon

bajo la curva.

Positividad

Proposicion C2-006.T3 (positividad)

Seana < by f continuaen [a, b] con f = 0.Si f(c) > 0 para alglin ¢ € [a, b], entonces f: f>0.

Demostracion.

1. Lafuncién f — f(c)/2 es continua (C1-022.T2) y vale f(c)/2 > 0 en ¢ (C1-003.T8). Por la conser-
vacidn del signo (C1-022.T4) hay § > 0 con f(x) > f(c)/2 paratodo x € [a,b] con [x —c| < 6.

2. Sean ¢ := max(a,c —6/2) y f := min(b,c + 6/2) (C1-005.T13). Entoncesa < a < f < b:si
c<bf>c=a;sic=b,a <b=pfporquea < b (C1-003.T8, C1-003.T1).

3. Todo x € [a, 8] cumple |x —c| < §/2 < § (C1-004.T3), asi que f(x) > f(c)/2.

4. Por C2-004.C1 (b) (con C2-004.D1sia =aof = b),

b a B b
[r=[r+[ s+ r
a a a B
5. El primer y el dltimo sumando son > 0 (C2-004.T3 con f > 0, o valen 0 por C2-004.D1). El del

medio es = 22 (8 — @) > 0 (C2-006.T1, C1-003.T4).
6. Sumando (C1-003.T6, C1-003.T9), [, f > 0. M
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A Consecuencia util

Si f es continua, f = 0 en [a,b]y f;f = 0, entonces f = 0 en todo [a, b] (contrarreciproca
de C2-006.T3). Sin continuidad es falso: f = 1 en un punto y 0 en el resto tiene integral 0 (C2-
005.T2).

Version ponderada

Proposicion C2-006.T4 (TVM ponderado)

Sean a < b, f continua en [a, b] y g integrable en [a, b] con g = 0. Existe ¢ € [a, b] con

Lbfg=f<c>fabg.

Demostracion.

1. f esintegrable (C2-003.T1) y fg también (C2-004.T5).
2. Por Weierstrass (C1-024.T2), m := f(x1) < f < f(x;) =: M en [a, b].
3. Comog = 0,mg < fg < Mg (C1-003.T4, C1-003.T9). Por la monotonia y la linealidad (C2-

004.T3, C2-004.T2),
b b b
mj gsj fgSMJ g
a a a

4, ff g = 0(C2-004.T3). Si ff g = 0, el paso 3 da f: fg = 0(C1-003.T1) y cualquier ¢ € [a, b]
sirve.

5. Si ffg > 0, dividiendo (C1-003.T7, C1-003.T4), 1 := [ fg/ [ g cumple m < u < M,y como en
C2-006.T2 (pasos 5-7, con C1-023.C1) hay c € [a,b] con f(c) = u. A
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Por qué cada hipotesis

Ejemplo C2-006.E1
La continuidad hace falta en C2-006.T2: f := 0en [0,1]y f := 1 en (1, 2] es integrable en [0, 2]
con foz f =1, yningun c cumple f(c) -2 = 1.

Demostracion.

1. f es acotaday continua salvo en 1: es integrable en [0, 2] (C2-005.C1).

2. Por la aditividad (C2-004.T1), [, f = f, f + [, f. Elprimero es f, 0 = 0 (C2-002.E1).

3. En[1, 2], f coincide con la constante 1 salvo en el punto 1; por C2-005.T2 y C2-002.E1, ff f=1
4. Asi fozf =1, pero f(c) - 2 € {0,2} para todo c: nuncaes 1. &

A g = 0 en la version ponderada

f(x) =xen[-1,1]yg = —1en[-1,0),g = 1en [0,1]. Por la aditividad, C2-005.T2 y C2-
1 . ’

0021, [, g = =141 = 0.Pero fg = |x| es continua, > 0 y vale 1 en 1, asi que [ fg > 0

(C2-006.T3). Ningtin ¢ cumple [ fg = f(c) - 0.

Ejercicios

Encuentra todos los ¢ del TVM para integrales de f(x) = x% en [0, 1].

1 1 dx
Demuestra que — <
q 10 — fO 1

TronZ = 1 sin calcular la integral.

Sea f continua en [a, b] con fab f = 0. Demuestra que f se anula en algun punto de [a, b].
Demuestra que si f y g son continuas en [a, b], f < gy f # g, entonces ff f< f: g-

¢Por qué el ejemplo C2-006.E1 no contradice C2-006.T1? Escribe las cotas m(b —a) < [f <
M(b — a) para éL

ook W

Respuestas

a2 = 1/3 (C2-003.E1); ¢2 = 1/3 con ¢ € [0,1] da ¢ = 1/3/3, el tinico (C1-023.C2).
L Jo

2. En[0,1],1/10 < 1/(1 + 9x2) < 1 (C1-003.T7), y C2-006.T1 (es continua, C2-003.T1).
3. Por C2-006.T2 hay c con f(c)(b—a) =0,y b —a # 0 (C1-002.T5).
4. g — f es continua, > 0 y positiva en algin punto: C2-006.T3 y C2-004.T2.
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5. m=0,M =1:0 <1 < 2.T1 no pide continuidad; lo que falla es alcanzar el promedio.



C2-007 - La integral como funcion

Motivacion

El odémetro no salta

Vas por la autopista sin pasar nunca de 120 km/h, pero frenas y aceleras de golpe varias veces:
la aguja del velocimetro salta. ;Puede el odometro dar un salto?

No. En 6 minutos (0.1 h) avanza a lo mas 120 - 0.1 = 12 km; en 36 segundos, a lo mas 1.2 km.
Cuanto mas corto el intervalo, menos avanza.

Lo que si puede pasar es que, en el instante del frenon, la lectura del odémetro cambie de ritmo
de golpe: su grafica tiene una «esquina».

Doénde fallala analogia: que f(f v sealo que marca el odémetro es una interpretacion que justifica

el segundo TFC (C2-009). Aqui solo se usa la integral.

La funcién integral

Definicion C2-007.D1

Seana < by f integrableen [a, b]. F : [a,b] = R,

Fo=[ 1 F@=0)

F esta bien definida: f es integrable en cada [a,x] cona < x < b (C2-004.C1 a),y F(a) = 0 por
C2-004.D1.

Teorema C2-007.T1

Siademas |f| < M en [a, b], entonces

|[F(y) —F(x)| <M|y—x| paratodosx,y € [a,b];

49
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en particular F es uniformemente continua, y por tanto continua, en [a, b].

Idea de la demostracion
F(y) — F(x) es la integral de x a y, y una integral no puede superar a la altura maxima por el

ancho.

Demostracion.

1. Sean x,y € [a, b] en cualquier orden. Por C2-004.C1 (b),

y x y y
f f:f f+f f, esdecir F(y)—F(X)=f f
2. Por C2-004.C2 (con [p, q] = [a, b]),
y
Fo) = F@I = || f|<Miy=xl

3. Seae>0yd:=¢/(M+1);comoM =0,M+1>0yd >0/(C1-003.T7, C1-003.T4).
4. Si|x —y| < 6, porel paso 2 (C1-003.T4, C1-003.T9),

[FY)—F@)|sMly—x|<M+D|y—x|<M+1)b=¢.

5. Asi F es uniformemente continua en [a, b] (C1-025.D1), y por C1-025.T2, continua. &

Todo f integrable es acotada (C2-002.D2), asi que siempre existe un tal M: la funcidn integral de una

funcion integrable es siempre continua.
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Figura 7: Arriba, el escalon f; abajo, F(x) = ffl f. F es continua (nunca sale del cono de pendientes

+M) pero tiene una esquina en 0.

Continua no quiere decir derivable

Ejemplo C2-007.E1
Paraf :=0en[-1,0]yf :=1en(0,1], F(x) = fflfvale Osix < 0yxsix > 0:F es continua

en [—1, 1] y no es derivable en 0.

Demostracion.

1. f es acotaday continua salvo en 0, asi que es integrable en [—1, 1] (C2-005.C1).

2.S5i-1<x<0,f=0en[-1,x]yF(x) =0(C2-002.E1); F(—1) = 0 (C2-004.D1).

3. Si0 < x < 1, por C2-004.C1 (b), F(x) = f_olf + foxf =0+ fox f.En [0,x], f coincide con la
constante 1 salvo en el punto 0, asi que f(jc f =x(C2-005.T2, C2-002.E1).

4. F es continua por C2-007.T1 (con M = 1).
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5. Para 0 < |h| < 1, el cociente (F(h) — F(0))/hvale0/h =0sih<0yh/h=1sih > 0.
6. Asilimy,_o- = 0y himy_ o+ = 1 (C1-020.D1); como son distintos, el limite no existe (C1-020.T1)
y F no es derivable en 0 (C1-027.D1). R

Por qué cada hipotesis

A No pedir de mas

. La conclusion es continuidad, no derivabilidad: el escalén (C2-007.E1) lo muestra. Cuando F si
. es derivable lo dice el primer TFC (C2-008.T1): en los puntos donde f es continua.

A f acotada (integrable)

. f(x) =1/xen (0,1], f(0) = 0, no es acotada, y foxf no existe como integral de Riemann (C2- E
. 003.E2). El tema regresa con las integrales impropias (C2-010). !

A El reciproco es falso

F continua no implica f continua: en el escaldn, F es continua y f salta. Integrar «suaviza».

Ejercicios

Paraf =3en|0,2]y f = —1en (2,5], calcula F(x) = f(ff para todo x € [0, 5] y dibujala.
Con el ejercicio 1, calcula F(5) — F(1) y comparalo con la cota M|5 — 1].
Demuestra que si f = 0 en [a, b], entonces F es creciente.

Sea f integrable en [a, b]. Demuestra que G (x) := fxb f es continua en [a, b].

vk W N

Da una funcién integrable f en [0, 2] cuya F tenga esquinasenx = 1/2yenx = 3/2.

Respuestas

1. F(x) =3xen|[0,2]yF(x) =6 — (x — 2) en (2,5] (C2-004.C1, C2-005.T2, C2-002.E1).
2. F6)-F(1)=3-3=0<12.

3. Six <y, F(y)—F(x) = [ f = 0(C2-004.C1, C2-004.T3).

4. G(x) = fab f — F(x) (C2-004.C1 b); diferencia de una constante y una continua.
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5. f=0en[0,1/2],f =1en(1/2,3/2],f =0en (3/2,2].



C2-008 - Primer Teorema Fundamental

Motivacion

El ritmo del odémetro

El auto acelera con v(t) = 60t km/h y el odémetro, puesto en cero al arrancar, marca F(t) =
fot v. A la media hora, el velocimetro marca 30 km/h. ;A qué ritmo sube el odémetro en ese
instante?

Los cocientes (F(O.S +h)— F(O.S))/h valen 33 con h = 0.1,30.3 con h = 0.01y 30.03 con h =
0.001 (aqui F(t) = 30t?, como se justifica en C2-009). Se acercan a 30: el ritmo del odémetro
es lo que marca el velocimetro.

Doénde falla la analogia: un velocimetro real promedia sobre un intervalo corto, y ningtin auto
cambia de velocidad en un instante. En el modelo con saltos (C2-007.E1), el odémetro no tiene

ritmo bien definido en el salto.

El teorema

Teorema C2-008.T1 (primer TFC)

Sean a < b, f integrable en [a, b], F(x) := f;cf y ¢ € (a,b).Si f es continua en c, entonces F es

derivableency

F'(e) = f(©.

Idea de la demostracion
El cociente de F menos f(c) es el promedio de f(t) — f(c) sobre una franja muy delgada junto

ac, y la continuidad en ¢ hace que ese promedio sea tan chico como se quiera.

Demostracion.

54
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1. F estadefinidaen [a, b] (C2-007.D1), que contiene al intervalo abierto (a, b) alrededor de ¢, como
pide C1-027.D1.
2. Parah # 0 conc + h € [a, b], por C2-004.C1 (b),

c+h
Fc+h) - F(c) = j £,

y por C2-002.E1 (con C2-004.D1si h < 0), f(c)h = [ f(c) dt.
3. Restando (C2-004.T2) y dividiendo entre h (K5-K9):

F(c+h)—F 1 oth
L ro-3 ] Go-r@)ae

4. Seae > 0.Como f es continuaen ¢ (C1-022.D1),hay § > Ocon |f(t)—f(c)| < /2 parat € [a,b],
|t —c| < & (C1-003.T8). Achicando, § < min(c —a,b — c¢) (C1-005.T13).

5. Sea0 < |h| < 6; entoncesc + h € (a,b). Todo t entrecy c + hcumple [t —c| < |h| < §
(C1-004.T3), asi que |f(t) — f(c)| < £/2 en ese intervalo.

6. Por C2-004.C2 aplicado a f — f(c) en el intervalo de extremos c y ¢ + h,

o - @) ael < Em
. 2

7. Con el paso 3, dividiendo entre |h| > 0 (C1-003.T7, C1-004.T2):

|F(c+h})l—F(c) —f(c)| S;<£.

F(c+h)—F(c)

8. Por la definicion de limite (C1-017.D1), lim,_,, o

F'(c) = f(c) (C1-027.D1). W

= f(c), es decir, F es derivableency
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S ]

Figura 8: La franja entre c y ¢ + h (a4rea F(c + h) — F(c)) y el rectangulo de altura f(c): al achicar h, su

diferencia dividida entre h tiende a 0.

Primitivas

Corolario C2-008.C1

Seana < by f continua en [a, b]. F(x) := f; f es continuaen [a, b], derivableen (a,b) y F' = f
en (a,b). G(x) := f:f es continuaen [a,b]y G' = —f en (a, b).

Demostracion.

1. f esintegrable (C2-003.T1) y acotada; F es continua por C2-007.T1.

2. f escontinua en cada c € (a,b), asi que F'(c) = f(c) por C2-008.T1.

3. Por C2-004.C1 (b), G(x) = f; f — F(x): es continua (C1-022.T2) y, como la derivada de una
constantees 0,G' = —F' = —f en (a,b) (C1-029.T1). H

Corolario C2-008.C2 (primitiva en un intervalo abierto)

Sean I un intervalo abierto, f continuaen/yc € [.Parax € [ sea F(x) := fcxf (C2-004.D1).

Entonces F es derivableenly F' = f en I.
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Demostracion.

1. Seax, € I.Como [ es abierto, ¢ y x, son interiores (C1-004.D2),y hay p,q € I con p < min(c, x,)
y q > max(c, xg).

2. f es continua en [p,q] < [, asi que es integrable ahi (C2-003.T1) y, para x € [p,q], F(x) esta
definida (C2-004.C1, C2-004.D1).

3. Sea F,(x) := f: f.Por C2-004.C1 (b), F(x) = F,(x) — F,(c) parax € [p,q].

4. Por C2-008.C1, F, es derivable en (p, q) con F, = f.Como F y F, — E,(c) coinciden en el intervalo
abierto (p, q) 3 x,, sus cocientes de C1-027.D1 coinciden cerca de x4,y con C1-029.T1, F'(x,) =
Fy(x0) = f(x0). W

Definiciéon C2-008.D1 (primitiva)

Sea I un intervalo abierto. G es una primitiva de f en I si G es derivableen/ y G' = fen .

Proposicion C2-008.T2

Toda f continua en un intervalo abierto I tiene primitiva en /, y dos primitivas de f en I difieren

en una constante.

Demostracion.

1. Existencia:conc € I, F(x) = fcxf es primitiva (C2-008.C2, C2-008.D1).

2. Si G y G, son primitivas, G; — G, es derivable en [ con derivada f — f = 0 (C1-029.T1),y es
continua (C1-028.T1).

3. Por C1-034.T1, G; — G, es constanteen /. &

Corolario C2-008.C3 (limites variables)

Sean [ y ] intervalos abiertos, f continuaen/ yu,v : ] = I derivables. Entonces H(x) := f;((;c)) f

es derivableen jy

H'(x) = f(w(x)) v'(x) = f () ' (x).

Demostracion.
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1. Fijac €elyseaF(y) = fcyf paray € I. Por C2-004.C1 (b), H(x) = F(v(x)) — F (u(x)).
2. F esderivableen con F' = f (C2-008.C2). Por la regla de la cadena (C1-030.T1), (F e v)'(x) =

f@N V' () y (Feu)(x) = fux))u'(x).
3. Restando (C1-029.T1) se obtiene la férmula. B

Por qué cada hipotesis

Ejemplo C2-008.E1

Sin continuidad en c el primer TFC falla: en C2-007.E1, F no es derivable en 0.

A Discontinua en c sin esquina

. f =0en[-1,1] salvo f(0) = 1. Por C2-005.T2, F = 0, asi que F'(0) = 0 # 1 = f(0). F puede

ser derivable en c y aun asi F'(c) # f(c) cuando f no es continua en c.

A Punto interior

. En este curso la derivada solo se define en puntos interiores (C1-027.D1).Enc = aoc = b, el
i teorema no dice nada; por eso C2-008.C1 afirma F' = f solo en (a, b).

Ejercicios

2
1. Calcula H'(x) para H(x) = flx % conx >0,y H'(1).
2. Calcula la derivada de x ~ fxsx ac_
. 1+t
3. Sea f continua en R con fo f = x3 + x para todo x. Encuentra f.
4. Demuestra que si f es continuaen Ry fox f = 0 para todo x, entonces f = 0.
5. (Esx - fox R (la funcién de Riemann, C2-005.D1) derivable en todo punto? ;Cuanto vale su deri-
vada?
Respuestas

1. H'(x) = — - 2x = = (C2-008.C3); H'(1) = 2.
> L (€2-008.C3).

" 149x2 1+x2
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3. Derivando (C2-008.C2): f(x) = 3x? + 1 (C1-028.T2, C1-029.T1).
4. Derivando, f(x) = 0 para todo x (C2-008.C2).
5. f;c R = 0 para todo x (como en C2-005.T5; ver ejercicio 5 de C2-005), asi que la derivada es 0 en

todo punto: coincide con R en los irracionales y no en los racionales.



C2-009 - Segundo Teorema Fundamental

Motivacion

El odémetro en las casetas

Vuelven las casetas de C1-033: el odometro marcaba 12,345 km en la caseta de entrada, a las
10:00,y 12,495 km en la de salida, alas 11:15. Tienes la grafica completa del velocimetro. ;Cuan-
to vale el drea bajo ella entre las 10:00 y las 11:15?

La respuesta es 12,495 — 12,345 = 150, sin importar la forma de la grafica.

La razon: corta el viaje en tramos. En cada tramo, el TVM da un instante en que el velocimetro
marcé exactamente la velocidad promedio del tramo. El rectdngulo con esa altura tiene area
igual a lo recorrido en el tramo, y al sumar los tramos se obtiene lo recorrido en total. Esa suma
de Riemann es exacta, y queda entre la suma inferior y la superior.

Dénde falla la analogia: supone un odémetro sin errores y una velocidad que es exactamente

la derivada de la posicion en cada instante. Lo que aqui se demuestra es la versién matematica:
b
Jo9' =9 -g(.

El teorema

Teorema C2-009.T1 (segundo TFC)

Sean a < b, g continua en [a, b] y derivable en (a, b), y f integrable en [a, b] con f(x) = g'(x)

para todo x € (a, b). Entonces

b
[ 1=90)-g@.

Idea de la demostracién

Para cualquier particidn, el TVM en cada tramo convierte la subida de g en f(&;)At;; sumando,

60
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g(b) — g(a) queda entre L(f,P) y U(f, P) para toda P, y el inico nimero asi es la integral.

Demostracion.

1. Sea P = {ty, ..., t, } una particidn cualquiera de [a, b].

2. En cada [t;_q,t;], g es continua (restriccion de una continua, C1-022.D1) y derivable en
(ti—1,t;) < (a,b) (C1-027.D1 es una condicidn en cada punto).

3. Porel TVM (C1-033.T1) existe &; € (t;_4,t;) con

g(t) — g(ti—1) = g'(§) Aty = (&) At;.

4. Como ¢; € [ti—q,t;], m; < f(&) < M; (C2-001.D2, C1-006.D1). Multiplicando por At; > 0 (C1-
003.T4, C1-003.T9):

m; At; < g(t;) — g(ti—1) < M; At;.
5. Sumando dei =1an (C1-005.T12 d) y usando la telescépica (C2-001.T1 a):
L(f,P) = g(b) — g(a) = U(f, P).

6. Estovale paratoda particion P. Como f es integrable, porlaunicidad de C2-002.T4, ff f=gb)—
g(a).1
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g (posicién) f=g' (velocidad)

30 1 60
25 50 //
20 - 40 - /

15 1 30 A //

107 20 - /
51 w0 /]

to t to t3 ty &1 & & &4

Figura 9: En cada tramo, el TVM da &; con tangente paralela a la cuerda (izquierda); los rectangulos de

altura f (&;) tienen area exactamente g(t;) — g(t;_1) (derecha).

Para g(t) = 30t? en [0,1] (velocidad f = 60t), los &; son los puntos medios de los tramos, y
Y. f(é)At; = 30 para todo n. No hace falta que f sea continua: solo integrable.

Regla de Barrow y primeras integrales

Corolario C2-009.C1 (regla de Barrow)

Sean a < b, f continua en [a,b] y G continua en [a,b] con G' = f en (a,b) (por ejemplo, G

primitiva de f en un intervalo abierto que contiene a [a, b]). Entonces

b b
fa f=G() - Ga) = G|a.

Si f es continua en un intervalo abierto I y G es primitiva de f en I, la férmula vale paraa, b € |
en cualquier orden (C2-004.D1).

Demostracion.

1. f esintegrable en [a, b] (C2-003.T1); C2-009.T1 con g = G dala férmula.
2. Si G es primitiva en un intervalo abierto /] D [a, b], G es derivable en J (C2-008.D1) y por tanto
continua en [a, b] (C1-028.T1), con G' = f en (a, b).
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3. Cualquier orden: si a = b, ambos lados valen 0 (C2-004.D1). Si b < a, por el caso anterior en

[b,al y C2-004.D1, [} f = — [ f = —(G(a) — G(b)) = G(b) — G(a). W

Ejemplo C2-009.E1
Paran e NU{0}ya,b € R:

Demostracion.

1. G(x) = x™*1/(n + 1) es derivable en R con G'(x) = x™ (C1-028.T2, C1-029.T1; paran = 0,
x%:=1,C1-005.D2). x™ es continua (C1-022.T2). Por Barrow (C2-009.C1) en el intervalo abierto
R, vale la formula.

2. Un polinomio 221:0 cx¥ es combinacién lineal de potencias; por la linealidad (C2-004.T2), su
integral es Yoo cx (B**1 — a®*1) /(k + 1).

3. Parar € Qv # —1:en (0,0), G(x) = x"*1/(r + 1) es derivable con G'(x) = x"*D~1 = x"
(C1-031.C1,C1-023.T2,C1-029.T1). x" es continua en (0, ) porque es derivable (C1-031.C1, C1-

028.T1). Barrow en el intervalo abierto (0, o) concluye. &

Por ejemplo, fol x?dx = 1/3 (Arquimedes, C2-003.E1, en una linea), foz(3x2 —4x + 1dx = (x3 —
2

2x% + x)|0 =2 yfl8 x3dx = %(84/3 -1 = 4:5. También, para el dia de C1-025, f:o T = 700/3, con

promedio 50/3 (C2-006).

Por qué cada hipétesis

Ejemplo C2-009.E2 (la integrabilidad de f no sobra)
g(x) := {/x parax > 0y g(0) := 0 es continua en [0, 1] y derivable en (0,1) con g'(x) =
1/(2%/x), que no es acotada en (0, 1): ninguna funcién integrable en [0, 1] coincide con g’ en

(0,1),y C2-009.T1 no se aplica (lo resuelve la integral impropia, C2-010.E1).
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Demostracion.

1. i/x existe parax > 0 (C1-023.C2).En (0, 1), g es derivable con g'(x) = %x‘l/z (C1-031.C1),yes

continua en (0, 1] (C1-028.T1 en (0, 1); en 1, por la misma férmula en (0, 2)).

2. Continuidad en 0: dado ¢ > 0,si 0 < x < &2 entonces 3/x < &, porque para niimeros > 0,

a<b © a? < b?(C1-003.T9). Asi |g(x) — g(0)| < &si|x| < €2 (C1-022.D1).

3. g’ no es acotada: dado K > 0,seax = 1/(4(K + 1)?) € (0,1); entonces 3/x = 1/(2(K + 1)) y

g'(x) =K + 1> K (C1-023.C2, C1-003.T7).

4. Si f fuera integrable en [0,1] con f = g’ en (0,1), f seria acotada (C2-002.D2), y g’ también:

contradiccién. B

A g continua en los extremos

g=0en[0,1),9(1) =1:9' =0en(0,1),y f = Oesintegrable, pero f01 0=0%#1=g(1)—g(0).

Sin continuidad en [a, b] el TVM del paso 3 falla en el ultimo tramo.

A Derivable en todo (a, b)

Si g deja de ser derivable en un ntimero finito de puntos, el teorema sigue valiendo: se parte
[a, b] en esos puntos y se usa la aditividad (ejercicio 5). El contraejemplo famoso (la escalera de
Cantor, continua, con derivada 0 salvo en un conjunto muy pequefio, y que sube de 0 a 1) necesita

una infinidad no numerable de puntos malos y no se construye en este curso.

Ejercicios

1. Calcula f_zl(x3 —x) dxyfl4 %.

2. Demuestra con C2-009.T1 que si g es continua en [a, b], derivable en (a, b) con g’ = 0, entonces

g(b) = g(a). ;{Qué resultado de Calculo I dice lo mismo?

3. Sea g(x) = |x| x. Calcula g’ yf_l1 g

4. Usa C2-009.T1 para mostrar que ), f(;)At; = 30 para f = 60t en [0, 1] cuando ¢; es el punto

medio de cada tramo de PB,.

5. Demuestra: si g es continua en [a, b], derivable en (a, b) salvoen s; < - < s,y f es integrable

en [a,b] con f = g’ donde g’ existe, entonces f; f=g0b)—g(a).
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Respuestas

1. (x*/4 — x2/2)|i1 =(4-2)—-(1/4-1/2) =9/4; ff x~V2 = 2x1/2|j = 2 (C2-009.E1).

2. f: 0=0=g(b)—g(a) (C2-002.E1). Es C1-034.T1 (en esa forma, consecuencia del TVM).
3. g(x) =x%*parax > 0y —x? parax < 0; g’ = 2|x|, continua; f_ll 2lx| = g(1) —g(-1) = 2.
4. g(t) = 30t? cumple g(t;) — g(ti—1) = 60 % At;; 1a telescopica da g(1) — g(0) = 30.
5. Con sy = a, sg41 = b, C2-009.T1 en cada [s;_4, 5;] y la aditividad (C2-004.C1).



C2-010 - Integrales impropias

Motivacion

Dos autos que frenan sin detenerse
Dos autos salen alahora t = 1y van frenando sin detenerse nunca: el primero vaa 60/t? km/h
y el segundo a 60/t km/h. Los dos tienden a velocidad 0. ;Alguno llega a cualquier distancia, si

esperas lo suficiente?

- El primero recorre flb 60t~2dt = 60(1 — 1/b) km hasta la hora b: 54 km a la hora 10,
59.4 ala hora 100, y nunca llega a 60.
- El segundo, en cada tramo [2"‘1,2"] va al menos a 60/2", asi que recorre al menos

(60/2%) - 2k=1 = 30 km. A la hora 1024 = 21° lleva al menos 300 km, y sigue sin tope.

Doénde falla la analogia: ningtn viaje dura infinitas horas. La integral «hasta infinito» es un limite;

la analogia solo muestra que frenar hacia 0 puede ser lo bastante rapido (1/t2) o no (1/t).

El segundo TFC tampoco pudo con %/x en [0, 1] (C2-009.E2): su derivada no es acotada. Las dos situa-

ciones se resuelven igual: se integra en un intervalo donde todo esta bien y se toma un limite.

Limites de funciones monotonas

Proposicion C2-010.T1 (limites de funciones mono6tonas)

Seana < b (b € R,ob = o con (a, ) en lugar de (a,b))y F : (a,b) — R creciente. Si F
esta acotada superiormente, lim,_,- F(x) = supF((a, b)) (im,_ Si b = o0); si no lo est3,
ese limite es 0. Si F est4 acotada inferiormente, lim,._,,+ F(x) = inf F((a, b)). Andlogos para F

decreciente.

Demostracion.

66
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1. Sea F acotada superiormente y s := sup F((a, b)) (S). Dado € > 0, por C1-006.T2 hay x; € (a, b)
conF(xq) >s —e.

2. Parax € (x1,b), como F es creciente (C1-010.D2),s —e < F(x;) < F(x) < s,yasi|[F(x)—s| < ¢
(C1-004.T3).

3. Sib € R,cond = b — x; esto es la definicion de lim,_,,- F = s;sib = o0, con M = x; esla de
lim, . F = s (C1-020.D1).

4. Si F no esta acotada superiormente, para cada K hay x; con F(x;) > K,y parax > xq{, F(x) =
F(x1) > K: el limite es oo (C1-020.D1).

5. Enat: si F estd acotada inferiormente, i := inf F((a, b)) existe (C1-006.T3); dado ¢, hay x; con
F(x1) <i+€(C1-006.T3 con C1-006.T2),yparaa < x < x1,i < F(x) < F(x4).Cond =x; —a
se obtiene el limite (C1-020.D1).

6. Para F decreciente se aplica lo anterior a —F (C1-006.T3). &

Definicion

Definicion C2-010.D1 (integrales impropias)

(@) Sif :[a, ) = Res integrable en [a, b] paratodo b > a,

jf—;ggjf

fn . . . . 2 b
cuando el limite existe en R (la integral converge); si no, diverge. Analogo [__ f con

limg,_,_ .

(b) Sia<byf :(a b] = Resintegrable en [c, b] para todo ¢ € (a, b), fff = limg_ + fcbf

si existe; andlogo en el extremo b para f : [a,b) = R,conc = b~.

(c) Sif:(a,b) > R(a€RU{—},b € RU {o0}) es integrable en cada [c, d] < (a, b), se fija
c€(ab)y f; f converge si convergen facf y fcb f (en el sentido de (a) o (b)), y entonces
ff f:= facf+fcb f; por ejemplo, fjooo f:= f_Coo f+f:° f. Las singularidades interiores (un

punto de (a, b) donde f no es acotada) no se tratan en este curso.
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Proposicion C2-010.T2 (coherencia y linealidad)

(a) Si f es integrable en [a, b], 1a integral impropia de C2-010.D1 (b) converge y vale fabf

(analogo en b).
(b) En C2-010.D1 (c) la convergencia y el valor no dependen de c.

(c) Si [ fy [ g convergen (del mismo tipo, en el mismo intervalo) y a,8 € R, [(af + f9g)
convergeyvalea [ f+ 5 [ g.

(d) (colas) Sia < xyy f es integrable en cada [a,b] con b > a, faoof converge < fxozf
converge, y entonces faoo f = f‘fo f+ fxoz f; andlogo en las singularidades de C2-010.D1

(b).

Demostracion.

1. (a) SeaF(x) = f; f, continua en [a, b] (C2-007.T1). Para c € (a, b), fcb f = F(b) — F(c) (C2-
004.C1). Como F es continua en a, im_._,,+ F(c) = F(a) = 0 (C1-022.T0 b), y por el dlgebra
de limites (C1-018.T1 con C1-020.T2, C1-017.E1), im g+ [, f = F(b) = [, f.En el extre-
mo b: lim_,,- F(c) = F(b), por la misma razén.

2. (d) Para b > x,, f;f = f;o f+ ffo f (C2-004.C1). El primer sumando no depende de b. Si fxlz) f
tiene limite J cuando b — oo, el lado izquierdo tiene limite f:o f +]; ysielizquierdo tiene limite,
f;o f = fff - f;o f también (C1-018.T1, C1-020.T2, C1-017.E1). En una singularidad en a es
igual con ¢ —» a* y un punto fijo x, € (a, b).

3. (b) Sean ¢ < ¢’ en (a,b). Por (d) en el extremo b (de tipo (a) o (b)), be f converge < fcb, f
converge, y fcbf = fCC’ f+ fcb, f; por (d) en el extremo a, f:’ f = f:f + ch’ f, con las mismas
convergencias.

4. Sumando,f:,f+fcb,f= facf+fCC’f+be,f = facf+fcbf.

5. (c) Para cada b finito, f: (af +Bg) =« f: f+pB f; g (C2-004.T2); se toma el limite (C1-018.T1,
C1-020.T2). Para el tipo (c), se aplica a cada mitad. B
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Integrandos no negativos y comparacion

Proposicion C2-010.T3 (integrando no negativo)

Sif = 0en [a, )y esintegrable en cada [a, b], faoo f converge & {f: f + b > a} estaacotado;

sino, limy_,4 f; f = oo. Andlogo en las singularidades de C2-010.D1 (b).

Demostracion.

1. Sea F(b) = f; fparab>a.Sia<b<b',F(b")—F(b) = fbb’ f = 0/(C2-004.C1, C2-004.T3): F
es creciente.

2. Por C2-010.T1, si F esta acotada (superiormente; inferiormente lo esta por F = 0), lim,_,, F(b)
existe y vale sup F; si no, el limite es oo y la integral diverge (C1-020.D1).

3. Si la integral converge, el limite es sup F y por tanto F esta acotada. En una singularidad en a,

cH b es decreciente y se usa la parte de a* de C2-010.T1. H
Je y p

Proposicion C2-010.T4 (comparacion)

Sean 0 < f < g en [a, ), integrables en cada [a, b]. Si faoo g converge, faoo f convergey faoo f=<

) :o g;sif aoo f diverge, [ aoo g diverge. Analogo en singularidades.

Demostracion.

1. Sean F(b) = [ fy G(b) = J. g.Por C2-004.T3, F(b) < G(b).

2. Si faoo g converge, G es creciente con limite sup G = faoo g (C2-010.T3,C2-010.T1), asi que F(b) <
G(b) < faoo g: F estdacotada y faoo f converge (C2-010.T3).

3. Pasando al limite en F(b) < G(b) (C1-019.T3 con C1-020.T2), faoof < faoo g

4. La segunda afirmacion es la contrarreciproca de la primera. B

Proposicion C2-010.T5 (comparacion al limite)

Sean f,g > 0 en [a, =), integrables en cada [a, b], con lim,_, f(x)/g(x) = Ly 0 < L < oo.

Entonces faoo fy f:o g convergen ambas o divergen ambas. Analogo en singularidades.

Demostracion.
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1. Cone =L/2 > 0(C1-003.T8) en C1-020.D1, hay M tal que x > M implica |f(x)/g(x)—L| < L/2,
esdecir, L/2 < f(x)/g(x) < 3L/2 (C1-004.T3).
2. Sea xy > max(a, M). Multiplicando por g(x) > 0 (C1-003.T4), en [xg, o):
L 3L
2

— < < .
2g_f_ g

3. Si fam g converge, f;: g converge (colas, C2-010.T2 d), y fxoz ?’Z—Lg también (C2-010.T2 c); por C2-
010.T4, fxO f converge, y por las colas, [, f.
4. Si [, f converge, igual con g < %f en [x,, ) (C1-003.T7). W

Proposicion C2-010.T6 (convergencia absoluta)

Si f es integrable en cada [a, b] y faoo |f| converge, entonces fam f converge y | faoo fl < faoo If].

Analogo en singularidades.

Demostracion.

1. |[fly f + |f| son integrables en cada [a, b] (C2-004.T4, C2-004.T2),y 0 < f + |f| < 2]|f| (C1-
004.T1).

2. faoo 2|f| converge (C2-010.T2 c); por comparacion (C2-010.T4), faoo(f + |f]) converge.

3. f={+I1fD—Ifl,asique faoof converge (C2-010.T2 c).

4. Paracadab,— [, |f| < Jo f < J. |f| (C2-004.T4y C1-004.T3). Pasando al limite (C1-019.T3 con
€1-020.T2): — [, |fI < [ f < [, If],y por C1-004.T3 se obtiene la cota. M

Potencias racionales

Antes de integrar x~P hace falta saber como se comportan las potencias racionales cerca de 0 y de co.

C1-023.T2 da sus leyes de exponentes, pero no su monotonia ni sus limites.

Proposicion C2-010.TO (potencias racionales positivas)

Paras € Qcons > 0: x » x° es estrictamente creciente en (0,0); lim,_,, x° = oy

=S — . S — =S —
lim, e x7° = 0; Iimy o+ x° = 0y lim, g+ x™° = oo,
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Idea de la demostracion
Cons =m/q, x5 = ({/x)™: es la composicion de dos funciones crecientes. Para que x° pase de

K basta que {/x pase de K, es decir, que x pase de K9.

Demostracion.
Seas = m/q conm,q € N, de modo que x° = ({/x)™ parax > 0 (C1-023.D1, C1-023.T2).

Paso 1: monotonia.

1. Si0 < x <y, entonces {x < {/y: si fuera {/y < {/x, por C1-005.T9 (con igualdad si son iguales)
serfay = (/)7 < (Yx)? = x (C1-023.C2), contra x < y.

2. Elevando alam (C1-005.T9), x* = (Yx)™ < (¢Yy)™ = y~.

3. Parac >0, ¥c4 = ¢, por la unicidad de C1-023.C2; en particular V1 =1.

Paso 2: dos cotas para u™.

1. Siu > 1, entonces u™! > 1™"1 = 1 (C1-005.T9;sim = 1,u® = 1),yu™ =u-u™1 >u
(C1-003.T9).
2. Si0 <u < 1,del mismo modo 0 < u™ ! < 1yu™ < u (C1-005.T9, C1-003.T9).

Paso 3: en oo.

1. SeaK > 0y x > max(1,K9) (C1-005.T13). Porelpaso 1, {/x > VY1 =1y Yx > VK9 = K.

2. Porel paso 2, x5 = (Yx)™ = {x > K. Asi hm,_,,, x° = o (C1-020.D1).

3. x5 =1/x5,porque xSx~5 = x% = 1 (C1-023.T2). Dado € > 0, por el punto 2 hay M con x5 > 1/¢
six > M; entonces 0 < x™° < £ (C1-003.T7). Asi im,_,,, x~° = 0 (C1-020.D1).

Paso 4: en 0%,
1. Seae >0y 0 < x < min(1,e9) (C1-005.T13). Porelpaso 1, {/x < 1y Yx < Ve = «.

2. Porelpaso 2,0 < x® = (Yx)™ < 9Yx < & (C1-023.T2 para x5 > 0). Asi lim,_g+ x* = 0
(C1-020.D1).
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3. Dado K > 0,porelpunto2cone = 1/Khay§ > 0con0 < x5 < 1/Ksi0 < x < §; entonces
x~%=1/x% > K (C1-003.T7). Asi im,_,o+ x~° = o0 (C1-020.D1). ®

b
1/x: diverge /1 z?=1-1/b

1.0 A

0.5 1

[N

o1—

0.0 | o . . .
12 4 8 16 1 4 8 16

Figura 10: Bajo 1/x, cada tramo diadico [2¥~1, 2¥] contiene un rectangulo de area 1/2 (izquierda): la

integral en [1, ) diverge. Bajo 1/x2, el 4&rea acumulada 1 — 1/b tiene techo 1 (derecha).

Ejemplo C2-010.E1 (potencias racionales)

Parap € Q: floo x~P dx converge < p > 1,yentoncesvale 1/(p —1); fol x~P dx converge <
p < 1,y entonces vale 1/(1 — p). En particular fol dx/3/x = 2.Parap = 1 se usa, sin logaritmo,
que [ dx/x = 1/2 en cada [2¥7%,2%] y en cada [27F, 217¥].

Idea de la demostracion
Para p # 1, Barrow da la integral hasta b y basta ver si b7 tiende a 0 0 a 0 (C2-010.T0). Para

p = 1, en vez de logaritmo, cada tramo diddico aporta al menos 1/2.

Demostracion.

1. ([1,00), p # 1.) xP es derivable, luego continua, en (0, ©) (C1-031.C1, C1-028.T1), e integrable
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en cada [1, b] (C2-003.T1). Por C2-009.E1 conr = —p # —1:

b bl—p_1
f xPdx = ——.
1 1-p

o

2. Sip > 1,bP = p=P=V - 0 (C2-010.TO con s = p — 1), y la integral tiende a = = 5
(C1-018.T1, C1-020.T2): converge.

3.Sip < 1,bP > o (C2-010.TO cons = 1 — p)y,como 1 —p > 0, la integral tiende a
(C1-020.D1): diverge.

4. ([1,00),p = 1) En [2¥71,2%],1/x = 1/2¥ (C1-003.T7), asi que por C2-006.T1,

[N
[

Zk
dx 1 1
s 2k _ 2k—1 —
J;k—1 X k( ) 2

(C1-005.79).

5. Por la aditividad (C2-004.C1) e induccién sobre N (C1-005.T1), f12N dx/x = N/2.Dado K, hay
N > 2K (C1-007.C1): el conjunto {flb dx/x : b > 1} no estd acotado y, por C2-010.T3, la integral
diverge.

6. ([0,1].) Parap # 1yc € (0,1), por C2-009.E1, fcl xPdx = 1?;. Sip < 1,c'? - 0 cuando
¢ - 0% (C2-010.T0) y la integral tiende a 1/(1 — p) (C1-018.T1, C1-020.T2).Sip > 1,¢c1™? =
c=®=1D - o0 (€2-010.T0) y diverge (C1-020.D1).

7. Parap = 1,en [27%,217F], 1/x > 2k~1, asi que fzz_lk_k dx/x > 2%=1.27% = 1/2; como en el paso
5, le_N dx/x = N/2y diverge (C2-010.T3 en la singularidad).

8. Conp =1/2: [, dx/¥x=1/(1-1/2) = 2.

Parap < 0, x~P no tiene singularidad en 0; por la coherencia (C2-010.T2 a), la integral impropia coin-

cide con la de Riemann en [0, 1] (definiendo el valor en 0 por continuidad).

Ejemplo C2-010.E2
fooo dx/(1+x?) converge (en [1,),1/(1+x2) < 1/x?,y seagrega[0, 1] conlas colas, C2-010.T2
d); su valor /2 se obtiene en C2-014.T12.

Demostracion.

1. 1/(1 + x?) es continua en R (C1-022.T2), luego integrable en cada [0, b] (C2-003.T1).
2. En[1,0),0 <x? <1+ x?% asique0 < 1/(1+ x2) <1/x? (C1-003.T7).
3. floo x~2 dx converge (C2-010.E1, p = 2); por comparacién (C2-010.T4), floo dx/(14x?%) converge,
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y por las colas (C2-010.T2 d), fom dx/(1 + x?) también (C2-010.D1 a). W

Por qué cada hipétesis

Af>=0enC2-010.T3

f=1en[2k,2k+1)yf = —1en[2k+ 1,2k +2) (k = 0,1, 2,..). Las integrales fobf estan
entre 0 y 1 (acotadas), pero oscilan: valen 1 en cada b impar y 0 en cada b par. No tienen limite

y la integral diverge.

A f — 0 no basta

. 1/x = Ocuandox — o yfloo dx/x diverge (C2-010.E1). Que el integrando tienda a 0 es necesario E

para muchas cosas, pero no suficiente para converger.

A No acotada no quiere decir divergente

| 1 , . : . . :
! 1/3/x no es acotadaen (0,1],y fo dx/i/x = 2. Las integrales impropias existen justo para estos !
| casos. i

Ejercicios
0 dx 0 dx
. . — 7
LConvergtle N PO N ey
Calcula [ x™*3dxy [, x™*/dx.
Decide si converge floo % dx usando comparacién al limite con 2 /x2.
dxz converge.

1+x
Da f continua en [0, ) con fooo f convergente y f no acotada. (Sugerencia: picos triangulares de

[o0]
Demuestra que |___

;i o W

altura k y base 1/k?3 centrados en cada entero k > 1; no se enciman.)
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Respuestas

1. La primera converge: 0 < 1/(x + x?) < 1/x? (C2-010.T4, C2-010.E1). La segunda diverge: el
cociente con 1/x tiende a 1/2 (C2-010.T5).

2. [1x723 =1/(1=2/3) = 3. [* x~*/3 = i, (3-8~1/3—3b~1/3) = 3/2 (C2-009.E1 y C2-010.TO).

0 8 y

@Cx+1)/(x3+x) _ 2x3+x?
2/x2 T 2x3+2x

4. En(—%,—1],0 < 1/(1+x?) < 1/x2,y —1/x es primitiva de x "2 en (—, 0), asi que fa_l x?dx =

3. El cociente - 1(C1-020.T3),y floo 2/x? converge: converge.
1+1/a = 1cuandoa — —oo (C2-009.C1). Por comparaciény colas, f_ooo converge; con C2-010.E2
y C2-010.D1 (c) con ¢ = 0, converge en R.

5. Elpico k tiene area % k-1/k3 =1/(2k?) < 1/k?.Como 1/k? < 1/(k(k—1)) =1/(k—1)—1/k
parak > 2, por la telescépica (C2-001.T1) ZZ=1 1/k? < 2—1/n < 2:las integrales hasta b estan
acotadas por 2,y f = 0, asi que converge (C2-010.T3), aunque f (k) = k.



C2-011 - El logaritmo como integral

Motivacion

Laregla de calculo
Antes de las calculadoras, los ingenieros multiplicaban con una regla de calculo: dos reglas gra-
duadas de modo que, al poner una longitud a continuacién de otra, se lee el producto. Para que

eso funcione hace falta una «longitud» L(x) con

L(xy) = L(x) + L(y).

Bajo la curvay = 1/t,la franja de 1 a 2 y la franja de 2 a 4 tienen la misma area: la segunda es
el doble de ancha, pero la curva va a la mitad de altura. Lo mismo pasa con la franja de 3 a 6. El
area bajo 1/t desde 1 es justo la «longitud» que la regla necesita.

Dénde falla la analogia: una regla de calculo es finita y se lee con unas tres cifras. El logaritmo
esta definido para todo x > 0, toma todos los valores reales y su exactitud no depende de la

vista.

y=1/t

1.0

0.5 1
log 2

log 2

Figura 11: Las franjas [1, 2] y [2, 4] bajo y = 1/t tienen la misma &rea, log 2.
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En Célculo I no tenfamos ninguna primitiva de 1/t: la férmula x"*1/(r + 1) de C2-009.E1 falla justo en

r = —1. El primer teorema fundamental (C2-008.C2) nos da una gratis.

Definiciones

Definicion C2-011.D1 (logaritmo)

Parax > 0:

*dt
logx := f =
1

(con C2-004.D1six < 1;logl =0).

La definicién tiene sentido: t = 1/t es continua en (0, ) (C1-022.T2), asi que es integrable en todo
intervalo cerrado contenido en (0, ©) (C2-003.T1).Six > 1seintegraen[1,x];si0 < x < 1, flx =— fxl
(C2-004.D1);y f, = 0 (C2-004.D1).

Resultados

Teorema C2-011.T1

log es derivable en (0, ) con log' x = 1/x; es continua y estrictamente creciente; logx < 0 si

0<x<1lylogx>0six>1.

Demostracion.

1. I = (0, o) es un intervalo abierto, f(t) = 1/t es continuaen / (C1-022.T2)y 1 € I.

2. Por C2-008.C2, F(x) = fle es derivable en I con F’ = f; es decir, log' x = 1/x.

3. Derivable implica continua (C1-028.T1): log es continua en (0, ).

4. Parax > 0,1/x > 0 (C1-003.T7), asi que log’ > 0 en el intervalo (0, ), y log es estrictamente
creciente (C1-034.T2).

5. Comologl =0:s5si0<x <1,logx <logl=0;six>11logx>0.1
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Teorema C2-011.T2 (log del producto)

Para x,y > 0:log(xy) = logx + logy.

Idea de la demostracion

Fijado y, las funciones x ~ log(xy) y x ~ logx tienen la misma derivada en un intervalo; por
lo tanto difieren en una constante, que se lee en x = 1. No hace falta el cambio de variable
(C2-015).

Demostracion.

1. Fijemos y > 0y sea h(x) := log(xy) para x > 0; esta definida porque xy > 0 (C1-003.T4).
2. x » xy es derivable con derivada y (C1-028.T2), y log es derivable en xy (C2-011.T1).
3. Porlaregla de la cadena (C1-030.T1),

1

1
Wx)=— -y=x1yly=—
Xy x

(C1-002.T6: (xy)~! = x~1y~1; K5-K7).
4. Asih' =log’ en el intervalo (0, ), y por C1-034.T1, h — log es constante en (0, o).
5. Esa constantees h(1) —log1 =logy — 0 = logy (C2-011.D1).
6. Por lo tanto log(xy) — logx = logy, es decir, log(xy) = logx + logy (K1-K4). R

Corolario C2-011.C1

Parax,y > 0,n € Zyr € Q:log(1/x) = —logx; log(x/y) = logx — logy; log(x™) = nlogx;
log(x™) = rlogx.

Demostracion.

1. Por C2-011.T2 cony = 1/x:logx + log(1/x) = log(x - x~1) = log1 = 0 (K8, C2-011.D1), luego
log(1/x) = —logx (C1-002.T1).

2. log(x/y) =log(x - y™1) = logx + log(1/y) = logx —logy (C1-002.D1, C2-011.T2, paso 1).

3. Paran € N, por induccién (C1-005.T1): log(x!) = 1 - logx; si log(x™) = nlogx, entonces
log(x™*1) = log(x"x) = log(x™) + logx = (n + 1) logx (C1-005.D2, C2-011.T2).

4, Paran=0:x"=1ylog1=0=0-logx.
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5. Paran = —mconm € N: x™™ = 1/x™ (C1-005.T9), asi que log(x™™) = —log(x™) = —mlogx
(paso 1, paso 3).

6. Sear =p/qconp €7Z,q €N, yu :=xP/9, Por C1-023.D1y C1-023.T2, u > 0 y u9 = xP.

7. Por los pasos 3-5, glogu = log(u?) = log(x?) = plogx; dividiendo entre g, log(x") = rlogx
(C1-002.T1).m

Teorema C2-011.T3

lim,_,4 logx = 00, lim,_,p+ logx = —o0 y log((0,)) = R.

Demostracion.

1. Por C2-011.T1,log2 > 0.

2. SeaK € R.Por C1-007.C1 existen € N conn > |K|/log2, esdecir,nlog?2 > |K| = K (C1-003.T4,
C1-003.T7, C1-004.T1).

3. Por C2-011.C1,log(2™) = nlog2ylog(2™) = —nlog?2.

4. Six > 2", por la monotonia (C2-011.T1), logx > nlog2 > K. Por C1-020.D1 (con M = 2™M),
lim,_,, logx = co.

5. Si0<x <2™™logx < —nlog2 < —|K| < K.Por C1-020.D1 (con § = 27"),limy_,g+ logx = —oco.

6. log es continua en el intervalo (0, =), asi que log((0, ©)) es un intervalo (C1-026.T1, C1-004.D2).

7. Dado y € R, por los pasos 4y 5 hay x4,x, > 0 conlogx; < y < logx,; como la imagen es un

intervalo, contiene a y. Por lo tanto log((0,)) = R. 1

A Por qué no se usa log(1/x) = —log x para el limite en 0"

Seria natural escribir log x = —log(1/x) y usar que 1/x — oo. Pero ninguna pieza anterior dice
«g = 0% = 1/g — oco» para componer limites asi. La prueba de arriba va directo con la definicién
C1-020.D1.

Teorema C2-011.T4

Parax >0:1—-1/x <logx < x — 1.

Demostracion.

1. Six = 1, los tres términos valen 0.
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2. Six > l:parat € [1,x],1/x <1/t <1(C1-003.T7,C1-003.T9). Como 1/t es integrable en [1, x]
(C2-003.T1), C2-006.T1 da

x—1 fxdt
< —<x-1,
x .t

yx—1)/x=1-1/x.
3. Si0<x<1l:parat € [x,1],1 <1/t <1/x,yC2-006.T1da
Ydt 1-x
— <

1—x< <
.t x

4. Comologx = — fxl dt/t (C2-004.D1), multiplicando por —1 (C1-003.T9):

logx < —(1—x)=x—1,

1—x 1
logx > — =1--.
x X

Corolario C2-011.C2

limy_,olog(1+ h)/h =1y lm,_ . (logx)/x = 0.

Demostracion.

1. Comologl =0,parah #0conl+h > O:

log(1+h) log(1+h)—logl
h - h '

2. Por la definicién de derivada (C1-027.D1) y C2-011.T1, ese cociente tiende a log'(1) = 1 cuando
h - 0.
3. Parax > 1,seau = vx = x%/2 > 1 (C1-023.C2, C1-023.D1). Por C2-011.C1y C2-011.T4,

0<logx=2logu<2(u-—1)<2u=2J/x
(C2-011.T1 paralogx > 0).

4. Dividiendo entre x > 0 (C1-003.T4, C1-003.T7):

log x 2

<.
x  Wx

5. 2/4/x = 0 cuando x - o: dado & > 0, si x > 4/? entonces vx > 2/¢ (C1-003.T9, C1-023.T2) y

0<
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2/+/x < € (C1-003.T7); es C1-020.D1.
6. Por el sdindwich para limites en o (C1-019.T2, C1-020.T2), (logx)/x — 0.1

Por qué cada hipétesis

Conx = y = —1 se tiene xy = 1, pero log(—1) no esta definido: fl_l dt/t pediria integrar
1/t en [—1, 1], donde no es acotada (como en C2-003.E2), y ni siquiera como integral impropia

converge (C2-010.E1 conp = 1).

A El dominio tiene que ser un intervalo

Sea@ :=1logen (0,1)y ¢ :=log+1 en (2, 0). Entonces ¢’ = 1/x en todo su dominio, igual que

log, pero
©3-3)=1log9+ 1+ ¢3)+¢3) =log9 + 2.

El paso «misma derivada = difieren en una constante» (C1-034.T1) necesita un intervalo.

A Productos, no sumas

log(x +y) # logx + logy en general: conx =y = 1,log2 > 0 =log1 +log 1 (C2-011.T1).

Ejercicios

Demuestra que f;b dt/t =logb paratodosa,b > 0.

Usa C2-011.T4 para probar que % < log2 < 1. ;Basta esa misma cota para decidir silog 3 > 1?
Demuestra que log x < 1/x para todo x > 0.

Sea f : (0,0) — R derivable con f'(x) = 1/xy f(1) = 0. Demuestra que f = log.

Calcula lim,,_,,, nlog(1 + 1/n).

ook W

Respuestas

1 % = [ — [* = log(ab) — loga = log b (C2-004.C1, C2-011.T2).
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2. Conx=2:1—-1/2<1log2 <1.Conx = 3lacotada2/3 <log3 < 2, que no decide; hace falta
otra herramienta (en C2-012:log 3 > loge = 1 porque e < 3).

3. g(x) = v/x —logx es derivable en (0,) con g’'(x) = (\/x — 2)/(2x) (C1-031.C1, C2-011.T1).
g'<0en(0,4)yg’ > 0en (4, ), asique g(x) = g(4) = 2(1 —log2) (C1-034.T2).Ylog2 < 1:
1 — 1/t es continua, = Oen[1,2]yvale1l/2ent = 2,asique 1 —log2 = f12(1 —-1/t)dt > 0
(C2-006.T3, C2-004.T2). Luego g > 0.

4. f — log tiene derivada 0 en el intervalo (0, ), luego es constante (C1-034.T1), igual a (1) —
log1 =0.

5. nlog(1+1/n) =log(1+ h)/hconh =1/n—- 0, h # 0; por C2-011.C2 y C1-019.T1, el limite es
1.



C2-012 - La exponencial

Motivacion

El banco que capitaliza cada instante

El banco imaginario de C1-014 paga 100 % de interés anual. Con $1,000 y capitalizacién n veces
al afo, el saldo es 1000(1 + 1/n)™: $2,613.04 si es mensual, $2,714.57 si es diaria, $2,718.13 si
es cada hora. El saldo se acercaa 1000 e, con e = lim(1 + 1/n)" (C1-014.D1).

Hoy aparece otro nimero natural: el y con logy = 1, es decir, el punto donde el area bajo 1/t
desde 1 vale exactamente 1. Este capitulo demuestra que es el mismo ntimero.

Doénde fallala analogia: un banco real redondea a centavos y capitaliza un ntimero finito de veces;

exp y e son limites exactos.
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Figura 12: La exponencial es el reflejo de log en la diagonal: (1,0) & (0,1) y (e, 1) & (1, e).

Definiciones

Definicion C2-012.D1 (exponencial)

exp : R = (0,) es lainversa de log : (0,) — R.

La definicidn tiene sentido: log es estrictamente creciente (C2-011.T1), luego inyectiva (C1-010.T1), y
suimagen es R (C2-011.T3). Asi log es biyectiva de (0, ) en R y tiene inversa (C1-011.T1, C1-011.D1).

Definicion C2-012.D2 (potencias reales)

Paraa > 0y x € R: a* := exp(xloga).
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Resultados

Teorema C2-012.T1

exp es biyectiva, continua y estrictamente creciente; exp0 = 1y expx > 0; es derivableen Ry

exp’ = exp.

Demostracion.

1. exp es la inversa de una biyeccion, luego es biyectiva de R en (0, o) (C1-011.T1); en particular
expx > 0.

2. Six < yyfueraexpx = expy, como log es creciente, x = log(expx) = log(expy) = y (C1-
010.D2), absurdo. Luego exp es estrictamente creciente.

3. log es continua y estrictamente monoétona en el intervalo (0, o0) (C2-011.T1), asi que su inversa
exp : R = (0, ) es continua (C1-026.T3).

4. log1l =0,luegoexp0 = 1.

5. Seax € Ry a := expx > 0, punto interior de (0, ). log es derivable en a con log'(a) = 1/a # 0
(C2-011.T1).

6. Por C1-031.T1, exp es derivable enloga = x y

1
exp’(x) = oo () a = exp x.

og (@)
|

Teorema C2-012.T2

Parax,y E Ryr € Q:exp(x +y) =expx - expy; exp(—x) = 1/ exp x; exp(rx) = (expx)".

Demostracion.

1. Por C2-011.T2,log(expx - expy) = logexpx + logexpy = x + y.

2. Aplicando exp (C2-012.D1, C1-011.D1): exp x - expy = exp(x + ¥).

3. Por C2-011.C1,log(1/ exp x) = —logexpx = —x; aplicando exp, 1/ exp x = exp(—x).
4. Por C2-011.C1, log((exp x)") = rlogexp x = rx; aplicando exp, (exp x)" = exp(rx). R
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Teorema C2-012.T3 (el niimero €)

exp1l = e, donde e = lim(1 + 1/n)" es el de C1-014.D1; equivalentemente, loge = 1.

Idea de la demostracion

En lugar de a,, = (1 + 1/n)" se mira su logaritmo: es log(1 + h)/h con h = 1/n, que tiende a 1.

Se regresa con exp, que es continua, y la unicidad del limite identifica los dos niimeros.

Demostracion.

1. Seaa, :=(1+1/n)" > 0.Por C2-011.C1, loga, = nlog(1 + 1/n).
2. Con h, :=1/nsetiene h, # 0, h,, = 0 (C1-012.T2) y

log(1 + hy)
loga, = ——.

hn
Por C2-011.C2 y la caracterizacion por sucesiones (C1-019.T1), loga,, - 1.

exp es continua en 1 (C2-012.T1), asi que a,, = exp(loga,,) — exp 1 (C1-022.T1).
Por C1-014.T4y C1-014.D1, a,, — e.

Por la unicidad del limite (C1-012.T1),exp1 = e; yloge = log(exp1) = 1.1

AN

Teorema C2-012.T4 (coherencia)

Paraa > 0yr € Q,a” de C2-012.D2 coincide con a” de C1-023.D1. Paratodo x € R, e* = exp x.

Demostracion.

1. Sea b := a” en el sentido de C1-023.D1; b > 0y, por C2-011.C1, logh = rloga.

2. Entonces exp(rloga) = exp(logb) = b (C1-011.D1): las dos definiciones coinciden.
3. Por C2-012.T3,loge = 1, asi que e* = exp(xloge) = expx. B

Desde aqui se escribe indistintamente e* o exp x.
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Teorema C2-012.T5 (leyes de exponentes reales)

Paraa,b > 0y x,y € R:log(a*) = xloga; a* > 0; a*a” = a**V; (a*)?Y = a*¥; (ab)* = a*b*;
a™*=1/a*.

Demostracion.

1. log(a*) = logexp(xloga) = xloga (C2-012.D2, C1-011.D1),y a* > 0 (C2-012.T1).

2. a*a¥ = exp(xloga) exp(yloga) = exp((x + y)loga) = a**¥ (C2-012.T2).

3. (a*)? = exp(ylog(a*)) = exp(yxloga) = a*¥ (paso 1).

4. (ab)* = exp(xloga + xlogh) = exp(xloga) exp(xlogh) = a*b* (C2-011.T2, C2-012.T2).
5. a™ =exp(—xloga) = 1/ exp(xloga) = 1/a* (C2-012.T2). A

Teorema C2-012.T6 (derivadas)

Paraa > 0, (a*)’ = a*logaen R.Paraa € R, x = x% es derivable en (0, ©) con (x%)" = ax®"1.

Demostracion.

1. x » xloga es derivable con derivada loga (C1-028.T2), y exp’ = exp (C2-012.T1). Por la regla
de la cadena (C1-030.T1), (a*)" = exp(xloga)loga = a* loga.
2. Parax > 0, x% = exp(alogx). Como log' x = 1/x (C2-011.T1), la cadena y C1-029.T1 dan

a
(x*)" = exp(alogx) - == ax®x L,

3. Por C2-012.T4, x~ ! (real) es 1/x, y por C2-012.T5, x%x~1 = x*"1.
yp

Teorema C2-012.T7 (derivacion logaritmica)

x — log|x| es derivable en R \ {0} con derivada 1/x. Si f es derivableen ay f(a) # 0,log|f| es
derivable en ay (log|f])'(a) = f'(a)/f (a).

Demostracion.

1. En (0, o), log |x| = logx (C1-004.D1), con derivada 1/x (C2-011.T1).
2. En el intervalo abierto (—o,0), log |x| = log(—x) (C1-004.D1). La derivada en un punto solo
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depende de los valores en un intervalo abierto que lo contiene (C1-027.D1), y por la cadena (C1-

030.T1, C1-028.T2),

1 o2 1) = !
(log(—x))' = — - (1) = —.

3. Sea f derivable en a con f(a) > 0. f es continua en a (C1-028.T1), asi que f > 0 en un in-
tervalo abierto alrededor de a (C1-022.T4). Ahi log |f| = logef y la cadena da (log|f])'(a) =
f'@/f (@.

4. Sif(a) < 0,igual: cercade a,log |f| = loge(—f), conderivada (—f'(a))/(—f(a)) = f'(a)/f (a).
|

Derivacion logaritmica en accién
Parax > 0, g(x) = x* = exp(xlogx). Por la cadena y el producto, g'(x) = x*(logx + 1). Lo
mismo sale de (logg)’' = g'/g conlogg = xlogx.

Teorema C2-012.T8 (crecimiento comparado)

hm,_,,expx = oo ylm,,_,expx = 0;paran € N, lim,_,x"/e* = 0; paraa > 0,
him,_, (logx)/x* = 0; Yn - 1.

Demostracion.

1. Dado K, sea M := log(|K| + 1).Six > M,expx > |K| +1 > K (C2-012.T1). Por C1-020.D1,
expx — oo.

2. Dado € > 0, si x < logeg, entonces 0 < expx < &. Por C1-020.D1, exp x = 0 cuando x - —oo.

3. Elcasot/et. Sean > 0.Por C2-011.C2 hay M con 0 < (logy)/y <nsiy > M (paray > 1). Por
el paso 1 hay T con et > max(M,1)sit > T.Parat > T,cony = e‘ylogy =t:0 < t/e® <.

4. Elcaso x™/e*.Seae > 0yn := mmn(l,&/n").Parax > 0,cont = x/n, e* = (e})" (C2-012.T2) y

n n
Sy
5. Six > nT (con T del paso 3 para este 1), entonces 0 < t/et <n < 1,asique (t/e)" < t/et <7
(induccién, C1-005.T1, con C1-003.T4),y 0 < x™/e* < n™n < . Es C1-020.D1.
6. El caso (logx)/x* Parax > 1,y := x* = exp(alogx) cumple logy = alogx (C2-012.T5),
asi que (logx)/x* = (1/a)(logy)/y. Dado &,sea M con 0 < (logy)/y < aesiy > M (C2-
011.C2). Como alogx — oo (C2-011.T3), por el paso 1 hay X con x* > M si x > X; para esos x,
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0 < (logx)/x%* <e.

7. El caso 3/n. Por C2-012.T4, \/n = n'/™ = exp((logn)/n). Por C2-011.C2 enx = n — oo (C1-
020.D1 con x = n), (logn)/n — 0; como exp es continua en 0 (C2-012.T1), exp((logn)/n) —
exp0 =1(C1-022.T1). 1

Proposicion C2-012.T9 (composicion con un limite infinito)

Sea «x — a» cualquiera de los tipos de limite de C1-017.D1y C1-020.D1 (@ = a,at,a™, o0 0 —c0).
Silim,_, g(x) = oy f esta definida en un intervalo (¢, @) conlim,,_,,, f(u) = L (L € R,L = o0
L = —o0), entonces f(g(x)) estd definida paralos x € dom g cercanosaa ylim,_, f(g(x)) = L.

Lo mismo si lim,._,, g(x) = —oo, f esta definida en (—oo,c) y lim,_,_o, f(u) = L.

Idea de la demostracion

Para que f(u) esté cerca de L bastau > M;y para que g(x) > M basta que x esté cerca de a.

Demostracion.

Llamemos entorno de « al conjuntodelosxcon0 < |[x —a| < J,a<x<a+d,a—-d<x<a,x>M
0 x < M, segun el tipo; son las condiciones sobre x de C1-017.D1 y C1-020.D1. La interseccién de dos

entornos del mismo tipo contiene otro (con min(§, ") o max(M, M"), C1-005.T13).

1. Como g — oo, con K = c hay un entorno E, de « con g(x) > c parax € dom g N E, (C1-020.D1).
Ahi g(x) € (c¢,0) c dom f y f(g(x)) esta definida.

2. CasoL € R.Seae >0.HayM con |f(u) —L| <esiu €domfyu>M(C1-020.D1).

3. Como g — oo, con K = M hay un entorno E; con g(x) > M parax € domg N Ej.

4. Parax € dom g en un entorno contenidoen E,NE;: g(x) € dom fy g(x) > M, asique [f(g(x))—
L| < e.Por C1-017.D1 0 C1-020.D1, segun el tipo, im,_,, f(g(x)) = L.

5. Caso L = o (0 —o0). Dado K, hay M con f(u) > K (o f(u) < K)siu > M, y los pasos 3 y 4, con
esta conclusién, dan f(g(x)) > K (o < K) en un entorno de « (C1-020.D1).

6. Sig —» —ooy f esta definida en (—oo,¢), sean § := —g y f(u) := f(—u) en (—c, ). Por C1-
020.D1, § = oo (cambiando K por —K)y f(u) = L cuando u — o (puesu > —M & —u < M).
Como f(G(x)) = f(g(x)),lo anterior concluye. B
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Corolario C2-012.C1 (potencias reales en integrales impropias)

Parap € R: floo x~P dx converge & p > 1; fol x7P dx converge & p < 1. Ademas flb dx/x =

logb — oo.

Demostracion.

. Sip #1,G(x) := x17P/(1 — p) es primitiva de x? en (0, ) (C2-012.T6), y x P es continua ahi.

Por Barrow (C2-009.C1),parab >1y0<c < 1:

f x Pdx = ——, f x Pdx = —.
1 c 1 -p

. b17P = exp((1 — p)logh) (C2-012.D2). Como logh — o (C2-011.T3), (1 — p)logh - —oo si

p>1ly—-> oosip < 1(C1-020.T5). Con im,,,_,expu = 0y lhim,_,, expu = oo (C2-012.T8)
y la composicién (C2-012.T9):sip > 1, b1™P - 0y la integral tiende a 1/(p — 1) (C1-018.T1,
C1-020.T2);sip < 1, b'™P - oo y la integral diverge (C1-020.T5, C2-010.D1).

. ¢'™P = exp((1 — p)logc) conlogc - —oo cuando ¢ » 0% (C2-011.T3). Del mismo modo (C1-

020.T5, C2-012.T8, C2-012.T9):sip < 1, (1 — p)logc — —oo, c™P — 0y la integral tiende a
1/(1—p);sip >1,(1 —p)logc — o0, c17P > oo y diverge.

Sip = 1: flb dx/x = logh - oy fcl dx/x = —logc — o (C2-011.D1, C2-011.T3): ambas
divergen. &

Ejemplo C2-012.E1
fooo e *dx = 1: —e ™ es primitiva de e™* (C2-012.T1, C1-030.T1), asi que fob e*dx=1—e?
(C2-009.C1),y e~? - 0 cuando b — oo (C2-012.T8, C1-020.T2).

Por qué cada hipotesis

' ALa continuidad de exp en lapruebadeexpli=e¢ |

El paso 4 «mete el limite» dentro de exp. Con una funcién que no es continua en 1 eso falla: si
s(y) :==0paray <1lys(y):=5paray >1,cong, =1—-1/n - 1setienes(g,) =0->0 #
s(1) =5.
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A El valor exacto del limite

I Conby, :=(1+2/n)" logh, = 2-log(1+ h)/h con h = 2/n, que tiende a 2: b, > e? ~ 7.389.
. El namero que sale es la exponencial del limite.

A Base positiva en a*

! Cona = —8 uno quisiera (—8)'/3 = —2, pero (—8)?/¢ = ((—8)?)1/¢ = 2: el valor dependeria E
i de como se escribe la fraccion. Por eso a* se define solo para a > 0 (y loga no existe si a < 0). i

Ejercicios

vt W

Demuestra que exp es convexa en R (C1-034.T5).

Demuestra que e* > 1 + x para todo x € R.

Calcula la derivada de x — 2*°.

Demuestra que lim,_,o+ x logx = 0.

;Para qué p converge fzoo dx/(x(log x)P)? (Sugerencia: el cambio de variable llega en C2-015; aqui

basta derivar (log x)™?.)

Respuestas

1.
2.
3.
4,

exp’ = exp es estrictamente creciente (C2-012.T1); por C1-034.T5, exp es convexa.

Cony =e* > 0enC2-011.T4:logy <y — 1, es decir, x < e* — 1.

Por la cadenay C2-012.T6: 2% log2 - 2x.

Conx = 1/y,xlogx = —(logy)/y,y (logy)/y — 0 cuando y — oo (C2-011.C2); se hace con ¢
directamente (C1-020.D1).

Sip # 1, (logx)*™?/(1 — p) es primitiva (C2-012.T6, C1-030.T1); converge < p > 1, como en
C2-012.C1.Sip = 1, loglog x es primitiva y diverge.



C2-013 - Funciones definidas por

integrales

Motivacion

Lalinea de una pista eliptica

Una pista de entrenamiento tiene forma de elipse de 100 m por 50 m. Para pintar su borde
necesitas el perimetro. Para un circulo de radio r hay formula, 27r; para la elipse no hay ninguna
férmula exacta escrita con raices, potencias, m, log y exp. Con semiejesa = 50y b = 25, el
perimetro es 4a E(k) = 242.21 m,con k = m y E (k) una funcién nueva definida por
una integral (la férmula se demuestra en C2-020.E2).

Es la misma situacion que con el logaritmo: 1/t no tenia primitiva conocida, y la fabricamos con
una integral.

Doénde fallala analogia: una pista real tiene ancho y lalinea tiene grosor; el perimetro de la elipse
ideal es un nimero exacto, aunque no tenga «férmula cerrada». Las aproximaciones (como la
primera de Ramanujan, 242.2105 m; la segunda da 242.2112 m) son muy buenas, pero no son

exactas.

La herramienta de fondo es el primer teorema fundamental: si g es continua en un intervalo abierto,
x e fcx g es derivable con derivada g (C2-008.C2). Toda integral de una continua define una funcién,

la conozcamos o no.
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Definiciones

Definicion C2-013.D1 (integrales elipticas)

Para0 <k <1lyx €[0,1):

F(k'x) = jx dt E(k'x) = jX1_—k2t2dt
)y JA - - k2D )y Vi

Los integrandos son continuos en (—1, 1).

Aqui \/u es la raiz cuadrada positiva de u > 0 (C1-023.C2). Veamos que los integrandos son continuos
en (—1,1):

1. Si|t| < 1, entonces t? < 1 (C1-004.T6, C1-003.T9) y k?t? < t? < 1 (C1-003.T9, pues k? < 1),
asiquel —t2>0y1—k?t?>0.

2. u = \/u = u'/? es derivable en (0, ) (C1-031.C1), luego continua (C1-028.T1).

3. Los polinomios son continuos (C1-022.T2), la composicién de continuas es continua (C1-022.T3)
y el cociente de continuas con denominador # 0 también (C1-022.T2).

4. Por lo tanto ambos integrandos son continuos en (—1,1), y para x € [0,1) son integrables en
[0,x] (C2-003.T1; six = 0 la integral es 0 por C2-004.D1).

Resultados

Teorema C2-013.T1

Para 0 < k < 1, las integrales impropias

K (k) '—F(k-l)—fl at E(k) = E(k; 1) = ke
ST Ja - - k) B R

convergen.

Idea de la demostracion
El integrando se dispara en t = 1, pero como 1/v1 —t, cuya integral si conocemos y es finita.

Se compara con ella y se usa que, para integrandos = 0, la impropia converge si las integrales
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parciales estan acotadas.

Demostracion.

1. Parat € [0,1):1—t?=(1—-t)(1+t)=1—t >0 (puesl+t > 1;C1-003.T9) y 1 — k?t? >
1 —k? > 0 (pues k?t? < k?). Multiplicando (C1-003.T9),

A -tH(A—k?t?) =1 —-t)(1 —k?).

2. La raiz cuadrada es creciente en [0,) (C1-003.T9) y Vuv = uyv parau,v > 0 (ambos la-
dos son positivos y tienen el mismo cuadrado; unicidad de C1-023.C2). Tomando reciprocos (C1-
003.T7):

1 1 1
< . .
JA—tH(A—k2t2)  VJ1-k% J1-t

3. G(t) := —2V1 —t es derivable en (—, 1) con G'(t) = 1/v1—t (C1-031.C1, C1-030.T1). Por
Barrow (C2-009.C1), para x € [0, 1):

*oodt
=2—-2V1—x < 2.
J, a==2aT

4. Por la monotonia de la integral (C2-004.T3) y los pasos 2y 3, para todo x € [0, 1):
0<F(k;x) < -
< (X)) £ —.
V1 — k?
5. Elintegrando es > 0 y las integrales parciales estan acotadas: por C2-010.T3 (version en la sin-

gularidad del extremo b = 1, C2-010.D1 b), K (k) converge.
6. ParaE:como0 < 1 —k?t? <1,V1—k?t2 < 1;yporelpasol,1—t?>1—t.Asi

V1 — k2t? < 1
Vi—tz ~N1-¢

y los pasos 3-5dan 0 < E(k; x) < 2y la convergencia de E (k) (C2-010.T4). ®

0<

Teorema C2-013.T2

Para0 < k < 1,x » F(k;x) (con F(k;1) := K(k)) es continua y estrictamente creciente
en [0,1] y derivable en (0, 1) con derivada 1/4/(1 — x2)(1 — k2x2); lo mismo para E(k; -), con
derivada V1 — k2x2/V1 — x2.
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Demostracién. (Para F; para E es idéntica con su integrando.) Sea g el integrando de F.

1. Seax € (0,1) y b € (x,1). g es continua en [0, b], asi que por C2-008.C1, F(k; ) es continua en
[0, b], derivable en (0, b) y su derivada en x es g(x).

2. Como x € (0,1) es arbitrario, F(k; -) es derivable en (0, 1) con derivada g > 0, y es continua en
[0,1) (paso 1 con b arbitrario).

3. Enx = 1: por la definicién de la impropia (C2-010.D1 b) y C2-013.T1, im,_,4- F(k;x) = K(k) =
F(k; 1), asique F(k;-) es continuaen 1 (C1-022.T0 b).

4. F(k;-) es continua en [0, 1] y su derivada es > 0 en el interior (0, 1): por C1-034.T2 es estricta-

mente creciente en [0,1]. H

La inversa sn existe. F(k;-) es continua y estrictamente creciente en [0, 1], luego inyectiva (C1-
010.T1); suimagen es un intervalo (C1-026.T1) que contiene a F(k;0) = 0ya F(k;1) = K(k), y esta
contenida en [0, K (k)] por la monotonia. Asi F(k;-) : [0,1] — [0,K (k)] es biyectiva y tiene inversa
(C1-011.D1).

Definiciéon C2-013.D2 (funcién eliptica sn)

Para0 < k < 1,sn(k;-) : [0,K(k)] = [0,1] eslainversade F(k;-) : [0,1] = [0, K(k)].

Teorema C2-013.T3

sn(k; -) es continua y estrictamente creciente en [0, K (k)], sn(k; 0) = 0, sn(k; K(k)) = 1,y es
derivable en (0, K(k)) con

sn’ =+/(1 —sn?)(1 — k2 sn?).

Demostracion.

1. sn es la inversa de una funcién continua y estrictamente creciente en el intervalo [0, 1]: es conti-
nua (C1-026.T3) y estrictamente creciente (sis < s’y sns > sns’, aplicando F creciente, s > s’;
C1-010.D2).

2. F(k;0) =0y F(k;1) = K(k) dan sn(k; 0) = 0y sn(k; K(k)) = 1.

3. Seas € (0,K(k))yx :=sn(k;s) € (0,1),interiorde [0, 1]. F(k; ) es derivable en x con F' (k; x) =
g(x) > 0(C2-013.T2).
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4. Por C1-031.T1, sn es derivableen s y

! _ 1 _ _ _
sn'(s) = o J( = x2)(1 - k2x2)

(C1-003.T7; el reciproco de 1/y/u es vu). R

Ejemplo C2-013.E1 (la funcion @)
D(x) := f(;c e~t” dt es derivable en R con d'(x) = e‘xz, estrictamente creciente, y fooo et dt

converge.

1. teet = exp(—t?) es continua en R (C1-022.T2, C1-022.T3, C2-012.T1, C2-012.T4).

2. Por C2-008.C2conI = Ry c = 0, ® es derivable con ®'(x) = e >0, y por C1-034.T2
es estrictamente creciente.

3.Sit>1,t% >t luego —t2 < —tye~t" < et (C1-003.T9, C2-012.T1).

4. fooo e~ dt converge (C2-012.E1), luego floo e~t dt también (colas, C2-010.T2 d).

5. Por comparacién (C2-010.T4), floo e t* dt converge, y agregando [0, 1] con las colas (C2-
010.T2 d), fom e~t* dt converge.

Numéricamente, ®(1) = 0.746824yf000 e dt ~ 0.886227 (su valor exacto, y/m/2, se demues-

tra en Calculo IV con integrales dobles).

Teorema C2-013.T4 A (Liouville, enunciado)

®,yF(k;-)yE(k;-)con0 < k < 1,no son funciones elementales: no se obtienen de polinomios,
exp, log, raices y funciones trigonométricas (C2-014) y sus inversas con un ndmero finito de

operaciones algebraicas y composiciones.

A Por qué se marca

La demostracién necesita algebra diferencial, fuera de la licenciatura basica; este enunciado no

se usa en ninguna demostracion. Solo explica por qué hace falta definir funciones por integra-

les. «<Elemental» se usa en el sentido informal del enunciado.
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~—

s

0.0 0.5 1.0

Figura 13: Las funciones x = F(k; x) para k = 0,0.5,0.9: crecen, llegan a K(k) en x = 1 con tangente

vertical.

Por qué cada hipotesis

E Conk = lelintegrandode K es1/(1—t2),y1—t?>=(1—t)(1+t) < 2(1—t)en[0,1),asi que
E 1/(1 —t%) = 1/(2(1 —t)). Como —log(1 — t) es primitivade 1/(1 — t) en (=0, 1) (C2-011.T1,
E C1-030.T1), f; dt/(1 —t) = —log(1l —x) = oo cuando x —» 1~ (C2-011.T3). Por comparacién
i (C2-010.T4), K(1) diverge.

_______________________________________________________________________________

. En [0,1) el integrando de F no es acotado (es = 1/v1 —t, que crece sin cota), asi que no es
, integrable en [0, 1] en el sentido de Riemann (C2-002.D2). Por eso K(k) y E (k) son integrales

impropias.
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A Integrando que se dispara no es lo mismo que area infinita

i Elintegrando de K (k) tiendea o ent = 1,y aun asi K(k) < 2/V1 — k2. Lo que decide es qué E
\  tan rdpido crece: como 1/4/1 — t converge, como 1/(1 — t) diverge. i

Ejercicios

Demuestra que E(k; x) < F(k;x) parax € [0,1)y0 <k < 1.
Demuestra que k - K (k) es creciente en [0, 1).

Calcula @'(0), ®"(x) y decide donde ® es convexa.

Demuestra que ® es impar.

Sea L(x) := fox dt/V1 + t* Demuestra que lim, L(x) existe.

S A

Respuestas

1. V1 — k2t2 < 1/V1 — k2t2 porque 0 < 1 — k2t2 < 1; divide entre V1 — t2 e integra (C2-004.T3).

2. Sik <k',1—k?t? >1-k'?t? > 0y el integrando de K (k) es menor o igual que el de K(k");
compara las integrales parciales y pasa al limite (C2-004.T3, C2-010.T4).

3. ®'(0) = 1; " (x) = —2xe™** (C1-030.T1); ®” es > 0 en (—o,0), asi que @’ crece ahi y ® es
convexa en (—oo, 0] (C1-034.T5); concava en [0, o).

4. H(x) := ®(x) + ®(—x) tiene H' = e™* —e™** = 0y H(0) = 0 (C1-034.T1).

5. L es creciente; parat > 1, 1/V1+t% < 1/t%y floo dt/t? converge (C2-010.E1); comparacién
(C2-010.T4) y colas (C2-010.T2 d).



C2-014 - ty las funciones

trigonomeétricas, rigurosamente

Motivacion

Larebanada de pizza

Una pizza de radio 1. Cortas una rebanada cuya area es exactamente 0.5. ;Cudl es su dngulo? En
un circulo de radio 1, el area de un sector es la mitad de su angulo; asi que el angulo es 1 radian,
unos 57.30°, y el borde de la rebanada cae en x = cos 1 = 0.5403. No hace falta medir ningtn
arco: basta saber calcular areas.

Esa es la idea de este capitulo. En Calculo [, sen y cos venian de un dibujo (la A G1 de C1-021).
Aqui se construyen solo con integrales: el «angulo» se define como el doble del area de un sector,
y el drea es una integral.

Doénde falla la analogia: una pizza real no es un circulo perfecto ni tiene radio 1. Y aqui el angulo

se define por el drea; que coincida con la longitud del arco es un teorema posterior (C2-020.E1).

A Regla de esta clase

Ninguna pieza anterior a C2-014.C2 cita C1-021.G1, C1-021.TO, C1-021.T1, C1-021.T2, C1- E
028.T3 ni C1-038.E1: todo se construye con la integral (C2-001 ... C2-013) y el Calculo I no tri- E

gonométrico.

El capitulo tiene dos partes, como el video: la primera construye 7, cos y sen y sus derivadas; la segunda

deduce las formulas de suma, demuestra los hechos de G1 y define las inversas.

99
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Parte 1 - De un area a m, cos y sen

La raiz cuadrada en [0, o)

Definicion C2-014.D1 (raiz cuadrada)

Para x > 0, v/x es el tinico y > 0 con y? = x (es 4/x de C1-023.C2 six > 0,y /0 := 0).

La definicién tiene sentido:

1. Six > 0,C1-023.C2 da un tnicoy > 0 con y?2 = x;yy = 0 no sirve porque 0> = 0 # x
(C1-002.T3).
2. Six=0:0%2=0,ysiy? = 0entoncesy = 0 (C1-002.T5).

Teorema C2-014.T1

V¢ [0,00) — [0, ) es biyectiva, continua y estrictamente creciente, y derivable en (0, ©) con

Vx)' =1/(2Vx).

Demostracion.

1. Sea q(y) := y? en [0, ®). q es continua (C1-022.T2) y estrictamente creciente: para0 < y < y’,
y? < y'?(C1-003.T9).

2. Por C2-014.D1, q es sobre [0, ) y /" es su inversa: \/F =yy (/x)? = x (C1-011.D1). Asi NS
biyectiva.

3. Vo es estrictamente creciente: si 0 < x < x'y fuerax > Vx’, elevando, x > x' (C1-003.T9),
absurdo.

4. Por C1-026.T3 (inversa de una continua estrictamente monotona en un intervalo), ./ es continua.

5. Seax > 0ya :=+/x > 0, interior de [0,). ¢'(a) = 2a # 0 (C1-028.T2). Por C1-031.T1, \ es
derivable en x y (vx)' = 1/(2a) = 1/(2v/x). R
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Un lema de derivadas

Teorema C2-014.T2 (limite de la derivada)

Seana € R,r > 0y f definidaen (a—r,a+71), continua en a y derivableen (a—r,a) U (a,a+1),

con lim,_,, f'(x) = L. Entonces f es derivableenay f'(a) = L.

Demostracion.

1. Sea € > 0. Por la hipdtesis sobre el limite (C1-017.D1) hay § € (0,r] con |f'(t) — L| < € si
0<|t—al <é.

2. Seax € (a,a + §). f es continua en [a, x]: en a por hipétesis y en (a, x] porque ahi es derivable
(C1-028.T1).Y es derivable en (a, x).

3. Por el TVM (C1-033.T1) hay c,, € (a,x) con

PO D _ ey,

4. Como 0 <Cx—a<6,elpasolda|%—L| <e.

5. Igual parax € (a — §,a),conel TVM en [x, a].

6. Asi los dos limites laterales del cociente en a valen L (C1-020.D1), el limite existe y vale L (C1-
020.T1); con x = a + h, es la definicién de f'(a) (C1-027.D1). R

A La continuidad en a no sobra

f:=0en(—1,0]yf:=1en(0,1): f' = 0fuerade 0y im,_, f'(x) = 0, pero f no es continua
en 0, luego no es derivable ahi (C1-028.T1).

El area del sectory

Definicion C2-014.D2 (area del sector y )

A:[-1,1] - R,

e 1
AQx) = u+f J1—tzde
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(el &rea del sector del circulo unitario entre los radios a (1,0) ya (x,V1 — x2)),y

1
n:zzf V1 —t2dt.
-1

Para |t| < 1,t? < 1 (C1-004.T6), asi que 1 — t? > 0y V1 — t2 esta definida. Es continua en [—1,1]
(C2-014.T1, C1-022.T2, C1-022.T3), luego integrable en cada [x, 1] (C2-003.T1, C2-004.C1;six = 11a
integral es 0 por C2-004.D1).

(z,V1—z?)

—-1 T 1

Figura 14: El sector de area A(x): un tridngulo de drea xV1 — x2/2 mas la regiéon bajo V1 — t2 entre x
y 1.Si A(x) = 6/2, entonces x = cos 8.

Teorema C2-014.T3

Aes continuaen [—1, 1] y derivable en (—1,1) con A’ (x) = —1/(2V1 — x2) < 0; es estrictamen-
te decreciente, A(1) = 0, A(—1) = /2, > 0,y A es biyectivade [—1, 1] en [0, t/2].

Demostracion.

1. x » xV1 — x2/2 es continua en [—1,1] (C1-022.T2, C1-022.T3, C2-014.T1).

2. G(x) := fxl V1 —t2 dt es continua en [-1,1]yG'(x) = —V1 —x2en(-1,1) (C2-008.C1). Luego
A es continuaen [—1,1].

3. En(—1,1),1 —x2 > 0; porla cadena (C1-030.T1, C2-014.T1, C1-028.T2),

(m)/ _ —2x —X

2vV1 — x2 - VI—x2
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4. Por laregla del producto (C1-029.T2) y C1-029.T1:

1
A'(x) = E(\/1 —x2— 1x—x2) —V1—x?
_(A=x»)-x*-2(1-x?)
- 21— x2
-1

=—=<0

2V1 — x?

(C1-003.T7).

A es continuaen [—1,1] con A’ < 0 en (—1, 1): es estrictamente decreciente (C1-034.T2).

A(1) = 0+ ] = 0(C2-004D1) y A(~1) = 0+ [1 V1 — ¢2dt = /2.

Porelpaso5,m/2 = A(—1) > A(1) = 0,asi que ® > 0.

A es inyectiva (C1-010.T1); su imagen es un intervalo (C1-026.T1) que contienea A(1) = Oya
A(—1) = /2 y, por la monotonia, estd contenido en [0, /2]. Asi A([-1,1]) = [0,%/2]. H

©® N o wun

Corolario C2-014.C3

2< <4,

Demostracion.

1. Cotasuperior.Para|t] < 1,0 < 1—t? < 1, asi quem < 1(C2-014.T1).Lafuncién 1—V1—1¢2
escontinuay=0en[—1,1]yvalelent = 1.

2. PorC2-006.T3, [, (1—V1 — t2) dt > 0; por linealidad (C2-004.T2) y C2-002.E1, [ V1 — ¢Z dt <
2.Luegom < 4.

3. Cota inferior. Para [t]| £ 1,0 <1 —|t| <1+ |t] (C1-004.T1, C1-004.T3), asi que

A-tP*<@A-[thA+[th =1—|t|* =1—t?

(C1-003.T9, C1-004.T6).

4. Como 1 — [t| > 0,/(1—[tD? = 1 — |¢| (C2-014.D1), y por la monotonia de ,/ (C2-014.T1),
Vi—t2>1- |t]. Ent = 1/2 la desigualdad es estricta: 3/4 > 1/4.

5 En[0,1],1 —|¢t] = 1 —t (C1-004.D1), y V1 —t2 — (1 —t) es continua, = 0y > 0 en 1/2. Por
C2-006.T3 y C2-009.E1,

1 1 1 1
f \/1—t2dt>f 1-t)dt=1—-==
0 0 2

>

6. En[—1,0],1—|¢| = 1+t,y por C2-004.T3y C2-009.E1, [, V1 — t2dt = [ (1+t)dt = 1-2 =2,
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7. Por la aditividad (C2-004.T1), [ V1 — Zdt > 1,ym > 2.1

cosysenen [0, ]

Definicion C2-014.D3 (cos y sen en [0, 7])

Para x € [0,7]: cosx es el Gnicoy € [—1,1] con A(y) = x/2,y senx := /1 — (cos x)?2.

Tiene sentido: x/2 € [0,7/2] y A es biyectiva de [—1, 1] en [0, /2] (C2-014.T3); es decir, cos = A7 o
(x » x/2).Como |cosx| <1,1— cos? x > 0 (C1-004.T6).

Teorema C2-014.T4

En [0, t]: cos es continua y estrictamente decreciente, cos0 = 1y cosm = —1; sen es continua,
sen0 = senm = Oysenx > 0si0 < x < m; sen?x + cos?x = 1. En (0,7), cos y sen son

derivables con cos’ = —sen y sen’ = cos.

Idea de la demostracion
cos es la inversa de A (con un factor 1/2), asi que su derivada es el reciproco de A’, que resulta
ser — sen. La derivada de sen = V1 — cos? sale por la cadena.

Demostracion.

1. A7t : [0,m/2] - [—1,1] es continua (C1-026.T3) y estrictamente decreciente (siu < u'y
A™Y(uw) < A71(u'), aplicando A decreciente, u > u’; C1-010.D2).

2. cos = A7t o (x » x/2) es continua (C1-022.T3) y estrictamente decreciente en [0, 7]; cos 0 =
A™Y(0) =1ycosm = A1 (/2) = —1, porque A(1) = 0y A(—1) = /2 (C2-014.T3).

3. sen=o(1- cos?) es continua (C2-014.T1, C1-022.T2, C1-022.T3); sen 0 = senw = 0 = 0.

4. Si0 < x < m, por la monotonia estricta, —1 = cosm < cosx < cos0 = 1, asf que cos?x < 1
(C1-003.T9) y senx = V1 — cosZ x > 0 (C2-014.D1).

5. sen® x = 1 — cos? x por C2-014.D1.

6. Seax € (0,m) ey := cosx € (—1,1). A es derivable en y con A'(y) = —1/(2\/1—7)/2) 0
(C2-014.T3), y y es interior de [—1, 1].
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7. Por C1-031.T1, At es derivable en A(y) = x/2y

—241—y%2 =—-2senx.

A (x/2) = 7= =
A(y)
8. Por la cadena (C1-030.T1, C1-028.T2), cos’(x) = (A7) (x/2) - % = —senx.
9. Por el paso 4,1 — cos? x > 0, y por la cadena (C2-014.T1, C1-029.T1, C1-029.T2):
—2cosx-cos'x 2cosxsenx

sen’(x) = = = COS X.

2V1 — cos? x 2senx

Extension a todo R

Definicion C2-014.D4 (extension a R)

Para x € [—m,0): cosx := cos(—x) y senx := —sen(—x). Para x € R cualquiera, sea k :=

|(x + m)/(2m)| € Z; entonces y := x — 2mk € [—m, ),y COSX := COSY, Senx := seny.

Tiene sentido: si x € [—m,0), —x € (0,7] (C1-003.T9). Yk < (x + m)/(2n) < k + 1 (C1-007.T2) da
2k —nm < x < 2mk + w (C1-003.T4, w > 0), es decir, y € [—m, 7).

Lema del representante. Siz € [-m,m)ym € Z, el k de C2-014.D4 parax = z + 2nmesm,yely
correspondiente es z. En efecto, (x + m)/(2n) = m+ (z + n)/(2w) con (z + ) /(2m) € [0, 1), y por la
unicidad de la parte entera (C1-007.T2), k = m.

Teorema C2-014.T5

Las definiciones C2-014.D3 y C2-014.D4 coincidenen [0, r]. Paratodo x € R: cos(x+2m) = cosx
ysen(x + 2m) = sen x; cos(—x) = cosx y sen(—x) = —senx; sen®x + cos?x = 1; |senx| < 1

y | cosx| < 1.seny cos son continuas en R.

Demostracion.

1. Coincidencia. Si x € [0,m), el lemaconm = 0day = x,y D4 usa el valor de D3. Si x = m, se
tienex = —m + 2nyellemaday = —m € [—m, 0); la primera linea de D4 asigna a —m el valor de
D3 en 7 para cos (es decir, —1) y menos el valor de D3 en m para sen (es decir, —0 = 0). Ambos
coinciden con D3 en i (C2-014.T4).

2. Periodicidad. Si x = y + 2nk cony € [—m, m), entonces x + 2 = y + 2n(k + 1), y por el lema
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su representante también es y. Asi cos(x + 2m) = cosy = cos x; igual para sen. Mas en general,
cos(x + 2mm) = cos x para todom € Z.

3. Paridad en (—m,m). Six € (0,m), —x € (—m,0) y por D4, cos(—x) = cosx y sen(—x) = —senx.
Six € (—m,0), eslo mismo leido al revés. Six = 0,sen 0 = 0.

4. Paridad en general. Seax = y + 2nk cony € [-m,m).Siy # —m, —x = (—y) + 2n(—k) con
—y € (—m,m),y por el lema y el paso 3, cos(—x) = cos(—y) = cosy = cosx y sen(—x) =
—senx.Siy = —m, —x = —m + 2n(1 — k) tiene representante —m, asi que cos(—x) = cosx, y
sen(—x) = sen(—m) = —senw = 0 = —senx.

5. Suma de cuadrados. En [0, 7] es C2-014.T4; en [, 0) se sigue de D4 ((—a)? = a?, C1-002.T4);

en general, por el representante. De ahi cos?x < 1y sen?x < 1, es decir, | cos x|, | senx| < 1

(C1-004.T6).
6. Continuidad en (0, 1)y en (—m,0). En (0, ), D4 coincide con D3 en el intervalo [0, ], y C2-014.T4
dala continuidad. En (—m, 0), cos x = cos(—x) y senx = — sen(—x) son composiciones de conti-

nuas (C1-022.T3).

7. Continuidad en 0.1im,_,o+ cos x = cos 0 (C2-014.T4,C1-022.T0) y im,_,o- cos x = lim,_,4- cos(—x) =
cos 0; por C1-020.T1y C1-022.TO, cos es continua en 0. Igual sen: los dos laterales valen sen 0 = 0.

8. Continuidad en m. Por la izquierda, cosx — cosm = —1 (C2-014.T4). Por la derecha, para x €
(m, 2m), cos x = cos(x — 2m) = cos(2m — x) (pasos 2y 4) con 2w —x = ©w~, asi que cosx — cos .
Igual senx = —sen(2m — x) - —senm = 0.

9. Continuidad en todo R. Todo a es z + 2nm con z € (—m, ], y cosx = cos(x — 2mm) para todo x
(paso 2). Como cos es continua en z (pasos 6-8) y x = x — 2mm es continua, cos es continua en
a (C1-022.T3, C1-022.T2). Igual sen. ®

Teorema C2-014.Té6

sen y cos son derivables en R, con sen’ = cosy cos’ = — sen.

Demostracion.

1. En (0, ) es C2-014.T4.
2. En (—m,0): cosx = cos(—x), y por la cadena (C1-030.T1, C1-028.T2), cos’(x) = —cos'(—x) =

sen(—x) = —senx (C2-014.T5). Y senx = —sen(—x) da sen’(x) = cos(—x) = cos x.

3. En (7, 2m): ahi cos x = cos(x — 2m) con x — 21 € (—m,0), y la cadena con el paso 2 da cos’(x)
—sen(x — 2m) = — sen x; igual para sen.

4. En 0: cos es continua en 0 (C2-014.T5), derivable en (—m,0) U (0,m) con derivada —sen, y
Iim,_,o(—senx) = —sen0 = 0 por continuidad (C1-022.T0). Por C2-014.T2, cos’(0) = 0
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—sen 0. Igual, sen’(0) = im,_,o cosx = 1 = cos 0.
5. En m: lo mismo con r = 7, usando la derivabilidad en (0, ) U (7, 2m) (pasos 1y 3).
6. En cualquier a = z 4+ 2nm con z € (—m, ]: cosx = cos(x — 2mm) para todo x, y la cadena da

cos’'(a) = cos'(z) = —senz = —sena (pasos 1, 2, 4, 5; C2-014.T5). Igual para sen. &

Parte 2 - Formulas de suma y G1 como teorema

El resorte sin friccion

Una masa en un resorte ideal, estirada a 1 y soltada sin velocidad, cumple x” 4+ x = 0 (en uni-
dades donde la constante vale 1). Si repites el experimento con la misma posicion y la misma
velocidad iniciales, la masa se mueve igual: el movimiento queda determinado. Ese es el teorema
de unicidad, y de él salen las férmulas de suma.

Doénde falla la analogia: un resorte real tiene friccién y la ley de Hooke solo vale para estiramien-

tos pequeiios.

Teorema C2-014.T7 (unicidad para f" + f = 0)

Si f es dos veces derivableen Ry f” 4+ f = 0, entonces f = f(0) - cos +f'(0) - sen. En particular,
si f(0) = f'(0) = 0, entonces f = 0.

Idea de la demostracion
Se restala candidata; la diferencia g cumple la misma ecuacién con datos 0. Su «energia» g2+ g'?

tiene derivada 0, asi que vale lo que valia en 0: cero.

Demostracion.

1. Por C2-014.T6, cos” = —cosy sen” = —sen (C1-031.D1).Sea g := f — f(0) cos—f'(0) sen; es

dos veces derivable y

g " +g=f"+f(0)cos+f'(0)sen+f — f(0)cos—f'(0)sen=f"+f =0

(C1-029.T1).
2. g(0) = f(0)—£(0)-1—f'(0)-0 =0y g'(0) = £'(0)+ f(0) sen 0 — f(0) cos 0 = 0 (C2-014.T4).
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3. E:=g?+ g'?esderivabley E' = 2gg’ + 2g'g" = 2g9'(g + g") = 0 (C1-029.T2, C1-029.T1).
4. Por C1-034.T1 en el intervalo R, E es constante: E = E(0) = 0.
5.0<g?<g?+g'?=0(C1-003.T5,C1-003.T9), asi que g2 = 0y g = 0 (C1-002.T5). W

Teorema C2-014.T8 (férmulas de suma)
Parax,y € R:
sen(x +y) =senxcosy + cosxseny, cos(x +y) = cosxcosy —senxseny.
Demostracién.

1. Fijemos y y sea h(x) := sen(x + y). Por la cadena (C1-030.T1, C1-028.T2) y C2-014.T6, h'(x) =
cos(x +y)yh"(x) = —sen(x +y) = —h(x).

2. h(0) =senyyh'(0) = cosy.Por C2-014.T7,sen(x + y) = seny cos x + cosy sen x.

3. Con h(x) := cos(x + y): h" = —h, h(0) = cosy, h'(0) = —seny,y C2-014.T7 da cos(x + y) =
cosycosx —senysenx. ll

Corolario C2-014.C1

cos(m/2) = 0ysen(/2) = 1;cosx > 0si|x| <m/2ycosx <1si0 < x <m;sen(x +m) =
—senx, cos(x +m) = —cosx ysen(x + m/2) = cosx; paran € Z, sen(nw) = 0y cos(nw) =
(—1D"; sen(m/4) = cos(w/4) > 0.

Demostracion.

1. Conx =y =m/2 en C2-014.T8 y sen? = 1 — cos?:
—1 = cos = cos?(m/2) — sen?(n/2) = 2 cos?(n/2) — 1,

asi que cos?(m/2) = 0y cos(m/2) = 0 (C1-002.T5). Como /2 € (0,7), sen(n/2) =v1—-0=1
(C2-014.D3).

2. cos es estrictamente decreciente en [0, ] (C2-014.T4):si 0 < x < /2, cosx > cos(rr/2) = 0; si
—n/2 <x <0,cosx = cos(—x) >0 (C2-014.T5).Ysi0 < x <m, cosx <cosO=1.

3. Por C2-014.T8 con cosm = —1,senm = 0:sen(x + m) = —senx y cos(x + m) = —cosx; con
cos(r/2) = 0,sen(m/2) = 1:sen(x + m/2) = cosx.

4. Por induccién (C1-005.T1, C1-005.D2) y el paso 3, paran = 0: sen(nm) = 0y cos(nm) = (—1)"
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(conn =0:sen0 = 0,cos0 = 1). Paran < 0, por la paridad (C2-014.T5) y (—1)™" = (—1D)™.

5. /4 € (0,m/2), asi que sen(r/4) > 0y cos(rr/4) > 0 (C2-014.T4, paso 2). Por C2-014.T8, 0 =
cos(m/2) = cos?(m/4) — sen?(m/4), y como ambos son positivos, sen(rr/4) = cos(m/4) (C1-
003.T9). 1

Definicion C2-014.D5 (tangente)

tan x := senx/ cos x para los x con cos x # 0 (en particular, en (—mr/2,1/2)).

Teorema C2-014.T9

tan es derivable en (—m/2,7/2) contan’ = 1/cos? = 1 + tan? > 0, estrictamente creciente,
tan(m/4) = 1, imy_ /- tanx = oo, limy,_;/p+ tanx = —ooy tan((—n/2,m/2)) = R. Para

0<x<m/2:0<senx < x < tanx.

Demostracion.

1. En (—m/2,m/2), cos > 0 (C2-014.C1). Por el cociente (C1-029.T3) y C2-014.T6, C2-014.T5:

,  Cos-cos—sen-(—sen) 1 cos? + sen? 5
tan = > = 5 = > =1+tan” > 0.
cos cos cos

2. Por C1-034.T2, tan es estrictamente creciente en (—r/2,7/2). Por C2-014.C1, tan(rt/4) = 1.

3. Limiteen mw/2~. Sea K > 0. cos es continua en /2 con cos(rw/2) = 0,y sen con sen(rw/2) = 1
(C1-022.T0). Hay 6 € (0,m/2) tal que,sim/2 — 6 < x < m/2,cosx < 1/(2K)ysenx > 1/2
(C1-022.D1). Como ahicosx > 0,tanx > (1/2) - 2K = K (C1-003.T7). Es C1-020.D1.

4. Limite en —t/27. tan(—x) = —tanx (C2-014.T5), y el paso 3 datanx < —K si —m/2 < x <
—-n/2+ 6.

5. Imagen. tan es continua en el intervalo (- /2,17 /2) (C1-028.T1), asi que su imagen es un inter-
valo (C1-026.T1); por los pasos 3 y 4 no esta acotada ni arriba ni abajo, luego es R (C1-004.D2).

6. Desigualdades. ¢(x) := x — senx es continua en [0,7/2], derivable con ¢’ = 1 — cos > 0 en
(0,m/2) (C2-014.C1); por C1-034.T2, p(x) > ¢(0) = 0.Ysenx > 0 (C2-014.T4).

7. Y(x) := tanx — x es continua en [0,7/2), con ' = tan® > 0 en (0,7/2) (ahi tan > 0); por
C1-034.T2, ¥ (x) > (0) = 0.1
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Teorema C2-014.T10 (G1 es teorema)

Con las definiciones de esta clase, cada hecho de C1-021.G1 queda demostrado: senx y cos x
definidos paratodo x € R (C2-014.D4) ym > 0 (C2-014.T3); sen0 = 0y cos 0 = 1 (C2-014.T4);
sen(—x) = —senx y cos(—x) = cosx (C2-014.T5); sen® x + cos? x = 1 (C2-014.T5); férmulas
de suma de sen y cos (C2-014.T8); tan := sen/cos (€C2-014.D5); 0 < senx < x < tanx si
0 <x <m/2(C2-014.T9).

Demostracién. Cada hecho es la pieza citada entre paréntesis, ya demostrada arriba. B

Corolario C2-014.C2 (liberacion de la A G1)

Para sen y cos de C2-014.D4 valen, sin A y demostrados aqui directamente (sin importar como
se probaron en Calculo 1), los enunciados de C1-021.T0, C1-021.T1, C1-021.T2 y C1-028.T3. En

consecuencia C1-038.E1 también vale sin A.

Demostracion.

1. (a) |cosx| < 1es C2-014.T5. Para |senx| < |x|: si x = 0 es igualdad; si x # 0, el TVM (C1-
033.T1) en el intervalo de extremos 0 y x dasenx = senx —sen0Q = (cosc) x,y | senx| =
| cosc||x| < |x]| (C1-004.T2).

2. (b)cosx > 0si|x| < m/2esC2-014.C1.

3. (c) lim,_,¢ senx = 0 y lim,_,y cos x = 1, por continuidad (C2-014.T5, C1-022.T0).

4. (d) Por la definicién de derivada (C1-027.D1) y C2-014.Té:

senx 1—cosx
him =sen’(0) =cos0 =1, Iim —— = —cos’(0) = sen0 = 0.
x->0 X x—0 X

5. (e) C1-028.T3 es C2-014.T6.
6. La demostracion de C1-038.E1 solo usa C1-038.T2, sen’ = cos, cos’ = —seny |sen|,|cos| < 1,

todos demostrados ya. B

A Desde aqui

La definiciéon geométrica de Calculo I queda retirada: sen y cos son los de C2-014.D4. El circulo
reaparece como teorema: (cos 8, sen 8) recorre el circulo unitario y A(cos8) = 6/2 es el area
del sector de angulo 8 € [0, ] (C2-014.D2, C2-014.D3; coherencia con el area en C2-019.E2).
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Las inversas

Definicion C2-014.D6 (inversas)

arcsen : [—1,1] - [—m/2,m/2] es la inversa de sen restringida a [—m/2,m/2]; arccos :
[-1,1] — [0, =], la de cos restringida a [0, ]; arctan : R = (—m/2,m/2), la de tan restringi-
daa(—m/2,m/2).

Tiene sentido:

1. En [—m/2,7/2], sen es continua con sen’ = cos > 0 en el interior (C2-014.T6, C2-014.C1):
es estrictamente creciente (C1-034.T2), inyectiva (C1-010.T1), y su imagen es un intervalo (C1-
026.T1) con extremos sen(+m/2) = +1 (C2-014.C1, C2-014.T5): es [—1,1].

2. cos es continua y estrictamente decreciente en [0,7] con cos0 = 1, cosm = —1 (C2-014.T4):
imagen [—1, 1] (C1-023.C1).

3. tan: (—m/2,m/2) — Res biyectiva (C2-014.T9, C1-010.T1).

Teorema C2-014.T11 («arccos por area»)

arccos = 2A en [—1, 1]. arcsen y arc cos son continuas en [—1, 1] y derivables en (—1,1) con
arcsen’x = 1/V1 —x? yarccos’x = —1/V1 — x?; arctan es continua y derivable en R con
arctan’ x = 1/(1 + x2).

Demostracion.

1. Seay € [-1,1] y x := 2A(y) € [0,m] (C2-014.T3). Por C2-014.D3, cos x es el tnico z € [—1,1]
con A(z) = x/2 = A(y); asi z = y, es decir, cos(24(y)) = y,yarccosy = 2A(y) (C1-011.D1).

2. Por C2-014.T3, arccos = 2A es continua en [—1,1] y derivable en (—1,1) con arccos’' x =
24'(x) = —1/V1 — x2.

3. arcsen es continua (C1-026.T3).Seax € (—1,1) yu := arcsenx € (—mn/2,m/2), interior. Como
sen’(u) = cosu > 0, por C1-031.T1, arcsen’ x = 1/ cos u.

4. cosu > 0ycos?u =1 —sen®u = 1 — x2, asi que cosu = V1 — x2 (C2-014.D1) y arcsen’ x =
1/V1 - x2.

5. arctan es continua (C1-026.T3). Parax € Ry u := arctanx, tan’(u) = 1+ tanu =1+ x2 # 0
(C2-014.T9),y C1-031.T1 daarctan’ x = 1/(1 + x?). W
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Teorema C2-014.T12

arctan1 = 7/4; im,_ arctanx = /2y hm,__, arctanx = —m/2; fol dx/(1+x?) =n/4y
Jy dx/(1+x%) =m/2.

Demostracion.

1. tan(m/4) = 1 (C2-014.T9), luego arctan 1 = 7 /4.

2. Seae € (0,m/2) y M := tan(mr/2 — ¢). arctan es creciente (inversa de una creciente) con valo-
resen (—m/2,m/2);six > M, /2 — ¢ < arctanx < 1/2.Es C1-020.D1. En —oo es igual, con
arctan(—x) = — arctanx.

3. 1/(1 + x?) es continua en R (C1-022.T2) y arctan es primitiva suya (C2-014.T11). Por Barrow
(C2-009.C1), fol dx/(1+ x?) = arctan1 — arctan 0 = /4.

4. Igual, fob dx/(1 + x?) = arctanb - m/2 cuando b - o (paso 2); por C2-010.D1, la impropia

(cuya convergencia ya sabiamos, C2-010.E2) vale = /2. B

Ejemplo C2-014.E1 (el caso k = 0 de las integrales elipticas)
Para k = 0: F(0; x) = arcsenx en [0,1], K(0) = /2y sn(0;-) = sen en [0, t/2].

1. Parax € [0,1),F(0;x) = f(f dt/V1 — t2 (C2-013.D1),y arcsen es primitiva del integrando
en (—1,1) (C2-014.T11): por Barrow, F(0; x) = arcsen x — arcsen 0 = arcsen x.

2. K(0) = lim,_,;- arcsenx = arcsen1l = m/2 (continuidad, C1-022.T0; C2-014.C1; C2-
010.D1).

3. Asi F(0;-) = arcsenen [0,1] (C2-013.T2), y su inversa es sen en [0, /2] (C2-013.D2, C2-
014.D6).

Ejemplo C2-014.E2 (una derivada no integrable)
g(x) := x?sen(1/x?) six # 0y g(0) := 0 es derivable en R, pero g’ no es acotada en [—1, 1];
por eso C2-009.T1 exige f integrable.

1. Para x # 0, por la cadenay el producto (C1-030.T1, C1-029.T2, C1-029.C1):

2
g'(x) = 2x sen(1/x?) — p cos(1/x?).
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2. En 0: |g(h)/h| = |hsen(1/h?)| < |h| (C2-014.T5), asi que g(h)/h — 0 (C1-019.T2, C1-
017.E1)y g'(0) = 0 (C1-027.D1).

3. Parak € Nyx, := 1/\2rk € (0,1): 1/x2 = 2mk, sen(2k) = 0y cos(2mk) = 1
(C2-014.C1), asi que g'(x;) = —2V2mk.

4. Por C1-007.C1, {—2v2mk} no esta acotado, asi que g’ no es acotada en [—1,1] y no es
integrable ahi (C2-002.D2).

Por qué cada hipétesis

A Los extremos +1 en la derivada de la inversa

i Eny = 41,,/1—y? = 0y Ano es derivable; C1-031.T1 no se aplica en x = 0 ni en x = . Por E
i eso cos'(0) y cos’(m) se obtienen aparte, con el limite de la derivada (C2-014.T6, pasos 4 y 5). i

A Primero en [0, ], después en R

| A solo toma valores en [0,7/2], asi que A™*(x/2) no tiene sentido para x > . Por eso cos se
. define primero en [0, 7] y luego se extiende por paridad y periodicidad (C2-014.D4).

A La unicidad necesita un intervalo

En (—o0,0) U (0, o), la funcion f := 0 alaizquierday f := sen ala derecha cumple f" + f =0
y coincide con sen cerca de x = 1, pero f # sen. En la prueba de C2-014.T7, «E' = 0 = E

constante» (C1-034.T1) necesita un intervalo.

A Productos de senos, no sumas

sen(x +y) #senx +seny:conx =y =mn/2,senmw =0 # 2.

Ejercicios

1. Demuestra que sen(2x) = 2 senx cos x y cos(2x) = 2 cos? x — 1.

2. Demuestra que cos(m/3) = 1/2. (Sugerencia: cos(3x) en términos de cos x,y cosT = —1.)
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3. Demuestra que sen es estrictamente creciente en [—7 /2, /2] y que | senx —seny| < [x — y|.
4. Calcula f01/2 dx /N1 — x? usando el ejercicio 2.
5. Demuestra que si f es dos veces derivable en R con f” = —f, f(0) = 1y f'(0) = 0, entonces

f = cos.

Respuestas

1. C2-014.T8 con x = y,y sen? = 1 — cos?.

2. Por C2-014.T8 y el ejercicio 1, cos(3x) = 4cos3x — 3cosx. Conx = /3 yc := cos(m/3) > 0
(C2-014.C1): 4c® —3c+1 =0, esdecir, (c + 1)(2c — 1)2 =0,y c = 1/2.

3. sen’ =cos > 0en (—m/2,7/2) (C2-014.C1, C1-034.T2). TVM con | cos | < 1.

4. arcsen(1/2) — arcsen0 = 1 /6, porque sen(r/6) = cos(n/2 — w/6) = cos(m/3) = 1/2 (C2-
014.T8, C2-014.C1).

5. EsC2-014.T7 con f(0) = 1, f'(0) = 0.



C2-015 - Cambio de variable

Motivacion

El mantel de una mesa estirada

Tienes un mantel para una mesa redonda de radio 1 m. Te piden otro para una mesa con forma
de elipse de 4 m por 2 m: la misma mesa redonda, estirada al doble a lo ancho. ;Cuanta tela
necesitas?

Si cada franja vertical de la mesa redonda se ensancha al doble y conserva su altura, el area se
duplica: 2m en lugar de . Medir el 4rea «en la regla estirada» o «en la regla original» da lo mismo,
siempre que se cuente cuanto se estiré la regla en cada punto. Eso es el cambio de variable.
Dénde falla la analogia: una tela real se estira de forma desigual y tiene grosor; aqui «estirar» es

exactamente x =rt,y el factor es exactamente .

Definiciones

Definicion C2-015.D1 (clase C™)

Sean J un intervalo abiertoyn € NU{0}. f esde clase C™ en si f ™ existe en todo J (C1-031.D1)

y es continua en J; C° = continua.

Si f es de clase C™ conn > 1, cada f®) con k < n es derivable en J, luego continua (C1-028.T1).

115
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Resultados

Teorema C2-015.T1 (cambio de variable)

Sean | e I intervalos abiertos, g : ] » Rde clase C' en ] con g(J) c I,y f continua en I. Para

todos a,b € J:

g(b) b
[ r=] reegwar

g(a)

Idea de la demostracion
Una primitiva F de f en I, compuesta con g, es primitiva de f(g) g’ por la regla de la cadena.

Barrow hace el resto.

Demostracion.

u

1. Como g(J) € I, g(a) € I.Sea F(u) := fg(a)f parau € [ (C2-004.D1). Por C2-008.C2, F es
derivableen Iy F' = f.

2. H :=F o g estd definida en J y, por la regla de la cadena (C1-030.T1),

H'(®) = F'(g(©) g'(®) = f(g(®) g (D).

3. Elintegrando t ~ f(g(t))g’'(t) es continuo en J: g es continua (C1-028.T1), f o g es continua
(C1-022.T3), g’ es continua (C2-015.D1) y el producto de continuas es continuo (C1-022.T2).

4. Por laregla de Barrow en el intervalo abierto J (C2-009.C1, en cualquier orden de a y b),

b
f flg@®) g'(t)dt = H(b) — H(a) = F(g(b)) — F(g(a)).
g(a) g(b)

5. F(g(@)) = [, f =0(C2-004.D1)y F(g(b)) = [, f- M

Ejemplo C2-015.E2
Paraa,b € (—-/2,m/2): ff tan = log(cos a) —log(cos b). Para x € R: f(f tet” dt = (e¥" —1)/2.

1. Tangente. En ] = (-m/2,m/2), g = cos es de clase C* (C2-014.T6) con valores en | =
(0,00) (C2-014.C1),y f(u) = 1/u es continua en I. Como tan = sen / cos = —f(cos) cos’
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(C2-014.D5), C2-015.T1 y C2-004.T2 dan

b cosb du
f tan = —f — = —(logcos b —logcosa)
a C

osa u
(C2-009.C1, C2-011.T1).
2. Elotro. Con g(t) = t? (C* enR) y f(u) = e (continua, C2-012.T1):
x x?
f et” thtzf etdu=e* —1
0 0

(C2-012.T1, C2-012.T4, C2-009.C1), y se divide entre 2 (C2-004.T2).

Teorema C2-015.T2 (cambio lineal en un intervalo cerrado)

Seana < b,r # 0,s € Ry f integrable en el intervalo cerrado de extremos ra + sy rb + s.

Entoncest = f(rt + s) es integrable en [a, b] y

rb+s

Lbf(rt+s)dt=%£ f.

a+s

Idea de la demostracion
Las particiones de [a, b] y del intervalo imagen se corresponden por t = rt+s; en subintervalos
correspondientes, f(r - +s) y f toman los mismos valores, y las longitudes se multiplican por

|r|. Asi las sumas de Darboux se corresponden, sin pedir continuidad.

Demostracion. Sea ¢(t) := f(rt +s) yA(t) :=rt +s.

1. Casor > 0. A es estrictamente creciente y lleva [a, b] sobre [a, 8] := [ra + s,7b + s], con inversa
u+ (u—s)/r(C1-003.T4, C1-003.T3).

2. SiP = {tg, ..., tp} es particion de [a, b], P’ := {A(ty), ..., A(t,)} es particion de [«, B8] (C2-001.D1),
y toda particion de [, §] es de esa forma (con la inversa).

3. A([ti—1, t]) = [A(ti—1), A(t;)], asi que @ ([t;—1, t;]) = f([A(ti—1), A(t;)]): los mismos valores. Por
lo tanto m; () = m;(f) y M;(@) = M;(f) (C2-001.T2), mientras que AA(t;) = r At;.

4. Por C2-001.D2 y C1-005.T12, L(f,P") = rL(p,P) y U(f,P') = rU(e,P); en particular ¢ es
acotada.

5. Dado € > 0, como f es integrable hay P’ con U(f,P") — L(f,P") < re (C2-002.T5); la P corres-
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pondiente cumple U(¢p, P) — L(¢@, P) < &,y @ es integrable (C2-002.T5).

6. Seal := ff f.Paratoda P, L(f,P') <1 < U(f,P") (C2-002.T4), asi que L(¢,P) < I/r < U(¢,P)
(C1-003.T4). Por la unicidad de C2-002.T4, J, ¢ = I/r.

7. Casor < 0. Aesestrictamente decreciente (C1-003.T4) ylleva [a, b] sobre [a, §] := [rb+s,ra+s];
P’ (escrita en orden creciente) es particion de [a, ], el subintervalo [t;_1, t;] vaa [A(t;), A(ti—1)]

con longitud |r|At;, y los pasos 3-6 dan, con |r| = —r:

J.b 1 ra+sf 1( fra+sf) lfrb+sf
(p:— = — —_ —_—
a |T| rb+s r rb+s T Jra+s

(C2-004.D1). W

A Por qué hace falta T2 ademas de T1

C2-015.T1 pide f continua en un intervalo abierto que contengalos valores de g. Para el area del
circulo el integrando es V1 — x?2, que no esta definido fuera de [—1, 1]: no es continuo en ningin

intervalo abierto que contenga a [—1, 1]. C2-015.T2 no pide continuidad y se aplica directo.

Corolario C2-015.C1 (simetria y periodicidad)

. . : a . a a, ..
Sean a > 0y f integrable en [—a,a]: si f esimpar, [_ f = O;siespar, [ f = 2, f.Si
f + R = Res periddica de periodo T > 0 e integrable en [0, T], es integrable en todo intervalo

cerrado y f;”f = fOTf para todo ¢ € R.

Demostracién.
1. f esintegrable en [—a, 0] y en [0, a] (C2-004.C1). Por C2-015.T2 conr = —1,5s = 0 en [0, a]:

[[rena=-["r= 0f

2. Si f esimpar, f(—t) = —f(t) y el lado izquierdo es — foaf (C2-004.T2); por la aditividad (C2-
a a a

004T1), [_ f=—f, f+ [, f=0.

3. Si f es par, el lado izquierdo es foa iy f_aaf =2 foa f.

4. Periodicidad. De f(t+T) = f(t) ylainduccién (C1-005.T1), f(t + kT) = f(t) parak € Z.Por C2-
015.T2conr =1,s = —kTen [kT,(k+1)T]:t = f(t—kT) = f(t) esintegrableen [kT, (k+1)T]

(k+1)T T

Ve =k 1

5. Todo intervalo cerrado [c, d] esta contenido en un [mT,nT] con m < n enteros (C1-007.T2),
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donde f es integrable por la aditividad (C2-004.T1, varias veces); por C2-004.C1, lo es en [c, d].
6. Seak :=|c/T|,asique kT <c < (k+ 1)T <c+ T (C1-007.T2). Por C2-004.C1,

c+T (k+1)T c+T
[T
c c (k+1)T

7. Por C2-015.T2 conr = 1,s = T: kaTf(t +T)dt = f(j;TDT f,y f(t+T) = f(t);sic =kT ambos

lados son 0 (C2-004.D1). Asi el segundo sumando es kaT f.

8. Sumando (C2-004.C1), [T f = [&*T £ = [T f (paso 4).

Ejemplo C2-015.E1 (area del circulo y de la elipse)
Parar > 0: f_rr\/rz —x2dx =nr?/2;paraa,b > 0: f_aa b\1—x2/a?dx = mab/2.

1. Parau € [0,1] yr > 0, Vr2u = r/u: ambos son > 0 con el mismo cuadrado (C2-014.D1,

C1-005.T9).
2. Con f(x) := Vr? — x? en [—r,r] (continua, luego integrable) y C2-015.T2 con escala r,
s=0en[-1,1]:

r

1 T
1
f \/rz—rztzdtz—f V12 —x2dx.
=il —r

3. Ellado izquierdo es r f_ll V1 —t2dt =rm/2 (paso 1,C2-004.T2, C2-014.D2). Multiplican-
do porr: ffr Vr2 —x2dx = nr? /2.
4. Igual, con escala a: f_aa b\1—x2%/a?dx =a f_11 bV1 —t?dt = mab/2.

-2 -1 0

Figura 15: La semielipse de semiejes a = 2, b = 1 (trazo continuo) y el semicirculo de radio 1 (puntea-

do): cada franja vertical se ensancha al doble y conserva su altura.
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Por qué cada hipotesis

A f continua en un intervalo que contenga los valores de g

! Conf(u) =1/u? g(t) =t,a=—1,b = 1,lacuenta «f_l1 du/u? = [-1/u]l; = —2» da un nu-
| mero negativo para un integrando positivo. El error: 1/u? no es continua (ni acotada) en [—1, 1],

la integral no existe (C2-002.D2), y —1/u no es primitiva en ningin intervalo que contenga a 0.

A g de clase C?!

Con g(x) = x%sen(1/x?), g(0) = 0 (C2-014.E2), f = 1,a = —1, b = 1: el lado izquierdo es
g
=D
pero g’ no es continua: no es C*.

J

1 = 0, pero el derecho, f_11 g', no existe porque g’ no es acotada en [—1, 1]. g es derivable,

___________________________________________________________________________

Ejercicios
1. Calcula fol xV1 —x2 dx.
2. Demuestra que f: sen3 = 4/3. (Sugerencia: sen® = (1 — cos?) sen.)
3. Calcula ff(logx)/x dx.
4. Demuestra que fom cos = 0 usando la periodicidad y la paridad.
5. ¢Por qué no se puede aplicar C2-015.T1 a f_11 V1 —x2dx con g(t) = senten] = (—m/2 —

1,m/2 + 1),y como se arregla?

Respuestas

1.

2.
3.
4.,

gx) =1—x?y f(u) = Vuen (0,0) nosirveenx = 1 (g(1) = 0 & I). Se hace en [0, c] con
c <1 fOC xV1 —x2dx = %(1 — (1 — ¢?)3/%), y se pasa al limite con la continuidad de ¢ - foc
(C2-007.T1): 1/3.

g =cos, f(u) =1—u? fon(l —cos®t)sentdt = — f1_1(1 —u®)du = 4/3.

g =logen (0,), f(u) = u: fol udu =1/2 (C2-012.T3).

cos es par'y 2m-periddica (C2-014.T5). Por C2-015.C1, fozn cos = f_nn cos = 2 f(;T cos = 2(senm —
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sen 0) = 0 (C2-009.C1).
5. f(u) = V1 — u? no es continua en un intervalo abierto que contenga a [—1, 1] (H3). Se arregla

en [—c,c] con ¢ < 1y se pasa al limite, o se usa C2-015.T2 como en C2-015.E1.



C2-016 - Integracion por partes y residuo

de Taylor integral

Motivacion

La calculadora que solo suma y multiplica, otra vez

Tu calculadora solo suma y multiplica, y quieres log 0.2 = log(1 + x) con x = —0.8, usando el
polinomio de Taylor x — x2/2 + x3/3 — ---. La cota de Lagrange, sin saber dénde cae el punto
intermedio, da mas de 380,000 con 10 términos y 9.9 X 1028 con 50. ;Hay que rendirse?

No: el error real con 50 términos es de 107°. La cota era floja. Escribiendo el residuo como una
integral se obtiene otra cota, la de Cauchy, que si tiende a 0.

Doénde falla la analogia: una calculadora real no usa esta serie en x = —0.8 (converge lento);

reduce el argumento primero.

Resultados

Teorema C2-016.T1 (integracion por partes)

Sean J un intervalo abierto, f y g de clase C en ],y a, b € J. Entonces

b b
f fg' = FBgD) — f(@g(@) - f f'g.

Demostracion.

1. fy g son derivables en ], asi que fg tambiény (fg)’' = f'g + fg' (C1-029.T2).

2. f,9,f', g' soncontinuas en (C2-015.D1, C1-028.T1), asi que f'g + f g’ es continua (C1-022.T2).
3. Por Barrow en J (C2-009.C1, en cualquier orden): ff (f'g+fg)=fb)g) — f(a)g(a).

4. Por linealidad (C2-004.T2, con C2-004.D1sib < a), [, fg' = f(B)g(b) — f(@)g(a) — J, f'g. M

122
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Ejemplo C2-016.E1
Parax > 0, fflogtdt =xlogx —x + 1; parax € R, f(jc tetdt = (x —1)e* + 1; ffnsen2 tdt =
f_ﬂﬂ cos’tdt =m.

1. EnJ = (0,%),con f =logy g(t) = t (C2-011.T1): flx logt-1dt = xlogx—O—flx % tdt =
xlogx — (x — 1) (C2-002.E1).

2. EnR, con f(t) = ty g = exp (C2-012.T1, C2-012.T4): [ tetdt = xe* — 0 — [ et dt =
xe* —(e* - 1).

3. Conf =senyg = —cos (C2-014.T6): f_nn sen? = [—sen cos]” +f cos? = fﬂﬂ cos?,
porque sen(+m) = 0 (C2-014.C1).

4. Por sen® + cos? = 1 (€C2-014.T5) y C2-002.E1, la suma de las dos integrales es 2m; como

son iguales, cada una vale 7.

Teorema C2-016.T2 (residuo en forma integral)

Sean J un intervalo abierto,n € N U {0}, f de clase C"*' en ] y a, x € J. Entonces

RuaG0 = [ £ E0 g

Idea de la demostracion
Induccién sobre n. El caso 0 es Barrow. De n — 1 a n se integra por partes una vez: «sale» exac-

tamente el término nuevo del polinomio de Taylor, y queda la integral con un orden mas.

Demostracién. Por induccién (C1-005.T1) sobre la afirmacion «para toda f de clase C™*! en ] y todos

a,x € J, vale la formula».

1. Cason = 0. Ry,(x) = f(x) — f(a) (C1-038.D1). Como f' es continua en J, Barrow (€C2-009.C1)
daf(x)—f(a)= f;f’, que es la féormula conn = 0 (0! = 1, (x — t)° = 1).
2. Paso. Sean > 1y supongamos la afirmacién paran — 1. Sea f de clase C™*1; en particular es de

clase C™,y

— -1
n14M—ffwaﬁT—%Tm.

3. Seanu := f™ declase C* en ],y v(t) := —(x — t)™*/n!. Por C1-028.T2, C1-030.T1, C1-029.T1y
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nl=n-(n-1)!(C1-005.D2),

n(x —t)" 1 _(x— "1
n!  (n=-1D"

v'(t) =
y v es de clase C! (polinomio, C1-029.C1, C1-022.T2).
4. Por partes (C2-016.T1), conv(x) =0y v(a) = —(x —a)"/n!:

mﬂ4@=wmww—w@ww—jaw
_ M@ - 0

n!

(x t)”

f f(n+1)(t)
5. Por C1-038.D1, P, 4 (x) = Py_1 4(x) + f™(a)(x — a)*/n!, asi que

) _ n x n
Rpa(x) = Ry—y.a(x) — [P () (x—a) f foun) (t)( t) "

n!

Corolario C2-016.C1 (residuo de Cauchy)

Con las hipétesis de C2-016.T2, existe t en el intervalo cerrado de extremos a y x con

FO@ - M@ — @)

n!

Rn,a(x) =

Demostracion. Sea ¢(t) := f ™+ (t)(x — t)"/n!, continua (C1-022.T2).

Six=a,R,4(a) =0ybastat = a.

Sia < x:por el TVM para integrales (C2-006.T2) hay t € [a, x] con f; o =p()(x —a).

Six < a:hayt € [x,a] con fxa Q= (p(t)(a—x),yfzq) = —@(t)(a—x) = ¢(t)(x—a) (C2-004.D1).
En los dos casos, C2-016.T2 da la formula. B

B W N

Corolario C2-016.C2 (Lagrange desde la integral)

Con las mismas hipoétesis existe t en el intervalo cerrado de extremos a y x con

f(n+1) (t) (x _ a)n+1

Rna(x) = n+ 1) ’

es C1-038.T2 bajo la hip6tesis mas fuerte C"*+1,
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Demostracion.

1. —(x — t)"*1/(n + 1)! es primitiva de (x — t)"/n! (como en el paso 3 de T2), asi que por Barrow
JD(x =" /ntdt = (x — @)™ /(n+ 1), yparax < a, [, (t —x)"/nldt = (a — x)"*/(n + DL

2. Sia < x:elpeso g(t) := (x —t)"/n!es continuoy = 0 en [a, x],y f ™™V es continua. Por el TVM
ponderado (C2-006.T4) hay t € [a, x] con

B f(n+1)(t)(x _ a)n+1

Raa@) = 00 [ g e

3.Six < a:enx,a],(x —t)" = (D)™t — x)" con §(t) := (t — x)"/n! = 0. Por C2-004.D1,
C2-004.T2y C2-006.T4, hay t € [x,a] con

a (a _ x)n+1 B f("“)(t)(x _ a)n+1

Rua) = =(-1" [ 00 = (ayrwipeen oo = Lot

4. Six = a,ambos lados son 0. B

Ejemplo C2-016.E2 (Cauchy donde Lagrange no alcanza)
Sean f(t) :=log(1+t)en] = (—1,00) y —1 < x < 0. Con C2-016.C1, [R, o (x)| < |x|™*1/(1 +

x) = 0, asi que
w (_1)k+1xk
log(1 + x) = lim z —
=1 &

1. Por induccién (C1-005.T1, C1-029.C1, C1-030.T1, C2-011.T1), para k > 1: f®(t) =
=Dk — DI/(1 + ) . Asi fesC® en ], f(0) = 0y f®0)/k! = (=1)**1/k, de
modo que P, o(x) = Yo, (—1)**1x* /k (C1-038.D1).

2. Por C2-016.C1 hay t € [x, 0] con

n! [x — ¢ x| [x] (t—x)n

R - : _
Rno (O] = gyt nl T+e\1+¢

(C1-004.T2;t —x=>0y1+t=>1+x>0).

3. t—x)/(1+1t) < |x|] = —x:equivaleat — x < —x — xt, es decir, t(1 + x) < 0, cierto
porquet <0y 1+ x> 0(C1-003.T4, C1-003.T7).

4. Asi |Ryo(x)| < |x[™/(1 +¢) < |x|™/(1 + x),y como |x| < 1, |x|™** - 0 (C1-014.T3);
por el sandwich (C1-014.T1, C1-013.T2), R, o (x) — 0.
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A Por qué Lagrange no alcanza

La cota de Lagrange en el mismo ejemplo es |x|**1/((n + 1)(1 + t)™*1) con t desconocido en
[x,0]. En el peor caso, t cerca de x, es casi (|x|/(1+x))"*1/(n+1);six < —1/2, |x|/(1+x) > 1
y la cota crece sin limite. Con x = —0.8 y n = 10, vale 4! /11 ~ 381,300. Cauchy gana porque

el factor (x — t)™ se encoge justo donde 1/(1 + t)™*? crece.

e  errorreal
cota de Cauchy 0.8""!/0.2

LY
L
LY
....
[ ]

0 10 20 30 40 50

Figura 16: El error real de stn(—l)k“x"/k frente a log(1 + x) en x = —0.8 (puntos) y la cota de

Cauchy 0.8"*1/0.2 (linea), en escala logaritmica.

Por qué cada hipotesis

A Un intervalo que contengaaayax

f@)=1/t,a=1,x=-1,n=0:Ry,1(—1) = f(—1) — f(1) = =2, pero fl_l f' no existe (entre

—1y1estdel 0, fuera del dominio,y f' = —1/t? no es acotada).

A Clase C"*1

n=0,f(t) =t*sen(1/t?),f(0) = 0(C2-014.E2),a=-1L,x=1:Ry (1) =f(1)—f(-1)=0 |
existe, pero f_ll f' no, porque f' no es acotada. f es derivable pero no C?. |
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Ejercicios

Calcula fon tsentdt.
Calcula ff (logt)? dt.
Demuestra que, parax > 0, e* — (1 + x + x?/2) < x3e*/6, usando el residuo integral.

Con C2-016.E2, ;cuantos términos garantizan error < 1073 paralog 0.5 (x = —0.5)?

;i o W

Integra por partes dos veces para calcular fon etsentdt.

Respuestas
1. f=t,g=—cos:[—tcost]] + f: cos = T.
2. f=(logt)l,g=t:e—2 ff logtdt =e—2(e—e+ 1) =e—2(C2-016.E1).
3. Ryp(x) = [ ef(x —t)?/2dt < e* [ (x — £)?/2 dt = e*x3/6 (C2-004.T3, e < e*).
4. 0.5"1/0.5 =0.5" <107 3sin > 10.
5. Con| := fon etsentdt: partescon f =sen,g =e‘dal = — fon et costdt,y otravezcon f = cos

daf:etcostdt:—e"—1+I.AsiI=e”+1—IeI=(e"+1)/2.



C2-017 - Fracciones parciales

Motivacion

El mueble en piezas estandar

Un mueble llega en una caja con piezas de pocos tipos estdndar y un instructivo. Sabes atornillar
cada pieza; el instructivo garantiza que el mueble se arma solo con ellas.

Con las funciones racionales pasa lo mismo. 1/(x? — 1) no se integra con sustitucién ni con

partes de forma directa, pero se desarma:

1 1, 1 1
xz——lzi(x—l _x+1)’
y cada pieza tiene primitiva conocida. El «instructivo» es el teorema de descomposicién C2-
017.T7.
Doénde falla la analogia: el instructivo supone que ya sabes qué piezas trae la caja, es decir, la
factorizacién del denominador. En general encontrarla exige raices de polinomios que no siem-

pre se escriben explicitamente; que siempre exista es el teorema fundamental del algebra (C2-

017.T6 A), que aqui solo se enuncia.

El capitulo empieza con el dlgebra de polinomios que el método necesita (Calculo I solo tiene C1-010.D2

y C1-020.T4), y termina con el método.

Algebra de polinomios

Definicion C2-017.D1 (algebra de polinomios)

Por C1-020.T4, un polinomio (C1-010.D2) determina sus coeficientes y se identifica con ellos.
Suma y producto: sip = Ya;x'yq = ¥ bjxj, p + q tiene coeficientes a; + by, y pq tiene co-
eficientes ¢, = X, ;— a;b;; son los coeficientes de la suma y del producto de las funciones, asi

que evaluar respeta sumas y productos: (p + q)(c) = p(c) + q(c) y (pq)(c) = p(c)q(c) para

128



Calculo integral 129

todo ¢ € R. grp es su grado; p es monico si su coeficiente principal es 1. d divide ap (d | p)
si p = dq para algin polinomio g. p con grp = 1 es irreducible si sus Unicos divisores son las
constantes no nulas ylos ¢ - p (¢ # 0). p y g son coprimos si sus Unicos divisores comunes son

las constantes no nulas.

Laférmula de ¢, eslo que se obtiene al multiplicar las funciones y agrupar potencias de x (asociatividad,
conmutatividad y distributividad: K1, K2, K5, K6, K9, con C1-005.T12). Por eso evaluar en c respeta

sumas y productos, y el teorema del factor (C2-017.C1) puede evaluar q - (x — ¢) como g(c) - 0.

Teorema C2-017.T1 (grado del producto)

Sip,q # 0, entoncespq # 0ygr(pq) = grp +grq; sipq = pryp # 0, entonces q = r; si
p+q#0,gr(p +q) < max(grp,grq).

Demostracién. Sean m = grp, n = gr q, con coeficientes principales a,,, b,, # 0.

1. Sik > m + n, cada término a;b; coni + j = k tiene i > m o j > n, luego vale 0: ¢, = 0.

2. Cman = Amby (el Unico término coni < m,j < n),y a,b, # 0 (C1-002.T5). Asipg # Oy
gr(pq) = m+n.

3. Si pq = pr, entonces p(q —r) = 0 (distributividad, K-axiomas); si ¢ — r # 0, el paso 2 daria
p(q—71) # 0.Luegoq =r.

4. Los coeficientes de p + g de indice > max(m,n) son 0+ 0. H

Teorema C2-017.T2 (divisiéon con residuo)

Si p y d son polinomios y d # 0, existen Uinicos polinomiosqyrconp = qd+ry(r =00

grr < grd).

Demostracion. Sean = grd con coeficiente principal b,, # 0.

1. Existencia. Sip = 0o0grp <mn,sirvenq =0,r = p.

2. Supongamos que hay polinomios p con grp = n para los que no existen g, r. Por el buen orden
(C1-005.T3, aplicado a {grp + 1}), hay uno, p, de grado minimo m = n, con coeficiente principal
A

3. p1 :=p — (ay/by)x™ ™d tiene el coeficiente de x™ igual a 0, asi que p; = 0 o grp; < m (C2-
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017.T1). Por la minimalidad (o porelpaso 1),p; = gq;d +rconr =0o0grr <n.

4. Entonces p = (q; + (a;,/by)x™ ™)d + r, contradiccion. Asi g, r existen siempre.

5. Unicidad. Si qd +r = q'd + r', entonces (q — q')d = r' —r.Siq # q’, el lado izquierdo tiene
grado > n (C2-017.T1) y el derecho es 0 o tiene grado < n: imposible. Luegog =q'yr=r".1

Corolario C2-017.C1 (teorema del factor)

p(c) =0 < (x —c) | p. Un polinomio de grado n > 1 tiene a lo mas n raices.

Demostracion.

1. Por C2-017.T2,p = q - (x — c¢) + r con r constante (r = 0 o grr < 1). Evaluando en ¢, p(c) =
q(c)-0+r=r.

2. Sip(c) =0,entoncesr =0y (x —c) | p.Sip = (x —c)q,p(c) =0-q(c) =0.

3. Raices. Por induccidén sobre n (C1-005.T1). Sin = 1,p = ax + b con a # 0 tiene la Unica raiz
—b/a.Sigrp =n+ 1yptieneunaraizc,p = (x —c)q congrq = n (C2-017.T1).Sic’" # ces
raiz, 0 = (¢’ — ¢)q(c") da q(c") = 0 (C1-002.T5); q tiene a lo mas n raices, asi que p tiene a lo
masn+ 1.1

Teorema C2-017.T3 (Bézout)

Sip,q # 0 son coprimos, existen polinomios Ay B con Ap + Bq = 1.

Demostracion.

1. El conjunto § := {Ap + Bq # 0 : A, B polinomios} no es vacio (p € §). Por el buen orden
(C1-005.T3, sobre los grados +1), hay D = Ayp + Byq € S de grado minimo.

2. Por C2-017.T2,p = sD +rconr = 0ogrr < grD.Comor = (1 —sAy)p + (—sBy)q,sir #0
estaria en § con grado menor: absurdo. Luegor =0y D | p.Igual, D | q.

3. py g son coprimos, asi que D es una constante ¢ # 0,y (4q/c)p + (Bg/c)g=1.1

Teorema C2-017.T4 (lema de Euclides)

Sip esirreducibley p | fg, entoncesp | f op | g. En consecuencia, sip | f; - fm, p divide a
algun f;.
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Demostracion.

1. Supongamos p t f. Un divisor comun D de py f divide a p, luego es una constante nonulaoc - p
(C2-017.D1); sifuerac-p,p = ¢~ (cp) dividiriaa f. Asi p y f son coprimos (f # 0 porquep 1 f).
2. Por Bézout (C2-017.T3),Ap + Bf = 1,y g = Apg + B(fg). p divide a ambos sumandos, luego

plg.
3. Por induccién sobre m (C1-005.T1):sip | (f1 *** fin)fm+1, €l caso de dos factoresdap | f; == f, O

Pl fmer- M

Teorema C2-017.T9 (divisor irreducible)

Todo polinomio p con grp = 1 tiene un divisor irreducible.

Demostracion.

1. Los divisores de p de grado = 1 forman un conjunto no vacio (contiene a p). Por el buen orden
(C1-005.T3), hay uno, D, de grado minimo.

2. SeaE | D,D =EF.EntoncesE |p (p =DG =E(FG)),E #0ygrE +grF =grD (C2-017.T1).

3. SigrE =0, E es constante no nula. Si gr E > 1, por la minimalidad grE > gr D, asi quegr F = 0,
F=c#0yE=c"1D.

4. AsilosUnicos divisores de D son constantes no nulas y multiplos constantes de D: D esirreducible.
|

Teorema C2-017.T5 (factores irreducibles)

(a) Todo x — a es irreducible, y x? + bx + d con b? < 4d es irreducible. (b) Sean Q; ménico
irreducible, m € Ny Ry, ..., R polinomios no nulos. Si Q; es coprimo con cada R;, Q* es
coprimo con R; - Rg. En particular, si Q; # Q, son mdnicos irreduciblesy m,n € N, Q" y

Q% son coprimos.

Demostracion.

1. (a),grado 1.Six —a = EF,grE +grF =1(C2-017.T1): o E es constante, o F es constante ¢ # 0
yE =cY(x - a).

2. (a),grado 2. x* + bx +d = (x + b/2)?> + (d — b?/4),cond — b?/4 > 0; asi x?> + bx + d > 0 para
todo x (C1-003.T5, C1-003.T9) y no tiene raices. Si tuviera un divisor E de grado 1, E = e(x — ¢)
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y (x — ¢) lo dividiria, con raiz ¢ (C2-017.C1): imposible. Los divisores de grado 0 son constantes

no nulas y los de grado 2 son ¢ - (x? + bx + d) (paso 3 de T9).

3. (b). Sea D un divisor comin de Qi* y R; -- Rg; D # 0.Sigr D > 1, D tiene un divisor irreducible P

(C2-017.T9).

4. P| Q7" asique P | Q; (C2-017.T4); como Q, es irreducibley grP > 1,P = ¢ Q, con ¢ # 0.

5. P| Ry -+ Ry, asique P | Rj paraalgin j (C2-017.T4),y Q1 = c7ip| R;: Q, serfa un divisor comtn

no constante de Q; y R;, contra la hipdtesis. Luego gr D = 0.

6. En particular. Si Q; # Q, son moénicos irreducibles, un divisor comuin E no constante cumpliria

E = cQ,; = c'Q,; comparando coeficientes principales, ¢ = ¢’y Q; = Q, (C2-017.T1). Asi Q; y

Q, son coprimos, y (b) con R; = - = R,, = Q, da que Q" y Q% son coprimos. B

Teorema C2-017.T6 A (factorizacion real, enunciado)

mg

Todo polinomio Q con grQ > 1 se escribe Q = ¢ - Q7 * -+ k conc #0,m; € NyQy,...,0Q

moénicos irreducibles distintos, cada uno de la forma x — a 0 x? + bx + d con b? < 4d.

A Por qué se marca

Quetodoirreducible real tenga grado < 2 equivale al teorema fundamental del dlgebra (nimeros

complejos; se demuestra en Variable Compleja). Solo garantiza que la hipotesis de C2-017.T7

siempre puede cumplirse: T7 y todos los ejemplos dan la factorizacién explicita y no usan T6.

El método

Teorema C2-017.T7 (descomposicion en fracciones parciales)

Sean P, Q polinomios con Q # 0y grP < grQ (oP = 0),yQ = c- Q"

Qc¥conc # 0y

Q1, ..., Qx monicos irreducibles distintos. Existen polinomios 4;;, cada uno 0 o de grado < gr Q;,

con

SigrP > grQ, antes se divide (C2-017.T2).

en{x : Q(x) # 0}.
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Idea de la demostracion
Bézout separa factores coprimos; la division con residuo reparte cada potencia en «pisos»; la

induccion hace el resto.

Demostracién. Todas las igualdades que siguen son de polinomios, divididas entre valores no nulos de

Q.

1. Separar dos factores coprimos. Sea Q = Q'Q" con Q',Q" coprimos y grP < gr Q. Por Bézout
(C2-017.13), AQ' + BQ" = 1, y multiplicando por P/Q:

P_PB P4
Q QI Q”'
2. Por C2-017.T2,PB =sQ"+P' conP' =0o0grP' <grQ'.ConP" := PA+sQ":
P B PI + PII
Q Qr Qﬂ'

3. Multiplicando por Q: P"Q" = P — P'Q". Ellado derecho es 0 o tiene grado < grQ = grQ’ +grQ”
(C2-017.T1); asi P" =00grP” < grQ".

4. Una potencia. Si gr P < mgr Q4, existen Ay, ..., A, (cada uno 0 o de grado < grQ;) con P/Q" =
Z;-n:l Aj/Q{. Por induccién sobre m (C1-005.T1):sim = 1,4; = P.Sim = 2,P = sQ; + A,
(C2-017.T2) con 4,, = 00 gra,, <grQ;,yP/QM™ = A4,,/Q0" +5/Q" 1;sis +# 0,grs + grQ; <
max(grP,grA,,) <mgrQq,asiquegrs < (m—1)gr(Q, y se aplica la hip6tesis de induccién a s.

5. Todos los factores. Por induccion sobre k.Sik = 1, es el paso 4 con P/c.Sik = 2,sean Q' := QInl
y Q" := cQy"? - Q,*; son coprimos por C2-017.T5 b (Q; es coprimo con cada Q;, i > 2,y las
constantes no agregan divisores). Los pasos 1-3 separan P/Q; el paso 4 descompone P'/Q’,y la

hipétesis de induccién, P”/Q". R

Teorema C2-017.T8 (primitivas de las fracciones simples)

Sean a € Ry j € N. En cada intervalo abierto que no contiene a a, log |x — a| es primitiva de
1/(x—a)y (x—a)* 7 /(1—j)loesde (x—a)/sij = 2.Sib? < 4dyx?+bx+d = (x+b/2)* +y?
cony > 0:log(x? + bx + d) es primitivade (2x + b)/(x? + bx + d),y (x> + bx + d)* /(1 - ))
de (2x + b)/(x? + bx + d)’ sij = 2; (1/y)arctan((x + b/2)/y) lo es de 1/(x? + bx + d); y
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L) = fou ds/(s? +y?%)/ cumple

I = “ Ny
1) = g raa 7y T T v

Por lo tanto, si cada Q; es de la forma x — a 0 x2 + bx + d con b? < 4d, cada Al-j/Ql-j de C2-
017.T7 tiene una primitiva explicita: si Q; = x% + bx + d y Aijj = ax + f,se separa ax + f§ =
%(Zx +b)+ (B — az—b), y el segundo sumando se llevaa l; cons = x + b/2.

Demostracion.

1. log|x — a|: por C2-012.T7 con f(x) = x — a, su derivada es 1/(x — a). (x — a)*~/ /(1 — j): por
C1-029.C1 y la cadena (C1-030.T1), su derivada es (x — a) /.

2.y :=+Jd—b2/4 > 0(C2-014.D1), y x2 + bx +d = (x + b/2)> + y% > 0.Por C2-011.T1 yla
cadena, (log(x? + bx + d))’ = (2x + b)/(x? + bx + d); por C1-029.C1 y la cadena, ((x? + bx +
A /A =) = QRx+b)/(x? + bx + d).

3. Por C2-014.T11 y la cadena:

(1 x+b/2)’=% 1 1 1

y aretan T+ +b/2DE Y bRy

4. Reduccién. Por partes (C2-016.T1) con f(s) = (s> +y?) Ty g(s) = s:

SZ

u
100 = Gy ), G s

5. Cons? = (s? +y?%) —y? ylinealidad (C2-004.T2): [;(w) = u/(u?® +y?)’ + 2jI;(w) — 2jy 2111 ().
Despejando, se obtiene la férmula.

6. Explicita. Para Q; = x — a, A;; es una constante y basta el paso 1. Para Q; = x%+bx +d, Aj; =
ax+f = %(2x+b)+(,8—ab/2); laprimera parte, por el paso 2. Parala segunda, x = [;(x+b/2) es
primitiva de 1/((x +b/2)? +y?)’ (€2-008.C2, C1-030.T1), con I; (u) = (1/y) arctan(u/y) (paso
3, C2-009.C1) y I; explicita por la reduccion e induccion (C1-005.T1). B

Corolario C2-017.C2 A (por depender de C2-017.T6)

Toda funcién racional P/Q tiene, en cada intervalo abierto donde Q # 0, una primitiva escrita

con funciones racionales, log y arctan.
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Demostracién (condicionada a C2-017.T6). SigrP = grQ,P = sQ +r (C2-017.T2)y P/Q = s+ r/Q;
s es un polinomio, con primitiva polinomial (C2-009.E1). Por C2-017.T6 A, Q tiene una factorizacion

como la que pide C2-017.T7; T7 descompone r/Q,y C2-017.T8 da una primitiva de cada pieza. &

Ejemplo C2-017.E1
Jy dx/(x* = 1) = 210g(3/2) y J; dx/(x(x* + 1)) = >log2 — % log5.

1. x2—1 = (x — 1)(x + 1), factores ménicos irreducibles distintos (C2-017.T5 a). Buscamos
ABconl = A(x+1)+B(x—1):enx = 1,A = 1/2;enx = —1,B = —1/2 (C1-
020.T4 garantiza que, una vez igualados coeficientes, la igualdad vale para todo x; aqui
basta comprobar %(x +1) - %(x -1)=1).

2. En (1, ©), por C2-017.T8 y Barrow (C2-009.C1, C2-004.T2):

> dx Iy, x—193 1 1 1, 1 3
| =7 = 3le ], = 5 (e 5 ~tog ) = 51oe;
(C2-011.C1).
3. x(x2+ 1):xyx?+1(b=0,d =1,b? = 0 < 4) son ménicos irreducibles distintos. Con
1=A?*+1)+(Bx+C)x:A=1,B = —1,C = 0; comprobacién: (x2 + 1) —x? = 1.
4. En (0, 0), logx — %log(x2 + 1) es primitiva (C2-017.T8), y

fz D log2— Slog5+ ~log2 = Slog2 — ~log5
L x(xZ+ 1) OBST 080T 5 l0BL = 5084 T 5 08

Por qué cada hipotesis

A Primero dividir sigr P > gr Q

x%2/(x?> —1) # A/(x — 1) + B/(x + 1) para cualesquiera 4, B: al sumar, el numerador es A(x +
1) + B(x — 1), de grado < 1, y no puede ser x? (C1-020.T4). Primero se divide: x?/(x? — 1) =
1+ 1/(x%—1).

A Factores realmente irreducibles

! x?—1noesirreducible (h?> = 0 > —4 = 4d): tratarlo como una sola pieza (ax + 8)/(x?> — 1) no

estd mal, pero no lleva a una primitiva con arctan (C2-017.T8 pide b? < 4d); hay que factorizarlo.
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_______________________________________________________________________________

Para 1/(x?(x + 1)) hacen falta las piezas A; /x y A,/x?: con solo A/x + B/(x + 1) el numerador
A(x + 1) + Bx tiene grado < 1y el denominador comun serfa x(x + 1), no x2(x + 1). La forma
correctaes 1/(x?(x + 1)) = —1/x + 1/x? + 1/(x + 1).

Ejercicios

3x+1
x—Dx+2)
Calcula fol dx/(x? +x + 1).

Demuestra que si p tiene grado n y se anula en n + 1 puntos distintos, entonces p = 0.

1. Descompoén y calcula su integral en [2, 3].

Usa la formula de reduccién para calcular fol dx/(x? + 1)2.

Demuestra que x* + 1 = (x% + v2x + 1)(x? — v2x + 1) y que los dos factores son irreducibles.

ook W N

Respuestas

A3 4 53, 4 2 los 2

1. 1t integral 3 log 2 -|1- 3 log 7
2 2x+1 2 n

2.y =+/3/2: ﬁ[arctan T]O = ﬁ(n/S —m/6) = P (con tan(mr/3) = V3 y tan(/6) = 1/v3,

del ejercicio 2 de C2-014).
3. Sip # 0, tendria a lo mas n raices (C2-017.C1).

P 1. -t 41 -1,z

4. y=1j=15L1)= S+ L) =+
5. Multiplica: (x? + 1) — 2x2 = x* + 1. Cada factor tiene b? = 2 < 4 = 4d (C2-017.T5 a).



C2-018 - Integracion numérica

Motivacion

La calculadora y log 2

Tu calculadora solo suma, resta, multiplica y divide, y quiereslog 2 = flz dx/x conseis decimales.
Puedes evaluar 1/x en tantos puntos como quieras. ;Cudntos hacen falta para garantizar un
error menor que 1076?

Con trapecios bastan 409 subintervalos; con arcos de pardbola (Simpson), 20. Lo importante no
es el niumero sino que se sabe antes de calcular, gracias a una cota del error.

Dénde falla la analogia: la cota es un peor caso, no el error real (con cuatro trapecios el error
real es un tercio de la cota); y una calculadora real redondea, asi que con n enorme el redondeo

acumulado pesa.

1.0 -\

\ -

1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 17: Cuatro trapecios bajo 1/x en [1, 2]: como la curva es convexa, el trapecio queda por arriba.

137
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Definiciones

Definiciéon C2-018.D1 (trapecio y Simpson)

Seana < b,f :[a,b] > R,n€N,h:=(b—a)/nyx; :=a+ ih. Regla del trapecio:

O | ) 4+ ftop) + 152

Ta(f) = h|

Sin es par, regla de Simpson:

h
Sp(f) = §[f(x0) +4f (x1) + 2f (x2) + 4f (x3) + =+ + 2f (Xn—2) + 4f (Xn-1) + f(xn)].

n h
i=175

Reagrupando (C1-005.T12): T,(f) = X

Sh(f) = Z?:/f %(f(xZi_z) +4f(xi_1) + f(xZi)), una suma sobre pares de subintervalos.

(f(xi_l) + f(xi)), la suma de las areas de los trapecios; y

Resultados

Teorema C2-018.T1 (integrar una cota)

Seanh > 0,k € NU {0}, C = 0y de clase C* en un intervalo abierto que contiene a [0, h], con
Y(0) =0y |y’ (t)] < Ct* parat € [0, h]. Entonces [(t)| < Ctk*1/(k + 1) parat € [0, h].

Demostracion.

1. Sit = 0, ambos lados son 0.Sea t € (0, h].
2. Y’ es continua, asi que por Barrow (€2-009.C1), y(t) = ¥ (t) — ¥ (0) = fot Y.
3. Por C2-004.T4 y la monotonia (C2-004.T3):

Ctk+1
k+1

t t
o) sjo '] sjo Csk ds =

(C2-009.E1). M
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Teorema C2-018.T2 (error del trapecio)

Sean a < b, f de clase C? en un intervalo abierto /] D [a,b]y M, := max(qp) |f”|. Para todo
n € N:
b 3
M, (b — a)
—T < £ 7
|fa f=Th)| < 5

Idea de la demostracion
En cada subintervalo, el error como funcién del ancho t se anula con su derivadaent = 0,y su

segunda derivada est acotada por (M, /2)t. Integrar la cota dos veces da M,h3/12.

Demostracion.

1. |f"| es continua en [a, b] (C1-022.T3), asi que M, existe (C1-024.T2).

2. Sean h := (b —a)/nya := x;_,. Como J es un intervalo abierto que contiene a [a, b], hay § > 0
confa—46,b+ 6] cJ(C1-004.D2); parat € (—6,h+6),a+t €.

3. Sea, para esos t,

a+t

0® = [ f-3(r@+fa+0)

4. Por el primer TFC (C2-008.C2) y 1a cadena (C1-030.T1), t = fg” f tiene derivada f (a + t). Con
el producto (C1-029.T2) y C1-029.T1:

fla+t) —(F@+ fla+ ) = 5f (a+1)
= 2(fla+t) - f(@) - <f'@+1),

O"() = sf'(@+t) = Sf'(@+t) = Zf"(a+t) = = f"(a+1).

@'(t)

5. ¢(0) = 0 (C2-004.D1) y ¢'(0) = 0. ¢" es continua (C2-015.D1, C1-022.T2), asi que ¢ y ¢’ son
de clase C1. Parat € [0,h], |@"(t)| < (M,/2)t (C1-004.T2).

6. C2-018Tlconyp = @',k = 1,C = My/2: |@'(t)| < Myt?/4.ConyY = @, k = 2,C = M,/4:
lo(h)| < Myh3/12.

7. o(h) = f;ll_l f- %(f(xi_l) + f(x;)); sumando sobre i (C2-004.C1, C1-005.T12), f: f—T.,(f) =
Yicy pi(h).
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8. Por la desigualdad del tridngulo (C2-001.T1),

b 3 3
Myh®  My(b — a)
—_ < . =
|| r-mn] =n =5 = =00

Teorema C2-018.T3 (error de Simpson)

Sean a < b, n par, f de clase C* en un intervalo abierto /] 2 [a,b] y My := max(qp |f ]
Entonces
b 5
My(b —a)
-S <3
[ = 500] = g

Demostracion.

1. M, existe (C1-022.T3, C1-024.T2). Sean h := (b — a)/ny m := x5;_4, €l punto medio de
[%2i_2,%2;] = [m — h,m + h]. Como en T2, ¢ esta definida para t en un intervalo abierto que
contiene a [0, h]:

m+t

t
0© = [ f=5(FGn -0+ 4£Gm) + fom+ D)
-t
2. Por C2-008.C2, la cadena, C1-029.T1 y C1-029.T2:

9'() = (fm+D) +fm—10) = f(m) — (f' (m+t) — f' (m— 1),
0"(0) =3 (f'm+ 1) = f'(m—0) = =(f"(m+1) + f"(m - 1)),
9" (&) = —5(f"(m+ )~ f"(m~1)).

3. 9(0) = ¢'(0) = ¢"(0) =0,y ¢" es continua (C2-015.D1), asi que ¢, ¢’ y ¢"” son de clase C*.

4. Parat € (0, h],el TVM (C1-033.T1) para f” en [m—t,m+t] da f" (m+t)—f" (m—t) = f®(c)-2t,
asi que |@" (t)| < §M4t2 (C1-004.T2); en t = 0 también.

5. C2-018.T1 tres veces: |@" (t)| < §M4t3; lo' ()] < 1—18M4t4; lp(h)| < %M4h5.

6. p(h) = foi f— %(f(le-_z) + 4f (x3;_1) + f(x2;)); sumando sobre los n/2 pares (C2-004.C1,

X2i-2

C1-005.T12) y con la desigualdad del triangulo (C2-001.T1):

b 5 5
n Muh My(b —a)
— < — . =
U;; f=50)= 2 90 180n*
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Ejemplo C2-018.E1
Para log2 = ff dx/x: M, = 2y M, = 24 en [1,2]; el trapecio garantiza error < 107° con
n = 409 y Simpson con n = 20.

1. f(x) = 1/x es de clase C® en ] = (0,) (C2-015.D1, C1-029.C1), con f"(x) = 2/x3y
f®(x) = 24/x5; en [1,2] son positivas y decrecientes (C1-003.T7), asi que M, = 2y
M, = 24.

2. Trapecio: 2/(12n%) < 107® © n? > 10°/6 ~ 166,666.7. Como 4082 = 166,464 y
4092 = 167,281, bastan = 409.

3. Simpson: 24/(180n*) < 107¢ < n* > 133,333.3.Como 18* = 104,976y 20* = 160,000,
el primer par que basta esn = 20.

4. Conn = 4:T, = 0.697024 (error real = 0.00388 < 0.0104) y S, = 0.693254 (error real
~ 1.07 X 107 < 5.2 X 107%); log 2 =~ 0.693147.

Por qué cada hipotesis

A Clase C? (0 C*) en un abierto que contenga a [a, b]

Con f(x) =+xen|[0,1], f"(x) = —x~3/?2 /4 no es acotada cerca de 0: no hay M, y la cota no dice
nada. De hecho, el error del trapecio para v/x decae mas lento que 1/n? (numéricamente, como

n—3/2).

A Duplicarn

. Duplicar n divide la cota del trapecio entre 4 (no entre 2) y la de Simpson entre 16. El error real
. se comportaigual en log 2: T, tiene error = 0.003877 y Tg, = 0.000975.

A Simpson es exacto para cubicas

Si f es un polinomio de grado < 3, f® = 0, M, = 0y S,(f) = f;f exactamente: aunque

Simpson interpola parabolas, también acierta con cuibicas.
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Ejercicios

1. Calcula T, y S, para fol x? dx y compara con 1/3.

2. ;Qué n garantiza, con el trapecio, error < 10™* para fol e~ dx? (Usa|f"| <2en]0,1].)

3. Demuestraquesif” > 0en [a, b] (con f de clase C? en un abierto que contiene a [a, b]), entonces
To(F) 2 [} f.

4. Demuestra que Sy, (f) = Hem () "Tm ()

3

Respuestas

1 Ty =3[0+2- 7 +1]- 5 =3/8;5, = 2[0+ 4 7 + 1] = 1/3: exacto (ctibica).

2. 2/(12n%) < 107*:n% > 1666.7,n = 41. (f" = (4x2 —2)e "y |f"| < 2.)

3. En la prueba de T2, 9" = —(t/2)f"(a +t) < 0; con ¢'(0) = 0, 9" < 0 (C1-034.T2), y con
@(0) =0, @(h) < 0 en cada subintervalo.

4. Conh = (b—a)/(2m), T,, usa paso 2h; compara coeficientes: en x,,, interiores, (4-h—2h)/3 =
2h/3; en Ximpar, 4h/3; en los extremos, (4h/2 — h) /3 = h/3.



C2-019 - Areas, también en polares

Motivacion

El aspersor del jardin

Un aspersor gira y su alcance depende del angulo: en la direccién 6 moja hasta p(6) = 1+ cos 8
metros (2 m hacia el este, nada hacia el oeste). ;Cuantos metros cuadrados riega?

Si se divide la vuelta en rebanadas delgadas de angulo A@, cada una es casi un sector de circulo
de radio p(8;), con area %p(@i)ZAH (C2-014: el sector de radio 1 y dngulo 6 tiene area 6/2). La
suma es una suma de Riemann de %pz, y el 4rea regada resulta 37/2 ~ 4.71 m?.

Dénde falla la analogia: un aspersor real moja de forma irregular; y aqui el area en polares es

una definicién motivada por esta cuenta, no un teorema.

Desde C2-001 se dice que la integral «es un area». En este capitulo esa frase se vuelve una definicion, y

se comprueba que es coherente donde ya teniamos un area: rectangulos, discos, sectores.

A def: area por definicion

«Area» de unaregion general del plano es un concepto que este curso no define (contenido de Jor-

y entre si en general, se demuestra en Calculo IV. Lo que si se demuestra aqui: las propiedades

basicas y la coherencia en sectores.

]
I
1
:
1
dan, Calculo V). Aqui se definen dos casos por una integral; que coincidan con la teoria general,
]
1
]
1
1
1

143
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Definiciones

Definicion C2-019.D1 A def (area entre graficas)

Seana < by f, g continuasen [a,b]con f < g.Elareade{(x,y):a<x<b, f(x) <y < g(x)}
se define como f: (g -1).

La integral existe: g — f es continua (C1-022.T2), luego integrable (C2-003.T1).

Definicion C2-019.D2 A def (area en polares)

Seana < fconf—a < 2nyp:[a, B] = [0, ) continua. El area de laregién {(r cos 8, sen 0) :
a <6 <pB, 0<r<p(8)}sedefine como %ff p2.

p(0:)

Figura 18: La cardioide p = 1 + cos 8 y un sector delgado de radio p(6;): su area es casi %p(@i)ZAB.
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Resultados

Teorema C2-019.T1

El 4rea de C2-019.D1 es > 0; es aditiva al partir [a, b] en a < ¢ < b; el rectangulo [a, b] X [c, d]
(c < d) tiene area (b — a)(d — c¢); y para f, g continuas cualesquiera, la region entre min(f, g)

y max(f, g) tiene 4rea f; lg = £l

Demostracion.

1. g—f = 0,asique [ (g — f) = 0 (C2-004.T3).

2. Porla aditividad (C2-004.T1), f: (g-1f) = fac(g -+ be (g — f): el area de la region es la suma
de las areas de sus partes sobre [a, c] y [c, b].

3. Elrectangulo eslaregionentre f = cy g = d: suareaes ff (d—c)=(d—-c)(b—a) (C2-002.E1).

4. Para f, g continuas, max(f, g) = %(f +g+|f—g)ymn(f,g) = %(f +g—|f —gl) (por casos,
C1-004.D1); son continuas porque | - | lo es (C1-004.T5) y por C1-022.T2, C1-022.T3. Ademas
min < maxy max—min = |f — g| = |g — f| (C1-004.T1). Por D1, el 4rea es ff lg—f|-1

Ejemplo C2-019.E1
El dreaentrey = x2 ey = x en [0,1] es 1/6; el disco de radio r tiene 4area mr?; la region
encerrada por la elipse x2/a? + y2/b? = 1 tiene drea mab; para 0 < p; < p,, la corona p; <

|G, Y| < p; (con |(x,y)| := y/x* + y?) tiene drea m(p7 — pi).

1. Entre pardbola y recta. En [0, 1], x? < x (C1-003.T9). Por C2-009.E1, fol(x -x3)=1/2-
1/3 =1/6.

2. Disco. x> + y* < r? equivalea |x| < ry —Vr2 —x2 < y < Vr? —x2 (C2-014.D1, C1-
004.T3). Sudreaes [ 2VrZ — x2 dx = nr? (C2-004.T2, C2-015.E1).

3. Elipse. Igual, entre ?bm en[—a,a]: 2 -mwab/2 = mab (C2-015.E1).

4. Corona. No es una region entre dos graficas, asi que A def se parte en cuatro que si lo son,

y su area se define como la suma (las piezas solo comparten segmentos de frontera):

- arribay abajo: y/p? — x2 < 4y < /p3 — x2 con |x| < py;

- aloslados: |y| <+/p% — x2% con p; < |x| < p,.
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5. La suma es, por linealidad y aditividad (C2-004.T1, C2-004.T2):

P1 —P1 P2
Zf (\/p —x2— \/p — x2 dx+j Z/p —xzdx+j Z/pz—xzdx

p1
P1
=f / —xzdx—f /p — x2dx = np5 — mp?
(C2-015.E1).

Ejemplo C2-019.E2 (coherencia en sectores)

Para 0 < 6 < m/2, el sector del circulo unitario entre los dngulos 0 y 8 es la regién bajo g,

con g(x) = xtan6 en [0,cos0]y g(x) = V1 —x? en [cos 6, 1]; su area segin C2-019.D1 es
. 1 0

A(cos0) = 6/2,igual a - J, 17 de C2-019.D2.

1. cos@ € (0,1) ysen8 > 0 (C2-014.T4, C2-014.C1). En x = cos 8 las dos férmulas valen
cosftan® = senf = V1 — cosZ 6 (C2-014.D5, C2-014.D3).

2. gescontinuaen [0, 1]: en cada pedazo por C1-022.T2y C2-014.T1; en cos 8, los dos limites
laterales valen sen 8 = g(cos 8) (C1-020.T1, C1-022.T0). YO0 < g.

3. Por C2-019.D1 (con f = 0), aditividad (C2-004.T1) y C2-009.E1:

29 1 cos 6 sen 6
+f \/1—x2dx—— J V1 —x2dx.
cos 6@ cos O

1
Jy o=
0

4. Con V1 — cos? 6 = sen 6, eso es A(cos 9) (C2-014.D2),y A(cos8) = 6/2 (C2-014.D3).
5. Por C2-019.D2 conp = 1 en [0, 0]: f 1=6/2(C2-002.E1). Coinciden.

Ejemplo C2-019.E3 (la cardioide)

La cardioide p = 1 + cos 8 (0 < 8 < 2m) encierra area 3m/2.

1. p = 0 (pues cos = —1, C2-014.T5), es continuay f — a = 2m: se aplica C2-019.D2.
2. (1+cos6)? =1+ 2cos + cos? 8. Por linealidad (C2-004.T2):

- 1 =2m;
- fozn cos = sen 2w —sen 0 = 0 (C2-009.C1, C2-014.T6, C2-014.C1);
- fOZH cos? = ffn cos? = m (periodicidad C2-015.C1 con ¢ = —m; C2-016.E1).
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3. Elareaes %(271 +0+m) =3m/2.

Por qué cada hipotesis

“Af<genD1 |

Entrey =xey = x%en[0,2], foz(x —x%)dx =2-8/3 =-2/3 <0:noesundrea.En (1,2] se E
cumple x? > x; el 4rea correcta es foz |x —x?|dx =1/6 +5/6 = 1 (C2-019.T1). i

______________________________________________________________________________

AL —a<2menD2

Conp = 1en [0, 4mn], % f:n 1 = 2m: la férmula cuenta el disco dos veces.

Ap=0enD2

Sip(0) < 0,la condiciéon 0 < r < p(8) no tiene soluciones. Con p = cos 6 en [0, 7], %fon cos? =

/4 si es el area del disco de radio 1/2 que dibuja la curva, pero solo porque los puntos con

«p < 0» caen del lado opuesto; D2 no cubre ese caso.

Ejercicios

1. Calculael dreaentrey =x3ey = xen[—1,1].
2. Calcula el area del pétalo de la rosa p = cos(260) en [—rt/4, T /4].
3. Demuestra con D2 que el sector de radio R y dngulo 8 < 2m tiene drea R%6/2.

4. ;Qué area encierra la espiral p = 6 en [0, 2r]?

Respuestas

1. f_ll |x — x3|dx = 2 fol(x — x3)dx = 1/2 (la funcién es impar, | - | es par; C2-015.C1).
2. %f:i;: cos%(20)dO = m/8 (con cos? = (1 + cos2-)/2y C2-015.T2).
1.0 5 .,
3. 3 Jy R?* = R?6/2 (C2-002.E1).
4.

3 3
2102 de = E2 = 2 (c2-009.E1).



C2-020 - Longitud de una curva

Motivacion

El GPS y el odémetro

Un GPS registra tu posicion cada cierto tiempo y estima la distancia sumando los segmentos
rectos entre registros. El odémetro mide lo que de verdad recorriste. Como un segmento recto
es el camino mas corto entre dos puntos, la suma del GPS se queda corta, y con mas registros se
acerca mas. La longitud del recorrido es el supremo de esas sumas.

En la pardbolay = x?, x € [0,1], con 1, 2, 4, 8 y 16 tramos iguales, las poligonales mi-
den 1.414214, 1.460405, 1.474280, 1.477778 y 1.478652; la longitud es [, V1 + 4x2dx ~
1.478943.

Doénde falla la analogia: un GPS real tiene error de medicidn, asi que su suma puede pasarse; la

poligonal ideal usa posiciones exactas.

—-e—- 2 tramos

---@--- 4 tramos ,

0.0 0.5 1.0

Figura 19: Poligonales inscritas en y = x? con 2 y 4 tramos: al agregar puntos la poligonal se alarga

hacia la longitud de la curva.

148
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Una desigualdad

Teorema C2-020.T1 (MinkowskKi en el plano)

Paraa,b,c,d € R:

Ja+o?2+b+d2<Va?+b2+yJc2+d?, Va2 +b2—+a?+c?|<|b—c|

Demostracion.

1. Parau, v = 0,/uv = yu\/v (ambos son = 0 con el mismo cuadrado; C2-014.D1).
2. Una desigualdad auxiliar: ac + bd < Va2 + b2Vc? + d2. Si ac + bd < 0 es inmediata (el lado
derecho es = 0). Si ac + bd = 0, como ambos lados son > 0, basta comparar cuadrados (C1-

003.T9):

(a? + b?)(c? + d?) — (ac + bd)? = a?d? — 2abcd + b?c? = (ad — bc)?> 2 0

(C1-003.T5, paso 1).

3. Los dos lados de la primera desigualdad son = 0; por C1-003.T9 basta comparar cuadrados. El
cuadrado del izquierdo es a? + b? + c? + d? + 2(ac + bd); el del derecho, a? + b? + c? + d? +
2va? + b2vc? + d? (C2-014.D1). El paso 2 concluye.

4. Segunda. Con (a,b) = (0,b — ¢) + (a,c), la primera da VaZ + b2 < /(b —c)? + Va? + 2 =
|b — c| + VaZ + ¢Z, porque Vt2 = [t| (Jt| = 0y |t|> = t%; C1-004.T1, C1-004.T6).

5. Intercambiando by c: Va? + ¢2 < |c—b| +Va? + b2. Los pasos 4 y 5 son la segunda desigualdad
(C1-004.T3,C1-004.T1). ®

La primera es la desigualdad del triangulo en el plano: la distanciade O a (a + ¢,b + d) esalo mas la
deOa(a,b) maslade (a,b)a(a+c,b+d).
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Definiciones

Definicion C2-020.D1 (longitud)

Seana < byx,y:[a b] = R(lacurvay(t) = (x(t),y(t))). Para una particién P = {t, ..., t, }:

£0,P) = ) () — 2 )2 + ) — Y& )
i=1

(la poligonal inscrita). y es rectificable si {#(y, P) : P particién de [a, b]} estd acotado superior-
mente, y su longitud es £(y) := sup, £(y, P). La graficade f : [a,b] » Reslacurvax(t) =t
y() = f(®).

El supremo existe por el axioma S cuando el conjunto estd acotado (C1-006.D1).

Resultados

Teorema C2-020.T2

SiQrefinaaP,®(y,P) <4(y,Q).

Demostracion.

1. Un punto. Sea Q@ = PU {s}cont;_4 < s < t; (C2-001.T3 a). Cona = x(s) — x(ti_1), b =
y(s) —y(ti—1), ¢ = x(t;) — x(s),d = y(t;) — y(s), C2-020.T1 da que el segmento de y(t;_1) a
y(t;) mide a lo mas la suma de los dos segmentos que pasan por y(s).

2. Los demds términos no cambian; partiendo la suma (C2-001.T1 b, C1-005.T12), #(y,P) <
(v, Q).

3. En general. Q se obtiene de P agregando uno por uno sus puntos que no estan en P (C2-001.T3

b); por induccién sobre ese nimero (C1-005.T1), el paso 2 da la desigualdad. B



Célculo integral 151

Teorema C2-020.T3 (féormula de la longitud)

Sean a < by x,y de clase C! en un intervalo abierto ] O [a, b]. Entonces y es rectificable y

b
() = [ POy @R de

Idea de la demostracion
Por el TVM, cada segmento de la poligonal es casi un término de una suma de Riemann de
Vx'? + y'?; la diferencia la controla la continuidad uniforme de y'. Para particiones finas la po-

ligonal esta cerca de la integral, y como refinar alarga, el supremo es la integral.

Demostracion.

1. g := \/m es continua en [a, b] (x', y' continuas por C2-015.D1; C2-014.T1, C1-022.T2,
C1-022.T3), luego integrable (C2-003.T1).Sea [ := f: g-

2. Refinar no aumenta la norma. Si P, es la particién regular, ||P,|| = (b — a)/n (C2-001.D1), y por
C2-002.T7, ||Q|| < (b — a)/n para toda particién Q D PB,.

3. Seae > 0.Por Heine (C1-025.T1), y’ es uniformemente continua en [a, b]: hay § > 0 con |y'(s) —
y'(t)| <esis, t €[a,b]y|s—t| <§(C1-025.D1).

4. Sea P = {ty, ..., t,} con |P|| < §.x e y son continuas en cada [t;_1, t;] y derivables en el interior;
por el TVM (C1-033.T1) hay &;,n; € (t;_q,t;) con

x(t;) — x(ti—1) = x"(§)AL;, y(t) —y(ti-1) = y' ()AL,

5. Como At; > 0, el i-ésimo segmento mide /x'(&;)2 +y'(n;)% At; (paso 1 de C2-020.T1,
C1-004.Té6).
6. Por C2-020.T1 (segunda desigualdad, con a = x'(&;),b = y'(n;),c = y'(&;)) y el paso 3:

Vx G +y )2 — 9| < Iy’ @) - y' @l < e
7. Multiplicando por At; y sumando (C2-001.T1 ¢, C1-005.T12), con & = (&4, ..., &,):
[€(r, P) = S(g, P, )| < e(b — a).

8. Como g es integrable, hay una particiéon R con U(g,R) — L(g,R) < £ (C2-002.T5).Si Q refinaa R,
U(g,Q) — L(g,0Q) < £(C2-002.T2), y por C2-002.T6, |S(g,Q,&) — I| < € para toda eleccién §.
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9. Sean € Ncon (b —a)/n < 6 (C1-007.C1). Dada cualquier particién P,sea Q := PUR U B,
(C2-001.T3 b). Por el paso 2, ||Q]| < §; por los pasos 7y 8,

[y, Q) -1l <e+eb—a)=c(1+b—a).

10. Por C2-020.T2, £(y,P) < £(y,Q) <1+ &(1 + b — a). Asi el conjunto de las ¢(y, P) esta acotado:
y es rectificable,y £(y) < I +&(1+ b —a) (C1-006.D1).

11. Ademas€(y) = €(y,Q) > 1 —¢e(1+ b — a) parala Q del paso 9.

12. Asi|¢(y)—I| < e(1+b—a) paratodoe > 0.Sifueraf(y) # I,cone := |£(y)—I|/(2(1+b—a)) > 0
se tendria |#(y) — I| < |€(y) — I|/2, absurdo (C1-003.T4). Por lo tanto #(y) = 1.l

Corolario C2-020.C1 (graficas y distancia recorrida)

Si f es de clase C! en un intervalo abierto que contiene a [a, b], su gréfica tiene longitud
b
,2 . T4 7 . 1 . .
fa 1+ f'2.Six(t) es la posicién de un mévil en la recta, de clase C* en un intervalo abierto

que contiene a [a, b], 1a distancia recorrida en [a, b], € de la curva (x(t), 0), es f(f [x"(®)| dt.

Demostracion.

1. Parala gréfica, x(t) = t tiene x’ = 1 (C1-028.T2) y es C*; C2-020.T3 da f; 1+ f'(t)? dt.
2. Parael movil, y = 0y vx'?2 + 0 = |x'| (C2-014.D1, C1-004.T6); C2-020.T3 concluye. B

Ejemplo C2-020.E1

La circunferencia (cost,sent), t € [0,2n], mide 2m; el arco de y = x2 en [0,1] mide

fol V1 + 4x? dx.

1. cos y sen son C! en R con derivadas —sen y cos (C2-014.T6), y Vsen? + cos? = 1 (C2-

014.T5). Por C2-020.T3 y C2-002.E1, la longitud es f021r 1 =2m.
2. Paray = x?, f' = 2x y C2-020.C1 da fol V1 + 4x2 dx ~ 1.478943.

En particular, para 8 € [0, 2r] el arco (cos t,sent),t € [0, 0], mide 8: el angulo que en C2-014 se definid

por el area (el doble del area del sector) es también la longitud del arco.



Célculo integral 153

Ejemplo C2-020.E2 (longitud de la elipse)
Para0 < b < a, la elipse (acost,bsent), t € [0,2m], tiene longitud 4a E(k), con k :=

J1—=b%/a?y E(k) de C2-013.T1.

1. Rapidez. x' = —asent,y’ = bcost,y consen? = 1 — cos? (C2-014.T5):
x'?+y'? =a%?—(a? — b?)cos?’t = a?(1 — k? cos? t),

asi que \/x'2 + y'2 = a h(t) con h(t) := V1 — k? cos? t (C2-014.D1). Por C2-020.T3, ¢ =

a fozn h.
2. Simetria. cos(t + m) = —cost (C2-014.C1), asi que h tiene periodo m; y h es par (C2-
014.T5). Por €2-015.C1: [y h=2 [y h=2[""" h=4[""h

3. De cos a sen. Con C2-015.T2 (r = —1,s = n/2) y cos(m/2 —t) = sent (C2-014.T8, C2-
014.C1, C2-014.15): /% h = [/ VT —kZsen? t dt

4. La sustitucién s = sent. Seau € (0,m/2). En] = (—m/2,m/2), sen es C! con valores en
I=(-1,1),y ¢(s) := V1 — k252 /1 — 52 es continua en I (C2-013.D1). Como cost > 0

en/,Vv1 —sen?t = cost,y C2-015.T1 da

senu u u
E(k;senu) = f ¢ = f ¢(sent)costdt = f v1—k?sen?tdt.
0 0 0

5. Limite. Cuandou — /27 : ellado derecho tiende a f:/z V1 —kZsen?tdt (continuidad de
la integral como funcién del extremo, C2-008.C1, C1-022.T0); el izquierdo, a E (k), porque
senu = 17 y E(k; ) es continua en 1 (C2-013.T2, C1-022.T3, C1-022.T0).

6. Por la unicidad del limite, fon/z h=E(k),yt =4aEk).

Ejemplo C2-020.E3 (curva continua no rectificable)

f(x) :=xsen(1/x)six # 0, f(0) := 0, es continua en [0, 1] y su grafica no es rectificable.

1. Continuidad. En x # 0, por C1-022.T2, C1-022.T3 y C2-014.T5. En 0: |f(x)| < |x| (C2-
014.T5), y por el sdndwich (C1-019.T2), f(x) — 0 = f£(0) (C1-022.T0).

2. Lospicos. Parak € Nseax; :=2/((2k+1)m). Comor > 2 (C2-014.C3),x; =2/(3m) < 1,
y X4 > Xy > -+ > 0.Por C2-014.C1, sen((2k + 1)n/2) = sen(km + w/2) = cos(km) =
(=D, asi que f(xx) = (1) xy.

3. Una poligonal. Sea Py := {0, xy, xy_1, ---, X1, 1}. Cada segmento mide al menos su diferen-
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ciavertical (VA% + B2 = |B|; C2-014.T1,C1-003.T9, C1-004.T6). Como los signos alternan,

If () = fF(xks1)| = X + Xi41, y €l primer segmento (de 0 a xp) sube x. Asi

N-1 N
£(y,Py) = Z(xk + Xp41) T Xy = z X

k=1 k=1

21 N+1 1

4 Xk = G = @orom © wgar 25 Que 0 Py) = 4 Zk =2 i

5. La armdnica crece. En [k, k + 1], 1/x < 1/k, asi que fk dx/x < 1/k (C2-006.T1); su-
mando (C2-004.C1, C2-011.D1), Zf:;l 1/k = log(M + 1).

6. ConM = N+ 1: ¢(y,Py) = %(log(N + 2) — 1), que no esta acotado porque log —» o

(C2-011.T3). La grafica no es rectificable (C2-020.D1).

0.2 1

o0 gt A /\

VN

0.0 0.1 0.2

Figura 20: La grafica de x sen(1/x) en (0, 0.25] y la poligonal por sus picos x;, = 2/((2k + 1)m): su

longitud crece sin cota.
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Por qué cada hipotesis

A Clase C*, no solo continuidad

. xsen(1/x) es continua en [0, 1] y no rectificable (C2-020.E3). La continuidad no basta para que

haya longitud finita.

A La formula cuenta lo recorrido

. (cost,sent)en [0,4m] da f(;m 1 = 4m: la curva recorre dos veces el mismo circulo. La longitud E
, de C2-020.D1 es de la curva parametrizada (la distancia recorrida), no del trazo. i

A C! en un abierto que contenga a [a, b]

de +1. Se puede parametrizar como (cost,sent), t € [0,7], que si es C!, y mide 7.

1
i La semicircunferencia y = V1 — x2, x € [—1, 1], no cumple la hipétesis: f’ no es acotada cerca
I
I
1

Ejercicios

1. Calcula lalongitud de y = §x3/2 en [1,3].

2. Calcula la longitud de la cicloide (t — sent, 1 — cost), t € [0, 2m].

3. Demuestra que el segmento de (xq,y,) a (xq,y1), parametrizado linealmente en [0, 1], mide
V(1 — x0)2 + (¥1 — ¥o)?, con C2-020.T3 y también directo con C2-020.D1 y C2-020.T1.

4. Un mdvil en la recta tiene posicién x(t) = t? — 2t en [0, 3]. Calcula su desplazamiento y la distan-

cia recorrida.

Respuestas

1. f" = 4/x en (0,) (C2-012.T6), que contiene a [1, 3]; por C2-020.C1 y Barrow, ff Vi+xdx =
2(43/2 _ 3/2y = 16742
3 3 .

2. x> +y'? =2—2cost = 4sen®(t/2); longitud [~ 2sen(t/2)dt = 8.

3. x' = x; —x0, ¥ = y; — Yy, constantes. Directo: por C2-020.T1, ninguna poligonal es més larga
que el segmento (desigualdad del tridngulo repetida), y 1a de P = {0, 1} mide exactamente eso.

4. Desplazamiento x(3) — x(0) = 3; distancia f03 |2t =2|dt =1+4 =5.



C2-021 - Volimenes y superficies de

revolucion

Motivacion

Dos pilas de monedas

Tienes dos pilas de 30 monedas iguales, de radio 1.4 cm y grosor 0.2 cm. Una est4 derecha. La
otra, empujada, qued6 inclinada y torcida, como una torre de Pisa. ;Cual ocupa mas volumen?
Corta las dos pilas con un plano horizontal a la misma altura. En las dos encuentras una mone-
da: un disco del mismo radio. Las rebanadas son iguales a cada altura, asi que los volimenes

también deberian serlo:

m-14%-6 =11.76 1 = 36.95 cm?

para cada pila. Esta idea («mismas secciones, mismo volumen») es el principio de Cavalieri.
Dénde falla la analogia: las monedas tienen grosor; la definicién pide la seccién en cada altura.
Ademas, en este curso el principio de Cavalieri es una definicién: se vuelve teorema en Calculo
IV.

Hasta ahora la integral midié areas (C2-019) y longitudes (C2-020). Ahora mide volimenes: se rebana

el s6lido y se integra el area de las rebanadas.

156
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Definiciones

Definicion C2-021.D1 A def (volumen por secciones, Cavalieri)

Sean a < by S un so6lido cuya seccidn por el plano perpendicular a un eje coordenado (aqui
el eje x; con el eje y es igual) en cada x € [a, b] tiene area A(x), con A continua en [a, b]; si la

seccion se reduce a un punto o a una curva, su area es 0. Se define

b

vol(S) :=f A.

a

En particular, al girar alrededor del eje x la regién bajo f = 0 continua en [a, b], las secciones

son discos de radio f(x) y

A def: por qué es definicion

«Sélido» y «volumen» generales se formalizan en Calculo IV (integral triple, teorema de Fubini),
donde el principio de Cavalieri es un teorema. Aqui es la definicién. La integral existe porque
A es continua (C2-003.T1), y el 4rea del disco, mr?, es C2-019.E1. La convencién «area 0» para
una seccién que se reduce a un punto (en el borde de una esfera o de un cono) o a una curva
(Ia circunferencia en el borde de las coronas del toro) es coherente con la formula: un disco de

radio O tiene arear - 02 = 0.

Definicion C2-021.D2 A def (area de superficie de revolucion)

Seana < by f = 0 de clase C! en un intervalo abierto que contiene a [a, b]. El 4rea de la

superficie obtenida al girar la grafica de f alrededor del eje x se define como

b
2nf 1+ 2.

Si f > 0 es continua en [a, b] pero de clase C! solo en (a, b), el area es la integral impropia
2m f: f+/1+ f'?(C2-010.D1 c) cuando converge.
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De ddnde sale

Un tramo corto de la gréfica, al girar, barre un tronco de cono. Su area lateral es (r; + r3) por
la generatriz, que aqui se toma como dato. Con 14,7, = f(x) y generatriz = \/WAx (la
longitud de arco de C2-020.C1), la suma de las dreas es una suma de Riemann de ZHfJTf’Z.

La integral de superficie general es de Calculo IV.

Resultados

Discos y coronas

Ejemplo C2-021.E1 (esfera, cono y toro)
La esfera de radio r tiene volumen 473 /3; el cono de radio r y altura h, nr2h/3; el toro que se
obtiene al girar un disco de radio r cuyo centro est4 a distancia R > r del eje, 2r?Rr? (secciones:

coronas).

Demostracion.

1. Esfera. Gira la region bajo f(x) = Vr? —x?,x € [-r,r]; f es continuay > 0 (C2-014.T1, C1-
022.T3). Por C2-021.D1, con 2 = r? — x2 (C2-014.D1):

.
vol=m | (r? —x?)dx
-r

= n(rz S 2r — ﬂ)
= 7'[(21”3 - 23L3) = 47‘;7‘3

(C2-009.E1, C2-004.T2).
2. Cono. Gira la regién bajo f(x) = rx/h, x € [0, h]. Por C2-021.D1 y C2-009.E1,

hrzxzd 3 r? h3_7TT'2h
o Rz TR 3T T3

vol=m

3. Toro. Sea el disco de centro (0, R) y radio r, que gira alrededor del eje x. Para x € [—r,7] sea
s(x) = Vr? — x2. Los puntos del disco con abscisa x tienen ordenada entre R — s(x) y R + s(x),
YyR—s(x)=ZR—-r>0.

4. Al girar, la secciéon en x es la corona de radios R — s(x) y R + s(x) (en x = %r, una circunferencia
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de area 0). Por C2-019.E1 su area es
A(x) =n[(R+5)? — (R —5)?] = 4nR s(x),

desarrollando con K1-K9. 4 es continua (C1-022.T2, C2-014.T1).
5. Por C2-021.D1y C2-015.E1,

T 2
vol = 471Rf Jr2 —x2dx = 4nR - - = 2m2Rr2. [ ]
-r

+Vir?—g?

R—Vr?—z?

eje de giro

Figura 21: Toro: los puntos del disco con abscisa x forman un segmento vertical; al girar alrededor del
eje x describen una corona de radios R + Vr? — x2.
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Capas cilindricas

Teorema C2-021.T1 (capas cilindricas)

Sean b > 0y f de clase C! en un intervalo abierto | O [0, b], estrictamente decreciente en J, con
f(b) = 0. Al girar alrededor del eje ylaregién {0 < x < b, 0 <y < f(x)}, laseccién a la altura
y € [0, £(0)] es un disco de radio f~1(y),y

b

£(0)
vol = nfo (F-1) dy = 2nf0 xf (x) dx.

0] ————_

radio f~! y= f(z)

capa en z, altura fi

Figura 22: Para f(x) = 1 — x3: el disco horizontal a la altura y tiene radio f ~*(y); la capa vertical en x

tiene radio x y altura f(x).

Idea de la demostracion
Se parte de los discos horizontales. El cambio de variable y = f(x) lleva la integral al eje x, y la

integracion por partes convierte x2f’(x) en 2xf (x).

Demostracion.

Paso 1: la inversa.

1. Como 0 < by f es estrictamente decreciente, f(0) > f(b) = 0,y parax € [0,b],0 = f(b) <
f(x) < £(0)(C1-010.D2).
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2. f escontinuaen/ (C2-015.D1, C1-028.T1), asi que I := f(J) es un intervalo (C1-026.T1).

3. I es abierto: si tuviera un maximo f(x,), con x, € J, como J es abierto hay x; € J/ con xj < x¢,y
f(xg) > f(x0) (C1-010.D2), contradiccion; igual con un minimo.

4. f : ] > I es biyectiva (C1-010.T1), y f~! : I - ] es continua (C1-026.T3) y estrictamente

decreciente.
Paso 2: las secciones.

1. Seanx € [0,b]yy € [0, f(0)]  I. Como f~1! es estrictamente decreciente, y < f(x) siy solo si
O =2 ) =x.

2. Asi, los puntos de la regién a la altura y sonlos de 0 < x < f~1(y), y al girar alrededor del
eje y forman el disco de radio f~1(y), de 4rea 7T(f‘1(y))2 (C2-019.E1; eny = f(0), el radio es
f~1(f(0)) = 0y laseccion es un punto, de area 0).

3. y » n(f~1(y))? es continua en I (C1-022.T2), y por C2-021.D1

J{O) )
vol = nf (F1()) dy.
0
Paso 3: cambio de variable.

1. Aplica el cambio de variable (C2-015.T1) con g = f, de clase C! en J con g(J) = I, al integrando
h(y) = (f"1(¥))?, continuo en I, y a los extremos 0, b € J:

f(b) b b
f h:f h(f(x))f’(x)dx=f x2f'(x) dx.
f(0) 0 0
2. Como f(b) = 0, por la convencién C2-004.D1,

0 b

QO]
f hz—f h=—f x2f'(x) dx.
0 £(0) 0

Paso 4: partes.

1. x » x%y f sonde clase C! en ] (C1-029.C1, C1-022.T2). Por C2-016.T1,

|

b

b
x2f'(x)dx = b?f(b) — 0% - £(0) —f 2xf(x)dx
0

b
= —2[0 xf(x)dx,
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porque f(b) = 0 (C1-002.T3).
2. Juntando los pasos 2 y 3 (C2-004.T2):

b b

V01=7T'2f xf(x)dx=27rf xf(x)dx. |
0 0

Capas para f(x) =1 - x3
f(x) = 1—x3 esun polinomio, de clase C* en] = R, con f(1) = 0. Es estrictamente decreciente:
six <y,y3—x3 = (y—x)(y?+xy+x?) (C1-005.T8) y y?>+xy+x2 = (y+x/2)?+3x2/4 > 0 (no

se anulan los dos sumandos a la vez, porque x = 0y y = 0 contradiria x < y). Por C2-021.T1,

1 3
)=%

! 1
— _ 44 = —_Z
VO]—ZTIfO (x x)dx—27r(2 z

Por discos sale lo mismo: f~1(y) = (1 — y)/3 ynfol(l —¥)?/3dy = 3n/5.

Area de superficie

Ejemplo C2-021.E2 (area de la esfera)

La esfera de radio r tiene 4rea 4mr?: f(x) = VrZ —x2 es continua en [-7,7] y de clase C! solo
en (—r,r), donde fm = r; con el punto intermedio 0 (C2-010.D1 c), foc rdx =rc - r?
cuandoc - r”y f_oc rdx = rc - r? cuando —c — —r7, asi que la integral impropia converge y

el area es 2m(r? + r?).

Demostracion.

1. f escontinuaen [-r,r]y > 0 (C2-014.T1, C1-022.T3).
2. En (—r,7),7%2 —x% > 0y, porlaregla de la cadena (C1-030.T1) y C2-014.T1,

—2x —-X

WrZ —x2  ArZ—x2

fle) =

que es continua en (—7,7) (C1-022.T2, C1-022.T3): f es de clase C! en (-7, 7).
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3. En (—r,1):

2

1 , 21 X _ r
+f(x) - +r2—x2_r2—x2'

porque /r2/(r2 — x2) = r/Vr2 —x2 (es = 0y su cuadrado es r2/(r? — x?); unicidad en C2-

014.D1).

4. Con el punto intermedio 0 (C2-010.D1 ¢): para0 < c <, focrdx = rc (C2-002.E1),y rc — r?

cuando ¢ = r~ (C1-022.T2, C1-022.T0).
5. Del mismo modo, para0 < c <, f_oc rdx = rc - r? cuando —c —» —r*+.

6. La integral impropia converge y vale r? + r2; por C2-021.D2, el 4rea es 2 - 2r? = 4nr?.

Por qué cada hipétesis

A T1 sin monotonia

Si f no es mono6tona, por ejemplo f(x) = x(1 — x) en [0,1],auna alturay € (0,1/4) la regién
ocupa un intervalo [x;, x,] con x; > 0: al girar alrededor del eje y la seccién es una corona, no
un disco, y ™! no existe. La formula 27 [ xf sigue dando el volumen correcto (se demuestra en

Calculo 1V), pero la demostracion de arriba no aplica.

AT1sinf(b)=0

Con f(x) = 2—xen[0,1] (asi f(1) = 1 # 0), la region tiene una «pared» vertical en x = 1:
paray € [0, 1] la seccién es el disco de radio 1, no de radio f~*(y) = 2 — y. La férmula con f !
dam foz (2 — y)?dy = 8m/3, mientras que el volumen (cilindro mas cono) es = + /3 = 4m/3,

que si coincide con 27 fol x(2—-x)dx = 4n/3.

A T1 sin clase C?!

El cambio de variable C2-015.T1 y las partes C2-016.T1 piden f de clase C! en un intervalo
abierto. Sin derivada continua, la demostracién no arranca (la férmula puede seguir siendo cier-

ta, pero hace falta otra prueba).

______________________________________________________________________________
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A El 4rea no es 2nff dx

Para la esfera, 2 f_rr Vr2 —x2dx = n?r? ~ 9.87r?, y el rea es 4nr? ~ 12.57 r2. Las bandas
que barre la grafica estdn inclinadas: su ancho es la longitud de arco /1 + f'? dx, no dx. Con los

voliimenes no pasa esto: un disco delgado tiene volumen 7 f % dx aunque la grafica esté inclinada.

Ejercicios

1. Calcula el volumen del sélido que se obtiene al girar alrededor del eje x la regién bajo y = x2 en
[0,1].

2. Con capas, calcula el volumen al girar alrededor del eje y la region bajo f(x) =1 —xen[0,1]y
comprueba que es el de un cono (C2-021.E1).

3. Un soélido tiene base en [0, 2] y su seccién en x es un cuadrado de lado x. Calcula su volumen con
C2-021.D1.

4. Demuestra que el area del cono de radio r y altura h (sin la base), definida por C2-021.D2 con
f(x) =rx/hen|0,h], estrvr? + h2.

5. Explica por qué en el toro las secciones son coronas y por qué R > r es necesario para que
R —s(x)>0.

Respuestas

nfol x*dx =m/5.

21 fol x(1—x)dx =2rn(1/2 —-1/3) = n/3, el cono de radio 1 y altura 1.

J£ x? dx = 8/3 (C2-009.E1).

f'=r/hJT+12/h2 = 72+ 12/h; 21 [ (rx/R)VTZ + B2 Jhdx = e + R2.

Alaabscisa x el discovade R —s a R +s; al girar cada punto describe una circunferencia de radio

S A

igual a su ordenada. Si R < r, para x = 0 el radio interior R — r < 0: el disco toca o cruza el eje,

la seccién es un disco y no una corona.



C2-022 - Trabajo, masa y momentos

Motivacion

El resorte de la bascula

El resorte de una bascula de cocina tiene constante k = 200 N/m: para estirarlo x metros hay
que jalar con una fuerza de 200x newtons (ley de Hooke). Estirarlo de 0 a 10 cm cuesta cierto
trabajo. Estirarlo otros 10 cm, de 10 a 20 cm, ;cuesta lo mismo, el doble o el triple?

Con una fuerza constante, el trabajo es fuerza por distancia: el area de un rectangulo en la grafica
fuerza-posicion. Si la fuerza cambia, se parte el camino en tramos cortos donde casi no cambia,

y se suman rectangulos: una suma de Riemann. El limite es el area bajo la grafica:

- de 0 a 0.1 m, el tridngulo de area % -01-20=1]J;

- de 0.1 2 0.2 m, el trapecio de area 3 J: el triple.

Doénde falla la analogia: un resorte real obedece a Hooke solo mientras no se deforma. Y aqui el

trabajo es una definicién, motivada por «fuerza por distancia».

Lamisma idea (cortar en pedazos donde una cantidad casi no cambia y sumar) da la masa de una varilla

de densidad variable, su centro de masa y el centroide de una regién plana.

Definiciones

Definicion C2-022.D1 A def (trabajo)

Si una fuerza F(x), continua en [a, b] (a < b), acttia a lo largo de la recta mientras un objeto va

de a a b, el trabajo es

165
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A def: por qué es definicion

Con fuerza constante, W = F - (b — a) (C2-002.E1); las sumas de Riemann (C2-002.T6) motivan
el caso general. El trabajo a lo largo de una curva (integral de linea) es de Calculo IV. La integral

existe porque F es continua (C2-003.T1).

Definicion C2-022.D2 (masa y centro de masa de una varilla)

Seap continuaen [a,b] conp = 0y p(c) > 0 paraalgin c (densidad lineal). Masa M := f: p>0,

b
momento M, := fa xp(x) dx y centro de masa x := My/M.

Las integrales existen por C2-003.T1 (xp(x) es continua por C1-022.T2), y M > 0 por la positividad
(C2-006.T3).

Definicion C2-022.D3 (centroide de una region)

Sean f continuaen [a,b]con f = 0y A := f:f > 0 (el area de la region R bajo f, C2-019.D1).

Centroide de R:

___1f” p 1 1fb2
x.—Aaxf(x) X, y.—Azaf.

De ddonde sale y
Una franja vertical delgada en x es casi un rectangulo de altura f(x): su masa (con densidad 1)
es f(x) Ax y su centro esta a la altura f(x)/2. El momento respecto al eje x es @ - f(x) Ax; al

1
sumar, > [ f2.

Resultados

Ejemplo C2-022.E1 (resorte de Hooke)
Con F(x) = kx (k > 0), estirarde a a b cuesta W = k(b? — a?)/2.

Demostracion.
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1. F(x) = kx es continua (C1-022.T2), y por C2-022.D1, W = ff kx dx.
b2 _ a2

2. Por C2-009.E1y C2-004.T2, [, kxdx = k .

Conk =200:de0a0.1,W =100-0.01=1];de0.1a20.2, W =100(0.04 — 0.01) = 3].

Teorema C2-022.T1

El centro de masa X esta en [a, b].

Idea de la demostracion
El momento es la integral de x «pesada» con p = 0; el TVM ponderado la escribe como c por la

masa.

Demostracion.

1. x » x es continua en [a, b] (C1-022.T2) y p es integrable (C2-003.T1) con p = 0.
2. Por el TVM ponderado (C2-006.T4) existe ¢ € [a, b] con
b b

f xp(x)dx = cf p, esdecir, My, =cM.
a a

3. Como M > 0 (C2-022.D2), se puede dividir (K8): x = My/M = c € [a, b]. R

Una varilla mas pesada a la derecha
En[0,2] conp(x) = 14x: M = [ (14+x) dx = 242 = 4y M, = [, (x+x?) dx = 2+8/3 = 14/3
(C2-009.E1). Asi x = 7/6 = 1.17: ala derecha del punto medio, del lado mas pesado.

Teorema C2-022.T2 (Pappus)

Con R como en C2-022.D3, el sélido obtenido al girar R alrededor del eje x tiene volumen 27 y A.

Demostracion.
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1. Como A > 0, de la definicion C2-022.D3 se obtiene, multiplicando por A (K5-K8),

1 b
yA=—f f2.
Za

2. Por la definicion de volumen por discos (C2-021.D1, con f = 0 continua en [a, b]), el s6lido tiene

volumen

b b
1
nf f?=2m- EJ f?=2myA  (C2-004.T2). W
a a

En palabras: el volumen es el area de la region por la distancia que recorre su centroide al dar una

vuelta.

Ejemplo C2-022.E2 (centroide del semidisco)

El semidisco de radio r tiene y = 4r/(3m).

Demostracion.

1. Elsemidisco es laregién bajo f(x) = Vr2 — x2, continuay > 0 en [—r, 7] (C2-014.T1, C1-022.T3).
2. Sudreaes A= [ VrZ—x2dx =nr?/2 > 0(C2-015.E1, C2-014.T3),

3. Al girar alrededor del eje x da la esfera de radio 7, de volumen 4mr3 /3 (C2-021.E1).

4. Por Pappus (C2-022.T2),

4nr3_2 o omr? ) A
3= =2y — asfque  y =

(K5-K8). |
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-7 0 r

Figura 23: El centroide del semidisco esta a la altura 4r/(3w) = 0.42 r; al girar la region alrededor del

eje x se obtiene la esfera.

4r3 273 2r3/3  ar

e ., 1T 1
Comprobacién directa con la definicién: = [~ (r2 —x?)dx = = - Y = —.
27-r 2 3 3 nr2/2 31

Por qué cada hipotesis

Apz20enT1

Conp(x) = x—0.4en|[0, 1] (Que toma valores negativos), fol p=0.1 yfol xp(x)dx =1/3-0.2 =
2/15, asi que el «centro de masa» seria (2/15)/0.1 = 4/3 ¢ [0, 1]. EITVM ponderado pide g = 0.

Sip =0entodo [a,b],M = 0y x = My/M no esta definido. Por eso C2-022.D2 pide p(c) > 0

para algun c.
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A El centroide no siempre esta en la region

1
I
1
. C2-022.T1 habla de una varilla. Para una region plana el centroide puede caer fuera: en una
1
. corona, por simetria, esta en el centro, que no pertenece a la corona.

1

Ejercicios

1. Una fuerza F (x) = 3x? newtons mueve un objeto de x = 1 ax = 2 metros. Calcula el trabajo.

2. Una cadena de 10 m y 2 kg/m cuelga de un balcén. Si al subir los primeros x metros la fuerza
necesaria es el peso de lo que aun cuelga, F(x) = 2-9.8 (10 — x) N, calcula el trabajo para subirla
toda (con C2-022.D1).

3. Calcula el centro de masa de una varilla en [0, 1] con densidad p(x) = x2.

4. Con Pappus, calcula y para el tridngulo bajo f(x) = r(1 — x/h) en [0, h].

5. Demuestra que si p es constante en [a, b], X = (a + b)/2.

Respuestas
1. [/ 3x2dx=8-1=7].
2. [719.6(10 — x) dx = 19.6 - 50 = 980 .
3. M =1/3, My = 1/4, % = 3/4.
4. A =rh/2y el cono tiene volumen wr?h/3 (C2-021.E1): y = (nr?h/3)/(2m - Th/2) = /3.
5. M =p(b—a)yM, = p(b? —a?)/2 (C2-009.E1), asi que ¥ = (b + a)/2.



C2-023 - Ecuaciones diferenciales que

resuelve la integral

Motivacion

El café que se enfria

Sirves un café a 90 °C en una cocina a 20 °C. El termémetro de la cocina, metido en la taza, marca
60 °C alos 10 minutos. Lo quieres tomar a 40 °C. ;A qué hora?

Una respuesta apresurada: sibajé 30 °C en 10 minutos, bajara los 20 °C que faltan en 6.7 minutos
mas, a los 16.7 min. Pero el café no se enfria a ritmo constante: se enfria mas rapido cuanto mas
caliente esta respecto a la cocina. La ley de enfriamiento de Newton lo dice asi: la rapidez de

cambio de la temperatura y es proporcional a la diferencia y — 20,
y' =k(y — 20), k <0.

Con el teorema de esta clase la respuesta sale exacta: unos 22.4 minutos.
Doénde falla la analogia: la ley de Newton es un modelo (la taza no tiene una sola temperatura,

la cocina se calienta un poco). El teorema es exacto para el modelo.

171
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90 A

60

°C

t ~ 22.4 min
40 1 :

20 - L LA e

0 10 20 30 40 50 60
minutos

Figura 24: Temperatura del café: la diferencia con la cocina se multiplica por 4/7 cada 10 minutos.

Una ecuacion diferencial pide una funcidn a partir de una relacién entre ella y sus derivadas. En esta
clase no hay teoria general (el teorema de existencia y unicidad de Picard es de otra materia): solo
cuatro ecuaciones que se resuelven con lo que ya tenemos, y para cada una se demuestra que la soluciéon
es unica. El truco es siempre el mismo: armar una cantidad con derivada cero, que por C1-034.T1 es

constante en un intervalo.

Resultados

Crecimiento y decaimiento: y’' = ky

Teorema C2-023.T1 (y' = ky)

Sean I un intervalo abierto, ty € [ y k,y, € R.Latunicay : [ > R derivablecony’ = kyenly
y(to) = yoes

y(t) = yoektto),

Idea de la demostracion

Se divide y entre la exponencial candidata: el cociente tiene derivada cero, asi que es constante.

Demostracion.
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Existencia.

1. t & k(t —ty) = kt + (—kty) es derivable con derivada k (C1-028.T2).

2. Porlaregladela cadena (C1-030.T1) y exp’ = exp (C2-012.T1), t » exp(k(t — ty)) es derivable
en R con derivada k exp(k(t — ty)).

3. Por C1-029.T1, y(t) := y, exp(k(t — ty)) es derivable con y'(t) = k y(t).

4. y(tg) = yoexp0 =y, (C2-012.T1).

Unicidad.

1. Seay derivableen ! cony’ = kyenlyy(t,) = yo.Parat € I sea
u(t) :== y(t) exp ( —k(t— to)).

2. Por la regla del producto y la de la cadena (C1-029.T2, C1-030.T1, C2-012.T1, C1-028.T2), u es

derivableen I y

u'(t) = y'(t) exp(=k(t — to)) + y(t) - (—k) exp(=k(t —to))
= (ky(t) = ky(®)) exp(=k(t = to)) = 0.
3. ues continuaen/ (C1-028.T1), I es un intervaloy u’ = 0 en I: por C1-034.T1, u es constante.

4. Asiu(t) =u(ty) = ygexp0 =y, paratodot € [ (C2-012.T1).
5. Como exp(—x) = 1/ expx (C2-012.T2),

Yo
exp(—k(t — to))

= Yo €xp (k(t - to)) = ypekt=to)

y(©) =

(K8, C2-012.T4). W

Ejemplo C2-023.E1 (decaimiento y Malthus)
Sik <0,y(tg +T) =yo9/2conT = (log2)/|k| (vida media); si k > 0, la poblacion se duplica
cada (log2)/k.

Demostracion.
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1. Sik <0, k| = —k (C1-004.D1) y kT = —log 2. Por C2-023.T1,

- Yo Yo
y(to +T) = yoe™'8% = ologz —

porque e'°82 = exp(log2) = 2 (C2-012.T4,C2-012.D1)ye™™ = 1/e* (C2-012.T2).
2. Sik > 0,paratodo t, y(t + (log 2)/k) = yye*(E=t0)elo82 = 2y(¢) (C2-012.T5). W

La vida media no depende de cudanto material hay al principio: con vida media de 5 afos, tras 15 afios
queda (1/2)3 = 1/8.

Enfriamiento de Newton

Corolario C2-023.C1 (enfriamiento de Newton)

Para A € R, la inica y derivableen I con y’ = k(y — A) y y(ty) = y, €s

y =A+ (y — A)ekto),

Demostracion.

1. Si y cumple las hipétesis, z := y — A es derivable con z’ = y' = k(y — A) = kz (C1-029.T1,
C1-028.T2) y z(ty) = yo — A.

2. Por C2-023.T1, z(t) = (yo — A)ek(t=t) yy = A + z.

3. Reciprocamente, esa y es derivable con y’ = k(y, — A)ekt=t0) = k(y — A) y y(ty) = yo (C2-
023.T1,C1-029.T1).

El café

ConA = 20y y, = 90: y(t) = 20 + 70e*t. De y(10) = 60 sale e'%* = 40/70 = 4/7, asi que
k= 1—10 log(4/7) < 0.Y y(t) = 40 siy solo si e¥t = 2/7, es decir,

_log(2/7) _ log(2/7)
= T %@

~ 22.4 min.
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El resorte: y” = —w?y

Teorema C2-023.T2 (resorte)

Sean I un intervalo abierto, t, € I y w > 0. La tinica y dos veces derivable en I con y” = —w?y,

y(to) = Yoy y'(to) = vg es

Y(t) = yo cos(w(t — tg)) + % sen(w(t — ty)).

Idea de la demostracion
Para la diferencia w de dos soluciones, la «energia» w?w? + w'? tiene derivada cero; como vale

0 en t,, es 0 siempre, y entonces w = 0.

Demostracién.
Existencia.
1. Sea O(t) = w(t — ty), con 8’ = w (C1-028.T2). Por sen’ = cos, cos’ = —sen (C2-014.T6) y la
regla de la cadena (C1-030.T1, C1-029.T1):

y'(t) = —yowsen6 + v, cos b,

y"(t) = —yo w? cos @ — vy wsend = —w?y(t).

2. Enty, 0 =0,cos0=1ysen0 = 0 (C2-014.T4): y(ty) = yo ¥ V' (ty) = vp.
Unicidad.

1. Sean y,,y, dos soluciones y w := y; — y,. Entonces w es dos veces derivable (C1-029.T1, C1-
031.D1),w" = —w?wyw(ty) = w'(ty) = 0.
2. Sea E := w?w? + w'?. Por la regla del producto (C1-029.T2, C1-029.T1),

E' = 2w?ww' +2w'w" = 2W’(wzw + W”) =0.

3. E es continua (C1-028.T1) y I es un intervalo: E es constante (C1-034.T1), igual a E(ty) = 0.
4. Paracadat, w?w(t)? = 0yw’'(t)? > 0 (C1-003.T5, C1-003.T9), y su suma es 0; asi w?w(t)? = 0.
5. Como w? # 0,w(t)?2 = 0y w(t) = 0 (C1-002.T5). Por lo tanto y; = y,. W
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La logistica

Teorema C2-023.T3 (logistica)

Seanr,K > 0,1 un intervalo abierto, t, €  y 0 < y, < K. La funcién

£) 1= K
y(®) = 1+ Ko p—r(t-ty)
Yo

es derivable en I, toma valores en (0, K), cumple y’' = ry(1 —y/K) y y(to) = yo,y sil D (ty, ),
lim;_,., y(t) = K.Eslatnicasolucion positiva:siz : [ — (0, ) es derivableconz’ = rz(1—z/K)

y z(ty) = Yo, entonces z = y.

Idea de la demostracion
Para la unicidad, w = 1/z cumple una ecuacion de Newton, w’ = —r(w — 1/K), que ya sabemos

resolver.

Demostracion.

Propiedades de y.

1. Sea C := (K — yo)/¥o > 0 (C1-003.T7, C1-003.T4) y D(t) := 1 + Ce "%, Como e* > 0
(C2-012.T1),D(t) > 1 > 0,asique 0 < y(t) = K/D(t) < K (C1-003.T7, C1-003.T4).
2. D es derivable con D'(t) = —rCe "(¢=%) (C2-023.T1 con k = —7), y por la regla del cociente
(C1-029.T3) y es derivable con
KrCeT(tto)
y'() = D@z
3. Porotrolado,1 —y/K =1—1/D = Ce "(t=%) /D, asi que

K Ce "=t

Ty(l—y/K)=r-5- D

=y'(t)
(K1-K9).

4. y(to) = K/(1+C) =K/(K/yo) = o

5. Limite: sea ¢ > 0. Como Iim,_,_, expx = 0 (C2-012.T8), hay M con e* < ¢ parax < M; si
t > ty—M/r, entonces —r(t—ty,) < My0 < e "("t) < g (C1-003.T4). Asi im,_,,, e "¢~t0) = 0
(C1-020.D1),D(t) » 1y y(t) » K (C1-020.T2, C1-018.T1).
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Unicidad.

1. Seaz : I —» (0,) derivable con z’' = rz(1 — z/K) y z(t;) = yo.Comoz > 0,w := 1/zes
derivable (C1-029.T3, C1-029.C1) y

: iz_wz_r(l_l)z_r( 1)_

W= z? z K YTk
2. Por C2-023.C1,conk =-1r,A=1/Kyw(ty) = 1/y,:
1 1 1 1 K —yq
wit)=—+(——=)e Tt = —(1+ ——e 7t
3. Porlotantoz=1/w=y. 1
I)'/Ialthus
1 K
1000 e .'l .........................................
1
logistica
100 A
0 5 10 15 20

Figura 25: Logistica con K = 1000, y, = 100, = 0.5 (continua) frente a Malthus 100e%°* (punteada).

Por qué cada hipotesis

A 1debe ser un intervalo

Enl = (—1,0)U (0,1),cont, = 1/2,1afunciény = e** en (0,1) y y = 2e* en (—1,0) cumple
y' = kyentodolyy(1/2) = e*/?, perono es e¥/2e*(t=1/2) en (-1, 0). Lo que falla es C1-034.T1:

«derivada cero = constante» solo vale en un intervalo.
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A Sin condicién inicial no hay unicidad

y = 0yy = e* cumplen y’ = ky. La ecuacién sola tiene una solucién para cada y,; el dato
y(ty) = yo lafija. En el resorte hacen falta dos datos, y(ty) y ¥’ (to): cos(wt) y cos(wt) +sen(wt)

cumplen y(0) = 1 pero tienen distinta velocidad inicial.

A La unicidad de la logistica es entre soluciones positivas

1
i
1
. El teorema solo compara con soluciones positivas porque el método divide entre z. La unicidad
I
. sin esarestriccion es cierta, pero se demuestra con el teorema de Picard (otra materia).

1

Ejercicios

1. Una bacteria se duplica cada 20 minutos. Si hay 1,000 a las 8:00, ;cuantas hay a las 9:00?

2. Unisétopo tiene vida media de 5 afios. ;Qué fraccion queda a los 15 afios? ;Y a los 7 afios?

3. Demuestra que la Unica y derivable en R con y’ = 2ty y y(0) = 1es et”. (Sugerencia: deriva
y(®e )

4. Parael resorte con w = 2,y(0) = 1y y’'(0) = 0, ;cuando pasa y por primera vez por 0?

5. Enlalogistica con K = 1000, y, = 100y r = 0.5, calcula y(10).

Respuestas

1. k = (log2)/20; en 60 min se duplica 3 veces: 8,000.

2. 1/8; (1/2)7/5 = 0.379.

3. u=ye " tieneu = (y' — 2ty)e~t” = 0,asf que u = u(0) = 1 (C1-034.T1).

4. y = cos 2t (C2-023.T2); se anula por primeravez en 2t = /2,t = /4 (C2-014.C1).
5. 1000/(1 + 9e™°) ~ 942.8.



C2-024 - Series convergentes

Motivacion

Libros en el borde de la mesa

Apilas libros iguales, de largo 1, en el borde de una mesa, cada uno un poco mas afuera que el de
abajo. La fisica del equilibrio (que aqui tomamos como dato) dice que, con la mejor acomodacion,
n libros sobresalen en total

1, 1 1 1
(IR

(Puede el libro de arriba quedar completamente fuera de la mesa? Con 3 libros sobresalen
11/12 < 1; con 4, 25/24 > 1:si. ;Y hay un tope? Las sumas crecen cada vez mas despacio:
para sobresalir dos libros completos hacen falta 31 libros, y para tres, 227. Aun asi, veremos
que no hay tope.

Doénde falla la analogia: la formula del voladizo es fisica, no la demostramos; y una pila real de

227 libros no se sostiene.

Bl tststi)=5

mesa

Figura 26: Cuatro libros: el de arriba sobresale 1/2 respecto al segundo, el segundo 1/4 respecto al

tercero, y asi; en total 25/24.

Una suma infinita no se puede «hacer» sumando: no se termina nunca. Lo que si se puede hacer es

179
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sumar los primeros n términos y preguntar si esos totales se acercan a un nimero. Asi, una serie es
una sucesién disfrazada: la de sus sumas parciales, y todo lo que sabemos de sucesiones (Calculo I,

capitulo 4) se aplica.

Definiciones

Definicion C2-024.D1 (serie)

sz = n g g
Para una sucesién (a,), sus sumas parciales son s, := ), _, a,. La serie ), a,, converge a S si

S, = S,y se escribe Z:;l a, = S; si (s,) no converge, diverge. Igual con indices desde 0 o desde

A El simbolo tiene dos usos

2. a, nombra a la serie (converja o no); )., —; a, = S afirma que converge y que su suma es S.

Resultados

Linealidad y término general

Teorema C2-024.T1 (linealidad)

SiYa,=S,2b,=Tyc € R, entonces ),(a, +b,) =S+ Ty)ca, =cS.

Demostracion.

1. Por C1-005.T12, las sumas parciales de }(a,, + b,) y de }; ca, son s, + t, y cs,, donde s, y t,
sonlasde ) a, y Y by.
2. Por C1-013.T2,s, +t, - S+ Tycs, = cS (la constante c converge a c, C1-012.T2). &

Teorema C2-024.T2 (término general)

Si ). a, converge, a,, = 0.

Demostracion.
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1. Sea S'la suma. Paran = 2, a, = s, — s,—1 (C1-005.D2).

2. (Sp—1)n>2 €s (sy) recorrida un lugar, y también converge a S (C1-012.T3 b).

3. Por C1-013.T2,a,, = s, — Sp_1 = S — S = 0, y cambiar el primer término no afecta (C1-012.T3

a).

A El reciproco es falso

1/n - 0y, como veremos en C2-024.E1, ) 1/n diverge. Que el término general tienda a 0 es

necesario, no suficiente.

La serie geométrica

Teorema C2-024.T3 (geométrica)

Z;O:o r™ converge & |r| < 1,y entonces vale 1/(1 —r).

Demostracion.

1. Si|r| < 1, entonces r # 1y por la suma geométrica finita (C1-005.T8)

n
1-— rn+1
Sn = Z ‘r'k  —
1—-r
k=0
. Por C1-014.T3,7™ — 0,y por C1-012.T3 (b), r™** - 0.
1-0 1

. Por C1-013.T2, = _
or Sn - 1 g 1 —

Si|r| = 1, entonces |r™| = |r|* = 1 para todo n (C1-005.T9; con |r| = 1 es igualdad).
Asi (r™) no tiende a 0: con € = 1 ningn N cumple |r™ — 0| < 1 paran > N (C1-012.D1).
Por C2-024.T2, 1a serie diverge. B

o Ul oA W oN

Zenény el 0.999...
Para cruzar un cuarto caminas la mitad, luego la mitad de lo que falta, y asi: % + % + - =
2 Z,?=0(1/2)" = % -2 =1(C2-024.T1, C2-024.T3). Del mismo modo, 0.999 ... = Z;o:l 9/10™ =

2
2 .1 =1, comoenC1-009.T2.

10 1-1/10
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Criterio de Cauchy

Teorema C2-024.T4 (criterio de Cauchy)

Y. a, converge < para todo € > 0 existe N tal que | Z’,Zl:nﬂ ay| < € paratodosm >n = N.

Idea de la demostracion
El bloque Z;(nznﬂ ay €s Sy, — S, el criterio es la definicion de sucesion de Cauchy para (s;,),y en

R Cauchy equivale a convergente.

Demostracion.

1. Param > n, partiendo la suma (C2-001.T1 b),

m m
Sm = Sp + Z a, es decir, z Ay = Sy — Sp-
k=n+1 k=n+1

2. La condicion del enunciado dice entonces: paratodo ¢ > 0 hay N con |s,, —s,| < esim >n = N.

3.Sim=mn,|sp—sul =0<¢gsim<n,|sy, — sy = sy, — Sm| (C1-004.T1) y se aplica el caso
anterior con los papeles cambiados.

4. Por lo tanto la condicién equivale a que (s,,) sea de Cauchy (C1-016.D1).

5. Por C1-016.T1y C1-016.T3, (s,,) es de Cauchy siy solo si converge, es decir (C2-024.D1), si y solo

si ), a, converge. &l

Colas y términos no negativos

Teorema C2-024.T5 (colas)

[oe] o)
ParaN, € N: ¥, _; a, converge © X, _y , an converge, y entonces
o] Ny o
n=1 n=1 n=No+1

S] . . . s 7 .
lacola },,,_y 1 @, tiende a 0 cuando N — oo. Cambiar un ntimero finito de términos no altera la

convergencia.
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Demostracion.

1. Las sumas parciales de la cola son t,, := ,IZSVTH ay (m = 1). Partiendo la suma (C2-001.T1 b),

SNg+m = Sng T tm-
2. (sp) converge siy solo si (Sy, +m)m converge (C1-012.T3 b), siy solo si (t,,) converge (C1-013.T2,
sumando o restando la constante sy ). En ese caso, S = sy, + limt;,.
3. SiS =) ap,lacoladesde N+1valeS—sy (paso2conNy, = N),yS—sy - S—S =0(C1-013.T2).
4. Sia, = b, paran > N, las colas desde N, + 1 son la misma serie; por el paso 2, Y. a, y . b,

convergen ambas o divergen ambas. Bl

Teorema C2-024.T6 (términos no negativos)

Si a, = 0 para todo n, Y a, converge < (s,) esta acotada; si no, s,, = .

Demostracion.

1. Spe1 = Sp + apyq = S, (C1-005.D2, C1-003.T9): (sy,) es creciente (C1-014.TO0).
2. Si (s,) esta acotada, converge (C1-014.T2). Si converge, esta acotada (C1-013.T1).
3. Sino estd acotada, dado K hay N consy > K,yparan > N, s, = sy > K:s, = o (C1-020.D1). 1

Dos ejemplos decisivos

Ejemplo C2-024.E1 (telescopica y armodnica)
Y. 1/(n(n + 1)) = 1. Laarmodnica ), 1/n diverge: s,,, — s, = 1/2.

Demostracién (telescépica).
1. Parak =1 _ 2 K1-K9
Parak 21 ey Tk T e (KO
2. Concy :=—1/(k + 1), el sumando es ¢, — c;_q,y por la telescépica (C2-001.T1 a)

1
n+1

Sp=Cp—Co=1-—

3. 1/(n+ 1) - 0 (C1-012.T2, C1-012.T3 b), asi que s,, —» 1 (C1-013.T2).

Demostracién (armonica).
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Por C2-001.T1 (b), Sz — Sp = Sarvq 1/k.

Por C1-005.T12 (b) y (d), 520 = $p 20" o= = 5.

B> W N

que falla la condicion de C2-024.T4 y la armonica diverge.

5. Como sus términos son positivos, s, = o (C2-024.T6). &

1g-e--—-- ;'.' E RN AN AN NN T T T TS T .
[ ]
[ ]
[ ]

0 10 20 30
n

Cada uno de esos n sumandos cumple k < 2n, asi que 1/k = 1/(2n) (C1-003.T7, C1-003.T9).
1 1

Con € = 1/2: para cualquier N, los indicesm = 2N >n = N = N dan |qu:n+1 1/k| > 1/2,asi

Figura 27: Sumas parciales: la armonica crece sin cota, aunque despacio; la telescopica se pega a 1.

Regreso a los libros: el voladizo de n libros es > Sn CON Sy la suma parcial de la arménica, que tiende a

co. Con suficientes libros sobresalen tanto como quieras.

Por qué cada hipotesis

A En el criterio de Cauchy hacen falta bloques largos

menos 1/2.

Si solo se pide |sp41 — Sp| = |an+1]| < € la condicidon es a,, — 0, que no basta: en la armonica

cada término es pequefio, pero los bloques de n términos entre n + 1 y 2n siempre suman al
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A\ El criterio de Cauchy necesita la completitud

En Q el criterio falla: la serie de los digitos decimales de v2, 1 + 4/10 + 1/100 + 4/1000 + ---,

tiene sumas parciales racionales que cumplen la condicién de Cauchy, pero su limite V2 no es

racional (C1-008.T1). En la demostracién, la completitud entra a través de C1-016.T3.

Ejercicios
1. Calcula Y, (=1/3)"y S, 27™
oo 1 1
2. Demuestra que anl m = E
3. Demuestra que Y;n/(n + 1) diverge.
4. Si Y a, convergey Y. b, diverge, demuestra que Y:(a,, + b,) diverge.
5. Da un ejemplo de dos series divergentes cuya suma término a término converja.

Respuestas

1. 1/(1+ 1/3) = 3/4; % .2 =1/2 (C2-024.T1, C2-024.T3).

2. Telescopicaconc, =—=1/(k+2):s,=1/2—-1/(n+2) > 1/2.

3. n/(n+1) > 1+ 0; por C2-024.T2 diverge.

4. SiY.(a, + by,) convergiera, ), b, = ).((a, + b,) — a,,) convergeria (C2-024.T1).
5 X1yY(—1):lasumaes ), 0 = 0.




C2-025 - Criterios para términos

positivos

Motivacion

El tinaco que gotea

Un tinaco de 2 litros, vacio, esta bajo una llave que gotea cada vez menos: en el minuto 1 cae
1 litro, en el minuto 2, 1/4 de litro; en el minuto n, 1/n? litros. Si la dejas para siempre, ;se
desborda?

Tras 10 minutos hay 1.5498 L; tras 100, 1.6350 L. Crece, pero cada vez menos. Dibuja la curva
y = 1/x?: el agua del minuto k es un rectdngulo de base 1 y altura 1/k? que cabe bajo la curva
en [k —1,k].Elareabajolacurvade 1anes1—1/n < 1. Con el primer litro, el total nunca pasa
de 2: el tinaco no se desborda.

Si en el minuto n cayera 1/n litros, se desbordaria en el minuto 4, porque 1 + % + % + % = % > 2
(y la armdnica crece sin cota, C2-024.E1).

Doénde falla la analogia: el agua llega en gotas que no se pueden dividir sin fin, y nadie espera

una infinidad de minutos.

Para series de términos no negativos la pregunta es una sola: ;estadn acotadas las sumas parciales?
(C2-024.T6). Los criterios de esta clase la responden comparando con algo conocido: otra serie, una

geométrica o una integral.

186
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Resultados

Comparacion

Teorema C2-025.T1 (comparacion)

Si0 < a, < b, paratodon = Ny: Y, b,, converge = ), a,, converge; ), a, diverge = ), b,, diverge.

Demostracion.

1. Supdn que Y b,, converge. Por las colas (C2-024.T5), anNo b,, converge; sus sumas parciales es-
tan acotadas por un B (C2-024.T6).

2. Param = No, Ty—y, @ < Tyey, b < B (C1-005.T12 d).

3. Por C2-024.T6, anNo a, converge, y por C2-024.T5 también ), a,,.

4. La segunda afirmacion es la contrapositiva de la primera. l

Teorema C2-025.T2 (comparacion al limite)

Siay, b, >0ya,/b, > Lcon0 <L <o, a,y b, convergen ambas o divergen ambas.

Demostracion.

1. Cone = L/2 > 0 (C1-003.T8) hay N tal que, paran = N, |a,/b, — L| < L/2 (C1-012.D1), es

decir,
a, 3L

L < <

2 b, 2

2. Multiplicando por b,, > 0 (C1-003.T4): %bn <a,< % b, paran > N.

3. Si ) b, converge, Y. %bn converge (C2-024.T1) y por C2-025.T1 Y a,, converge.

: 2 2
4. Si ) a, converge, . T ay converge y, como b, < ~an, Y. b, converge. B
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Cociente y raiz

Teorema C2-025.T3 (cociente)

Sia, >0yay,y1/a, = L:siL <1, a, converge;siL > 1 (0ay1/ay, = ©),a, notiendeaOy

Y. a, diverge.

Idea de la demostracion
A partir de cierto lugar, cada término es a lo mas g veces el anterior, con g < 1: la serie queda

debajo de una geométrica.

Demostracion.

.SiL<1,seaq:=(L+1)/2,conL < q <1(C1-003.T8).Cone = g—LhayN talquea,,/a, < q,

es decir, a,+q < qay, paran = N (C1-012.D1, C1-003.T4).

. Por induccién (C1-005.T1), a, < ay q" N paran > N (C1-005.T9).

3. X, anq Vq" converge (C2-024.T3, C2-024.T1), asi que ¥, a,, converge (C2-025.T1).

SiL > 1 (o el cociente tiende a =), hay N con a,,.¢/a, > 1, es decit, a,,1 > a,, paran = N
(C1-012.D1, C1-020.D1).

. Por induccién, a, = ay > Oparan = N.Sia, = 0,con e = ay habrian = N con a,, < ay:

contradiccion. Asi a,, 40 y la serie diverge (C2-024.T2). ®

Teorema C2-025.T4 (raiz)

Sia, > 0y?/a, - L (con V0 :=0):siL <1,Y a, converge;siL > 1, a, notiendea0yY a,

diverge.
Demostracién.
1. SiL<1,seaqconl < q <1(C1-003.T8). Hay N con %/a,, < q paran = N (C1-012.D1).
2. Paraesosn, a, = (%/a,)™ < q™ (C1-023.C2, C1-005.T9; si a,, = 0, es inmediato).
3. Por C2-024.T3y C2-025.T1, )’ a,, converge.
4. SiL > 1,hay N con %/a,, > 1 paran = N,y entonces a,, > 1™ = 1 (C1-005.T9): a,,»0 y la serie

diverge (C2-024.T2). 1
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Criterio de la integral

Teorema C2-025.T5 (criterio de la integral)

Sean Ny € Ny f : [Ny, ) = R decreciente con f > 0. Paran = Ny + 1:

n n n-1
PRCEIREDNIG!
k=No+1 No k=N,

. [0 o] [ee)
En consecuencia Zn=N0 f (n) converge & fNo f converge.

Idea de la demostracion
En cada [k—1, k] laintegral queda entre el valor de la derecha, f (k), y el de laizquierda, f (k—1);

al sumar, la serie y la integral se acotan una a la otra.

1 y:_l_/_ﬂzf___:
i i n n—1
; | <[ 5w
: H 1 k=1
04 : : i : :
1 2 3 4 5 6

Figura 28: Rectangulos grises de altura f (k) bajo la curva y punteados de altura f(k — 1) sobre ella,
para f(x) = 1/x2.

Demostracion.

Paso 1: un tramo.

1. Seak = Ny + 1. f es mondtona en [k — 1, k], asi que es integrable ahi (C2-003.T2).
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2. Como f es decreciente, parax € [k — 1, k], f(k) < f(x) < f(k—1).
3. Por C2-006.T1conb —a = 1:
K

fos [ ferte-n.

k-1

Paso 2: sumar.

1. Sumandodek = Ny + 1an (C1-005.T12 d):

n n k n
feos > | f< ) fl-.
k=No+1 k=Ng+1 k=1 k=Ng+1

2. Por la aditividad (C2-004.C1) y una induccién en n (C1-005.T1), la suma de integrales es f;o f.
3. Recorriendo el indice (C1-005.T12 c), la suma de la derecha es ZZ;;,O f (k). Esto prueba la des-

igualdad del enunciado.
Paso 3: la equivalencia.

1. Sea F(b) := f;;of parab > N,.Sib < b',F(b") — F(b) = fbbl f = 0(C2-004.C1, C2-004.T3,
f = 0): F es creciente.

2. Para cada b hay un enteron = b (C1-007.C1),y F(b) < F(n). Asi, {F(b) : b > N,} estd acotado
siysolosi{F(n):n > Ny + 1} lo esta.

3. Si fn: f converge a I, entonces F(n) < I (C2-010.T3, el limite de una creciente es su supremo),
y por el paso 2, ZLNGH f(k) < I:las sumas parciales estdn acotadas y %,y +1 f () converge
(C2-024.T6); con el término f(N,) también ZnZNO f(n) (C2-024.T5).

4. Si anzvo f(n) converge a S, por el paso 2, F(n) < Z:;,lvo f(k) <5 (C2-024.T6). Por el punto 2, F
estd acotada, y la integral converge (C2-010.T3). H

Corolario C2-025.C1 (series p)

Parap € R, ), 1/nP converge © p > 1.

Demostracion.

1.Sip <0,1/nP = n7? > n® = 1 (C2-012.T5, C2-012.T6), asi que 1/nP-$0 y la serie diverge
(C2-024.T2).
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2.Sip>0,f(x)=xPes>0en[l,0)(C2-012.T5) y f'(x) = —px~P~1 < 0 (C2-012.T6), asi que
f es decreciente (C1-034.T2).

3. Por C2-025.T5, ); 1/nP converge siy solo si floo x~P dx converge, es decir (C2-012.C1), si y solo si
p>1.1

Ejemplos

Ejemplo C2-025.E1

2. 1/n!y ¥ n/2™ convergen (cociente); ). ., 1/(nlogn) diverge (integral: fzb dx/(xlogx) =

log(log b) — log(log2)); L = 1 no decide en el cociente ni en la raiz: ), 1/n diverge y ¥, 1/n?

converge.
Demostracion.
CAGREDL 0 <1(C1-012.T2,C1-012.T3),y >. 1/n! C2-025.T3
- - ) ' - ) * - . .
1/n! n+1 ( ) ), ¥ 22 1/n! converge ( )
(n+1)/2Mt 1 1 1 )
2 Y E(l + E) -5 <1 (C1-013.T2),y X n/2" converge.

3. En[2, ), g(x) = xlogx es derivable con g’ = logx+1 > 0 (C1-029.T2,C2-011.T1),asique g es
estrictamente creciente y positiva (g(2) = 2log2 > 0); por C1-003.T7, f = 1/g es decreciente
y> 0.

4. log(log x) es derivable en (1, ) con derivada
regla de Barrow (C2-009.C1)

1
Togx " (C1-030.T1, C2-011.T1), asi que por la

bodx
fz xlogx = log(logb) —log(log2) — oo

cuando b — o (C2-011.T3 dos veces). Por C2-025.T5, .., 1/(nlogn) diverge.

5. Para 1/ny para 1/n?, el cocienteesn/(n+ 1) » 1y (n/(n+ 1))? - 1;laraizes 1/¥n - 1y
1/(}n)? - 1 (C2-012.T8, C1-013.T2). En ambos casos L = 1, y una serie diverge (C2-024.E1) y
la otra converge (C2-025.C1). ®
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Por qué cada hipotesis

A El criterio de la integral necesita f decreciente

Sea f continua, > 0, igual a 0 salvo en «picos» triangulares de altura 1 y base 1/n? centrados en
cada entero n. Entonces f(n) = 1y ). f(n) diverge, mientras que floo f < ¥ 1/(2n?) converge.

Sin monotonia, los valores en los enteros no dicen nada del area.

___________________________________________________________________________

AL =1nodecide

En el cociente y en laraiz, L = 1 es compatible con convergencia y con divergencia (C2-025.E1). |

Y si a,+1/a, no tiene limite, el teorema no dice nada.

A Comparar en la direccién correcta

Ser menor que una divergente no dice nada: 1/n? < 1/ny Y. 1/n? converge. Ser mayor que una
convergente tampoco: 1/n > 1/n? y ¥ 1/n diverge. |

Ejercicios

G o W

n 2" n n
n? +n'2n2 +1'ZE'Z(2n+1) '
Demuestra que Y, n?/3™ converge.
Parap > 1, usa C2-025.T5 para probar Z;o:l 1/mP<1+1/(p—1).

Demuestra que Y., 1/(n(logn)?) converge.

Decide si convergen: ),

Sia, = 0y Y a, converge, demuestra que Y, a2 converge.

Respuestas

1.

2.

Converge (comparacién al limite con 1/n?, cociente - 1); diverge (al limite con 1/n); converge
(cociente 2/(n + 1) — 0); converge (raizn/(2n+ 1) - 1/2).
Cociente (1 +1/n)?/3 > 1/3 < 1.

3. ZZ=2 k7P < fln xPdx <1/(p—1) (C2-012.C1); se suma el primer término.

4,
5.

fzb dx/(x(logx)?) = 1/log2 — 1/logh < 1/log2; con C2-025.T5.

a, — 0, asi que a, < 1 paran grandey a2 < a, (C2-025.T1).



C2-026 - Series alternantes y

convergencia absoluta

Motivacion

El caminante indeciso

Un caminante sale de la puerta: avanza 1 m, se arrepiente y retrocede 1/2 m, avanza 1/3 m,
retrocede 1/4 m, y asi para siempre. ;Se aleja sin fin, oscila entre dos puntos o se detiene en un
lugar?

Sus posiciones son 1, 0.5, 0.8333, 0.5833, ..,; tras 10 pasos estd en 0.6456 y tras 11 en 0.7365.
Las posiciones tras pasos pares suben, las de pasos impares bajan, y la distancia entre ellas es
el largo de un paso, que tiende a cero. Se detiene en un punto: veremos que es log 2 = 0.6931.
Dénde falla la analogia: un caminante real no puede dar pasos de una milésima de milimetro, y

el modelo supone que nunca se equivoca de direccion.

Si se suman los pasos sin signo, 1+ % + % +--+,la suma diverge (C2-024.E1). Con signos alternos converge.

Esta diferencia tiene nombre: convergencia condicional.

Definiciones

Definicion C2-026.D1

Y. a, converge absolutamente si }; |a, | converge, y converge condicionalmente si converge

y . |a,| diverge.

193
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Definicion C2-026.D2 (partes positiva y negativa)

i lan| + an lan| — an

Pn 5 = max(an,0),  gn:= = max(—ap, 0);

asiay, =pn — qnylan| = pn + qn.

Las igualdades con el maximo salen de C1-004.D1:sia, = 0,p, = a,yqn, = 0;sia, <0,p, =0y

q, = —a,. En ambos casos p,,, g, = 0.

Resultados

Criterio de Leibniz

Teorema C2-026.T1 (Leibniz)

Sea (a,,) decreciente con a,, — 0 (en particular a,, = 0). Entonces Y,(—1)"*1a,, converge; su

suma S cumple s, < § < S Y |S — Spl £ ay41 para todo n.

Idea de la demostracion
Las sumas pares suben, las impares bajan, y la distancia entre ellas es un término que tiende a

cero: las dos convergen al mismo nimero.
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1.0 ® 59, (suben)

O  s9,_1 (bajan)

Figura 29: Sumas parciales de 1 — % + % — ---: las pares (llenas) suben, las impares (huecas) bajan, y

encierran a log 2.

Demostracion.

Paso 1: signo de los términos.
1. Param = n, a,, < a, (decreciente). Haciendo m — o (C1-013.T3), 0 < a,,.
Paso 2: pares e impares.

1. Por la definicién recursiva de las sumas (C1-005.D2),
San+2 = San T (A2n+1 — G2nt2) 2 Son,

porque dyp 42 < Aopeq- Asi(S2y,) es creciente (C1-014.T0).

2. Del mismo modo,
Son+1 = San—1 — (A2n — A2n41) < Son-1,

y (S2n—1) es decreciente.

3. Ademas Sy, = Sop—1 — Aan < San—1 (paso 1). Juntando,

Sy < Son < Son—1 < S1-

Paso 3: el limite comun.
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Por C1-014.T2, (s,,,) converge a su supremo P y (S,,,_1) a su infimo I.

a,, — 0:dado ¢, el N de a,, — 0 sirve, porque 2n = n > N (C1-012.D1).

Por C1-013.T2,1 — P = lim(S3,_1 — Spp,) = limay, = 0.Sea§ :=P = I.

Dado ¢ > 0, hay N; con |sy, — S| < €sin = Ny, y N, con |sy,-1 — S| < €sin = N,. Todo
k = 2N; + 2N, es de la forma 2n o 2n — 1 (C1-005.T7), conn = N; yn = N,; en ambos casos
|se — S| <e.

W N

5. Por C1-012.D1, s, — S:la serie converge a S.

Paso 4: las cotas.

1. S es el supremo de los pares y el infimo de los impares, asi que sy, < S < 5,,,,_1 para todom
(C1-006.D1).

2. Sin=2m:0<S — 5y < Som+1 — Sam = Qom+1 = Ant1-

3.Sin=2m—-1:0< 51— S < Sym—1 — Soam = Qom = Qpy1-

4. En ambos casos (C1-005.T7), |S — s,,| < a,4+1 (C1-004.T3). W

Convergencia absoluta

Teorema C2-026.T2

Si )} a,, converge absolutamente, converge, y | > an| < Y lagl.

Demostracion.

1. Seae > 0.Como ), |a,| converge, por el criterio de Cauchy (C2-024.T4) hay N con ZZ;nH lax| <
esim>nz=N.

2. Por la desigualdad del triangulo para sumas (C2-001.T1 c),

m m
| Z ak|S z lag| <e,

k=n+1 k=n+1

y por C2-024.T4, }; a,, converge.
3. Sean s, y t,, las sumas parciales de ), a,, y Y. |a,|, con limites S y T. Por C2-001.T1 (c), |s,| < tp.
4. |sy| = |S]|, porque ||sn| - |S|| < |s, — S| (C1-004.T5, C1-012.D1). Por C1-013.T3, |S| < T. W
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Teorema C2-026.T3

Y. a, converge absolutamente & Y, p,, v 2. q,, convergen. Si }; a,, converge condicionalmente, las

sumas parciales de ). p,, y de Y. g, tienden a oo.

Demostracion.

1. 0<p, <|a,|ly0 < q, <la,| (C2-026.D2,C1-004.T1).Si ). |a,| converge, Y. p,, V 2. q, convergen
por comparacién (C2-025.T1).
2. Si ) pny 2 qn convergen, Y, |a,| = X.(pn + qn) converge (C2-024.T1).

3. Supodn que ), a,, converge condicionalmente. Si ), p,, convergiera, como q, = p, — a,, también
> qn, convergeria (C2-024.T1), y por el punto 2 Y. |a,, | convergeria: contradiccién.

4. Asi}, p, diverge; como p,, = 0, sus sumas parciales tienden a co (C2-024.T6). Lo mismo para }; q,,

conp, =q,+a,. 1
La armoénica alternante

Ejemplo C2-026.E1 (armdnica alternante)

¥ (—1)™*1/n converge condicionalmente y su suma es log 2.

Demostracion.
Converge condicionalmente.

1. (1/n) es decreciente y tiende a 0 (C1-003.T7, C1-012.T2); por Leibniz (C2-026.T1) la serie con-

verge.
2. X |(-D™1/n| = ¥ 1/n diverge (C2-024.E1): la convergencia es condicional (C2-026.D1).

Su suma es log 2.

1. log2 = flz dx/x (C2-011.D1), y por el cambio lineal (C2-015.T2 conr =1,s = 1),

1 de

log2= | —.
Bs= ) T+t
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2. Por la suma geométrica finita (C1-005.T8 con razén —t # 1), parat € [0,1]yn € N:

1 n—-1 (_t)n
I — —t)k
= 20
k=0

3. Los sumandos son continuos en [0, 1] (C1-022.T2), asi que integrables (C2-003.T1). Por lineali-
dad (C2-004.T2) y fol thdt =1/(k + 1) (C2-009.E1):

1 n

dt.

1 z—ni(_l)kHe =5, +R R, := 1"f
o8 Lkt n = ST ni= (D o 1+t

4. En[0,1],0 < t"/(1 +t) < t™ (C1-003.T7). Por C2-004.T4 y C2-004.T3,

1

1
R, < t"dt = ——.
lnl__f;) n+1

5. Asi|log2 —s,| <£1/(n+ 1) - 0,y por el sdndwich (C1-014.T1) s,, = log 2. &

Conn = 10: 515 = 0.6456y |log2 — s19| < 1/11 = 0.0909 (de hecho es 0.0475).

Por qué cada hipotesis

A Leibniz sin monotonia

a, = 1/nsinesimparya, = 1/n? sin es par: a,, = 0 pero no es decreciente. Entonces

A Leibniz sinan—- 0

! a, = 1+ 1/n es decreciente pero tiende a 1: (—1)"*1q, no tiende a 0 y la serie diverge (C2-
. 024.T2).
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A Convergente no implica absolutamente convergente

1
:
1
. Laarmonica alternante converge y la armonica diverge. Solo vale «absoluta = convergente» (C2-
I
]
I
1

026.T2).
Ejercicios
1. Decide si convergen absoluta o condicionalmente: },(—1)"/vyn, X.(—1)"*/n?, X(—1)"n/(n + 1).
2. ;Cuantos términos de Y.(—1)"*!/n? garantizan, por Leibniz, un error menor que 0.01?
3. Demuestra que Y,(—1)"*1/(2n — 1) converge.
4. SiY a, converge absolutamente, demuestra que Y, a2 converge.
5. Demuestra que si ), a,, converge condicionalmente, entonces a,, toma infinitos valores positivos

e infinitos negativos.

Respuestas

S

Condicional (Leibniz; ¥, 1/+/n diverge, C2-025.C1); absoluta; diverge (el término no tiende a 0).
1/(n+1)? < 0.01sin+1>10:n = 10.

1/(2n — 1) es decreciente y tiende a 0; C2-026.T1.

la,| = 0 (C2-024.T2), asf que a? < |a,| para n grande; comparacion.

Si solo hubiera finitos positivos, p, = 0 desde algiin ny }; p,, convergeria, contra C2-026.T3; igual

con los negativos.



C2-027 - Reordenamientos

Motivacion

La libreta de la tienda

. . . . 1 1 1
En la libreta de una tienda se anotan movimientos en miles de pesos: +1, —% +=, —=, .., una

3’ 4
infinidad de movimientos cada vez mas chicos. En ese orden, el saldo se acerca alog?2 = 0.693:
unos 693 pesos (C2-026.E1).

El contador propone anotar exactamente los mismos movimientos en otro orden: un ingreso y

dos egresos,

;Cambia el saldo? Con un nimero finito de movimientos, nunca: la suma es conmutativa. Con
una infinidad, si: el nuevo saldo tiende a (log 2)/2 = 0.347, unos 347 pesos. Y con otro orden se
llega a 1,500 pesos, o a lo que quieras.

Doénde falla la analogia: una libreta real tiene finitos movimientos, y entonces el orden no impor-

ta (lo demuestra C2-027.T0). El fenémeno es puramente infinito.

Definiciones

Definicion C2-027.D1

Un reordenamiento de )’ a,, es una serie ), a;(,) con o : N - N biyectiva.

Sumas finitas sin orden

Las sumas finitas de Calculo I (C1-005.D2) se definen en un orden, y C1-005.T12 y C2-001.T1 nunca
lo cambian. Para comparar una serie con su reordenamiento hace falta saber que una suma finita no

depende del orden.

200
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Proposicion C2-027.T0 (sumas finitas sin orden)

Sean (a;) realesy F c N finito con r = 1 elementos.

(@) Sijy, ., jryly, -, I, son dos listas sin repeticidn de los elementos de F, Z:=1 a;, = Zzzl ag;

ese nliimero se escribe Y cr a (V Xgep ax = 0); en particular YXpce; gy ax = 21’;1 ay.
(b) SiF=GUHconGNH=0,Y,cr = Xreg U + Lken k-

(c) |ZREF ak| < Yrerlagl;siay = 0paratodok EFyG C F, Y pce Ak < Dper k-

Idea de la demostracion
Selocaliza en la segunda lista el iltimo sumando de la primera, se le pasa al final (asociatividad y
conmutatividad de dos sumandos) y se aplica lainduccién alo que queda, que tiene un elemento

menos.

Demostracion.

En lo que sigue, una suma con cero sumandos vale 0, y para una lista ¢y, ..., ¢, seguida de otra dy, ..., dg,
la suma de la lista unida es Y}_, ¢; + Y, d; (C2-001.T1 b, con la convencién de C2-001.T1 b para la

segunda parte; si una de las dos listas es vacia, es inmediato).

(a), por induccion en r (C1-005.T1). Sea A el conjunto de los r € N tales que (a) vale para todo F con r

elementos y todo par de listas.

1. 1 € A: si F tiene un elemento, las dos listas son ese mismo elemento.

2. Sear —1 € Aconr = 2,y sean j, [ dos listas sin repeticidn de F, con r elementos.

3. Seax := j,.. Como [ recorre F sin repetir, hay un tnico s € {1, ...,r} con [ = x.

4. Partiendo lalistalen ly,...,ls_1, luego I y luego lgy4, ..., 1 (C2-001.T1 b), y reacomodando con
la asociatividad y la conmutatividad (K1, K2):

T s—1 T
Yo Yater Y
i=1 i=1 i=s+1
s—1 T
= (Z a; + Z ali) + a,.
i=1 i=s+1

5. El paréntesis esla suma de lalista l4, ..., [;_1, ls41, ..., ;- (C2-001.T1 b, C1-005.T12 c), que recorre
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F \ {x} sin repetir. También j,, ..., j._4 recorre F \ {x} sin repetir.
6. F \ {x} tiene r — 1 elementos; como r — 1 € A, el paréntesis es igual a Z:ll aj,.
7. Asi

T r—1 T
zali :Zajt +aj, :zajz
i=1 i=1 i=1

(C1-005.D2). Luegor € A,y A = N (C1-005.T1).

8. Lalista 1,2, ..., K recorre {1, ..., K} sin repetir, asi que Yyeq ) Qk = Zfﬂ ay.

(b).

1. Si G o H es vacio, es inmediato. Si no, una lista sin repeticiéon de G seguida de una de H es una

lista de F, sin repeticiéon porque G N H = @.
2. Por (a) y la suma de una lista unida (C2-001.T1 b), X cr ax = Zpec U + ey k-

(c).

1. La primera desigualdad es C2-001.T1 (c) aplicada a una lista de F.
2. Siay=20enFyG c F,por(b)conH :=F\ G, Xpcr Ok = Xpec O + Zxen k-
3. Yken Ak = 0: esuna suma de términos > 0 (C1-005.T12 by d, con }; 0 = 0).

4. Porlo tanto Y, ¢ ax < Yyep ax- B

Resultados

Dirichlet: con convergencia absoluta el orden no importa

Teorema C2-027.T1 (Dirichlet)

Si ), a,, converge absolutamente con suma S, todo reordenamiento converge absolutamente y

susumaesS.

Idea de la demostracién
Pasado cierto lugar, el reordenamiento ya incluyé los primeros N términos; lo que sobra son

términos lejanos, cuyo valor absoluto total es la cola de }; |a,|, que es pequeiia.
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Demostracion.

Sea g biyectiva, t,,, := ZT=1 Ao(n) Y B i= {0(1), ...,a(m)}, que tiene m elementos; por C2-027.T0O (a),

tnl==2keﬂnak-

Paso 1: converge absolutamente.

1. Sea K el maximo de F,, (C1-005.T13). Por C2-027.T0 (a) y (c), con |ax| = 0y F,, c {1, ...,K}:

m K 0o
D lagewl= D ladd < ) lal < ) lal,
n=1 k=1 k=1

KEFy,

la tltima porque las sumas parciales de una serie de términos > 0 son crecientes y convergen a
su supremo (C2-024.T6, C1-014.T2).

2. Las sumas parciales de . |as ()| estdn acotadas: converge (C2-024.T6).
Paso 2: la suma es S.

1. Sea e > 0. Por las colas (C2-024.T5) aplicadas a ), |a,|, hay N con Z,o::NH lax| < g/2.
2. Consy = ZIIZ=1 ay, por C2-024.T5 y C2-026.T2 aplicado ala cola,

€ ¢ &
IS—SN|=| Z ak|s Z |ak|<§.

k=N+1 k=N+1

3. Sea M el maximo de 6~1(1), ...,6"*(N) (C1-005.T13). Param = M, {1, ..., N} € E,,.

4. Con G := F, \ {1, ..., N}, por C2-027.T0 (a) y (b), t;, = Sy + Zkeg - Todo k € G cumple k > N;
si K esel maximode F,,,, G € {N + 1, ...,K}.

5. Por C2-027.T0 (c),con G c {N + 1, ...,K}, y el punto 1:

K 00

&

tn—snl < D lael < ) lad < D el <5
keG k=N+1 k=N+1

6. Param =M, |t,, — S| < |t;u — Sn| + |sy — S| < € (C1-004.T4). Por C1-012.D1,¢t,, - S. A
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Riemann: con convergencia condicional el orden lo decide todo

Teorema C2-027.T2 (Riemann)

Si Y. ay, converge condicionalmente y L € R, existe un reordenamiento Y, a, ) que converge a L.

También existen reordenamientos cuyas sumas parciales tienden a oo y a —oo.

Idea de la demostracion
Algoritmo voraz: si vas abajo de L, toma el siguiente término > 0; si vas arriba, el siguiente ne-
gativo. Como los términos > 0 y los negativos, por separado, suman oo, cruzas L una infinidad

de veces; como los términos tienden a 0, cada cruce te deja mas cerca.

=
[\
1

suma parcial
[uny
o
1

0.8 1
log
0.6 reordenada (meta 1.5)
' orden original
0 20 40 60 80 100 120
n
. ) . 1,1
Figura 30: Sumas parciales del reordenamiento voraz de 1 — 5 t 3 — - con meta L = 1.5, frente al

orden original.

Demostracion.

Paso 1: los ingredientes.

1. Como }; a,, converge, a, — 0 (C2-024.T2). Como converge condicionalmente, las sumas parciales
de Y. p, y de Y g, tienden a o (C2-026.T3).
2. Hay una infinidad de indices con a,, = 0: si no, p, = 0 desde algun lugar y ) p,, convergeria

(C2-024.T5). Por el buen orden (C1-005.T3) se listan en orden creciente: i; < i, < ---. Del mismo
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modo, losindices cona, < 0:j; < j, < ---.Cada natural es exactamente uno de ellos (C1-003.T1).
3. Como p, = a, sinesalgin i, y p, = 0 si es algln j, (C2-026.D2), al partir {1, ...,ix} enlos iy
los j que contiene (C2-027.T0 ay b), los j aportan 0 (C1-005.T12 b):

K
Q= Y pao o (K- o),
n=1

] =

k

1

: K '
y del mismo modo ¥ aj, = — X%, qn = —o.

Paso 2: la construccion.

1. Por recursién (C1-005.T11) con estado en el conjunto X de las ternas (u,v,t), u,v € N U {0},
t € R:uyvcuentanlosiylosjyausadosyt eslasuma de los términos ya elegidos. Se empieza

en (0,0,0) ylareglaes

u+lvt+a,,) sitsl,
(w,v,t) » "
(u,v+1,t+ajv+1) sit> L.

Si (up, vy, ty) es la terna del paso n, se define a(n) := i, 41 8ity_1 < Lyo(n) :=j, 41 i
thn-1 > L;asity, = t,_1 +asm): silasumavaabajo de L (o en L), a(n) es el primer i ain no usado;
si va arriba, el primer j atin no usado.

2. o esinyectiva: cada i y cada j se usa a lo mas una vez, y nunca un i es un j.

3. Se usan infinitos i: si desde algiin paso solo se eligieran j, las sumas ¢,, serian una constante
mas sumas parciales de los a;,, que tienden a —oo (paso 1); alguna quedaria < L (C1-020.D1) y
forzaria a elegir un i. Del mismo modo se usan infinitos j.

4. Como los i se toman en orden, cada i se usa en algin paso; igual cada j. Asi ¢ es suprayectiva, y

2. Qg(n) €s un reordenamiento (C2-027.D1).
Paso 3: converge a L.

1. Seae > 0. Hay N; con |a,| < € paran = N; (C1-012.D1). Como o es suprayectiva, cada indice
1,...,N; — 1 se usa en algln paso; sea N, el mayor de esos pasos (C1-005.T13). Paran > N,,
o(n) 2 Ny ylagml <e.

2. Como se usan infinitos j, hay un pason > N, + 1 en que se eligi6 un j, es decir,con t,,_; > L; y
como se usan infinitos i, hay un paso posterior m con t,,_; < L. Sea k el menor indice = n con

ty < L (C1-005.T3; existe porque m — 1 cumple).
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3. Entonces ty_; > L (si k = n, porlaeleccién de n; si k > n, por ser k el menor), asi que en el paso

k serestoun |agpy| < &L —e <t <L

4. SupénL —e<t,_4 <L+econn>N,.Sit, ; <L,sesumaalgoen[0,&)yt, € (L—¢ L +¢);

sit,_q > L,serestaalgoen (0,¢) ytambiént, € (L —¢,L + ¢).

5. Por induccién (C1-005.T1) desde k, |t, — L| < € para todon = k (C1-004.T3). Por C1-012.D1,

t, — L.

Paso 4: reordenamientos que tienden a +oo.

1. Se cambia la meta fija L por una meta mévil: o(n) es el primer j no usado si t,,_; > v,,_,, donde

V1 es el numero de j ya usados; si no, el primer i no usado.

2. Como en el paso 2, se usan infinitos j (si solo se eligieran i, t,, = oo con v fijo) e infinitos i (si solo

se eligieran j, t,, = —oo mientras v, crece): o es biyectiva.

3. Dado K,sean > N, (con € = 1 en el paso 3.1) un paso en que se eligeunjconv, 1 = K +1

(existe porque v,, = o). Entonces t,, > v,_; —1 > K.

4. Después, mientras se eligen i, la suma no baja; cuando se elige un j en un pasom, t,;,_1 > vp_1 =

K+ 1yt, > K. Porinduccion, t,, > K paratodom = n: t,, = o (C1-020.D1).

5. Para —oo se aplica lo anterior a };(—a,,), que también converge condicionalmente. l

A Nota sobre la recursion

La regla del paso 2 no depende solo de la suma anterior, sino de cuantos i y j se han usado. Por
eso el estado es una terna y no un nimero: C1-005.T11 vale con X un conjunto cualquiera, y aqui
X es el conjunto de ternas. La meta mdvil del paso 4 cabe en la misma terna, porque v,_; ya es

una de sus coordenadas.

Un reordenamiento explicito

Ejemplo C2-027.E1

El reordenamiento 1 — % = % + % = % = % + --- (un impar y dos pares) de la armdnica alternante
suma (log 2)/2.
Demostracién.

1. Eltérmino 3k —2es 1/(2k — 1),el 3k — 1 es —1/(4k — 2) y el 3k es —1/(4k). Todo natural es
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impar, 2k — 1, o par, 2j; y j es impar o par, asi que todo par es 4k — 2 o 4k (C1-005.T7). Cada

término de la armonica alternante aparece exactamente una vez: es un reordenamiento.
2. Agrupando de tres en tres (C2-001.T1 b),

4k~ 2

1 1 11 1_1( 1 1)
2k—1 4k—-2 4k 4k-—2 2k—1  2k/

asf que t3; = %SZk (C1-005.T12 a), donde s, es la suma parcial de la armdnica alternante.
3. sy — log2 (C2-026.E1, C1-015.T1), asi que t3;, — (log2)/2 (C1-013.T2).

4. tyee1 = tak + 7 ¥ taksz = taks1 — o también tienden a (log 2)/2 (C1-012.T2, C1-013.T2).

4k+2

5. Dado &, hayun N comun para las tres subsucesiones; como todon es 3k,3k+1 0 3k+2 (C1-007.T2

con |n/3]), |t, — (log2)/2| < € paran grande (C1-012.D1).

Por qué cada hipotesis

A Sin convergencia condicional

Y (—1)"*1/n? converge absolutamente (C2-025.C1). Por Dirichlet, todo reordenamiento suma
lo mismo (= 0.8225; su valor exacto, 2/12, no se demuestra en este curso): ningun otro L se

alcanza.

r

Bl

¥ (—1)™*! no converge (a,+0). El algoritmo voraz con L = 1/2da 1,0,1,0, ...: los cruces no se

afinan, porque falla a,, = 0.

Ejercicios

1. Demuestra que todo reordenamiento de una serie de términos = 0 convergente converge a la

misma suma.

: : 1,1 : :
2. Describe un reordenamiento de 1 — 5+ 3 — - cuyas sumas parciales tiendan a co.

3. Calcula la suma de 1 + % — % + % + % - % + --- (dos impares y un par), sabiendo que la suma

o 1 -
parcial nimero 3k es sy, + > S2k) CON Sy la de la armonica alternante.

4. ;Por qué el algoritmo voraz necesita que haya infinitos términos negativos?
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Respuestas

1. Es absolutamente convergente; C2-027.T1.

2. El del paso 4: tomar términos positivos hasta pasar 1, uno negativo, positivos hasta pasar 2, uno
negativo, etc.

3. log2 + %logZ = %logZ.

4. Sihubiera finitos negativos, ), q,, convergeriay, por C2-026.T3, la serie no seria condicionalmente

convergente; el algoritmo quedaria atorado arriba de L.



C2-028 - Series de potencias

Motivacion

La calculadora que solo suma y multiplica

Una calculadora que solo sabe sumar y multiplicar quiere mostrar e y . Usa dos series:

_5:1 m_, 1,11
*TLnw 3T T37577
n=0

Con 10 términos de la primera obtiene 2.7182815,a 3 x 10~7 de e. Con 1,000 términos de la
segunda, cuatro veces la suma todavia se equivoca en 10~3; para cinco decimales de 7 hacen
falta unos 200,000 términos.

;Por qué tanta diferencia? Las dos son valores de series de potencias: e* en x = 1 y arctanx
en x = 1. La primera converge en todo R, y x = 1 esta «cerca del centro». La segunda converge
solo en [—1, 1],y x = 1 estd justo en el borde.

Doénde falla la analogia: las calculadoras realesnousan 1 —1/3+1/5 —--+; usan series evaluadas

en |x| pequeiio, lejos del borde, y reduccion de argumento.

Definiciones

Definiciéon C2-028.D1 (serie de potencias)

Para ¢ € Ry una sucesion (a,),so: 2;?:0 a,(x —c)" con (x —c)? := 1.

Definicion C2-028.D2 (radio de convergencia)

B:={r =0: (Ja,|r") estaacotada} (0 € B). R := sup B si B estd acotado y R := o si no.

209
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A Sin limite superior

Muchos libros definen R = 1/ lim sup /|a,,|. El limite superior no esta en Calculo I, asi que aqui

R se define como un supremo (existe por el axioma S). El cociente y la raiz son solo formas de

calcularlo cuando existen sus limites (C2-028.T3).

______________________________________________________________________________

Resultados

El radio de convergencia

Teorema C2-028.T1 (lema de Abel)

Sirg > 0y (la,|rg)) estaacotada, ); a, (x —c)™ converge absolutamente para todo x con |x —c| <

T

Demostracion.

1. SeaM > 0 con |a,|rf' < M paratodon,yq := |x —c|/1r5. Como 0 < |x — c| < 1y, se tiene
0 <g <1(C1-003.T4, C1-003.T7).
2. Por C1-004.T2 y C1-005.T9,

|an(x — " = lag| 1§ q™ < Mq™.

3. Y. Mq™ converge (C2-024.T3,C2-024.T1),y por comparacioén (C2-025.T1) }; |a,, (x—c)™| converge.
[ |

Teorema C2-028.T2

Si |x — ¢| < R, la serie converge absolutamente; si |x — c| > R, (a,(x — ¢)™) no estd acotada y

la serie diverge.

Idea de la demostracion
Dentro del radio cabe un r € B mas lejos que x, y Abel compara con una geométrica. Fuera, si

los términos estuvieran acotados, |x — c| estaria en B.
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Demostracion.

Dentro.

1. Sea |[x — c|] < R.Si B esta acotado, por la caracterizacién ¢ del supremo (C1-006.T2, con ¢ =
R —|x —c|)hayr € Bconr > |x — c|.Si B no estd acotado, |x — c| no es cota superior de B, y
también hayr € Bconr > |x — c|.

2. r>|x—c|=0,asiquer >0,y (|a,|r™) estd acotada (C2-028.D2).

3. Por el lema de Abel (C2-028.T1) con ry = r, la serie converge absolutamente en x.

Fuera.

1. Sea |x — c| > R (en particular R < o). Si (a,,(x — ¢)™) estuviera acotada, también lo estaria
(lan| |x — c]™) (C1-004.T2, C1-005.T9),y |x — c| € B.

2. Entonces |[x — c¢| < sup B = R (C1-006.D1): contradiccién.

3. Una sucesién no acotada no converge (C1-013.T1); asi a,(x — ¢)*-40 y la serie diverge (C2-
024.T2).1

Teorema C2-028.T3 (calculo del radio)

Sia, # Oparan = Nyy |ays1/a,| = L € [0,0), entonces R = 1/L (R = ocosi L = 0); si

|ans1/an] = ©, R = 0. Lo mismo si i/ |a,| = L € [0, ) 0 — oo.

Demostracién (cociente).

1. Parax # cyn = Ny, los términos b,, := |a,(x —c)"|son > 0y

bn+1 |an+1 | |
by

= x—c|-=Llx—c|
an
(C1-013.T2, C1-005.T9).
2. SiL|x —c| < 1, b,, converge (C2-025.T3, con las colas C2-024.T5), asi que b,, — 0 (C2-024.T2),

(by,) estda acotada (C1-013.T1) y |x — c| € B. As{, todo r conrL < 1 estd en B.
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3. SiL =0,todor = 0 estd en B: B no estd acotadoy R = oo.

4. SiL > 0:porelpunto 2, R = r paratodor < 1/L,asique R = 1/L (C1-003.T8:si R < 1/L,
el punto medio daria una contradiccién). Si fuera R > 1/L, sea x con 1/L < |[x — c| < R; por
C2-028.T2 la serie converge absolutamente en x y b,, = 0, pero L|x — c| > 1y C2-025.T3 dice
que b,,»0: contradiccion. Asi R = 1/L.

5. Si el cociente tiende a o: para todo x # ¢, by41/by, = 0y b, 40 (C2-025.T3). Si fuera R > 0, un
x con 0 < |x —c| < R contradiria C2-028.T2. Asi R = 0.

6. Con la raiz, el mismo argumento usa C2-025.T4 y ’{/b_n = W |[x —c| (C1-023.T2). W

Teorema C2-028.T4

Yna,(x — )"y Y a,(x —c)"1/(n + 1) tienen el mismo radio R que Y, a, (x — c)™.

Demostracion.

Sean B' y R' el conjunto y el radio de la serie derivada, cuyos coeficientes son (n + 1)a, 44 en el lugar n.

1. R" < R:sir € B’ conr > 0,hay M conn|a,|r™ ! < M paran > 1; entonces |a, |r" < n|a,|r" -
r < Mr (porquen = 1),yr € B.Asi B’ C B.

2.R">R:sea0 <r <R.Hayp € Bconr < p (C1-006.T2 o B no acotado), y M con |a,|p" < M.
Cong:=r/p€e(0,1),

n-1
Mlanlr ™! = Jaylp" - = — <~ g
n-1 . . (n+D)q" _ 1 ) et =1
3. Xng converge por el cociente: e 1+ n)q - q < 1(C2-025.T3); asi nq -0

(C2-024.T2) y estd acotada (C1-013.T1). Porlo tantor € B',y R’ = r paratodor < R: R’ > R.
4. Paralaserie integrada, la serie derivada de }; %(x— c)™*1 es, recorriendo el indice (C1-005.T12

c), Y. a,(x — ¢)™ Por los puntos 1-3 aplicados a la serie integrada, su radio es el de la original. B

Corolario C2-028.C1 (series con potencias salteadas)

Sean k € N U {0} y p el radio de , b,y". La serie ¥, b,(x — ¢)?™*¥ (la serie de potencias con

coeficiente b, en el lugar 2n + k y 0 en los demas) tiene radio /p (o0 si p = ).

Demostracion.

1. Parar > 0, |b,|r?™*k = ¥ . |b,|(r?)™ (C1-005.T9), y r* > 0 es fijo: (|b,[r?"**) esta acotada si
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y solo si (|b,|(r?)™) lo esta. Asi r esta en el B de la serie salteada si y solo si 2 esta en el B, de

Y. b, y™ (los coeficientes nulos no afectan la acotacion).

2. Sip = o, By, no estd acotado, y para cada s € By, /s € B: B no esté acotado.

3. Sip < co:parar € B,r2 < pyr < ./p (C2-014.T1, |/ creciente). Y para 0 < t </p, t2 < p (C1-
003.T9), hay s € B, cons > t% (C1-006.T2) y /s € B con+/s > t. Asi sup B = /p (C1-006.T2).

Derivar término a término (solo enunciado)

Teorema C2-028.T5 A C4 (derivacion e integracion término a término, enunciado)

SiR >0, f(x) := ) ay(x —c)" es continua y derivable en (c — R,c + R), con f'(x) = Y na,(x —
Oy [ f =T an(x =™/ (n+ ).

A No se usa en ninguna demostracion

Su demostracién necesita convergencia uniforme (criterio M de Weierstrass) y se hace en Calcu-
lo IV (tema 5). En Calculo Il no se usa en ninguna demostracion: los desarrollos que siguen se
prueban con el residuo de Taylor o integrando la suma geométrica finita. Lo que si se demostré
es que el radio no cambia (C2-028.T4).

______________________________________________________________________________

Los desarrollos clasicos

Teorema C2-028.T6 (exp, sen, cos)

Para todo x € R:

. b X" 1)11 2n+1 3 had (_1)nx2n'
¢ _Z n ST Z n+1) 0 T ezl

n=0 n=0 n=0

las tres series tienen radio . En particulare = ), _, 1/n!.

Idea de la demostracion
Las sumas parciales son los polinomios de Taylor en 0, y el residuo de Lagrange tiende a 0 porque

[x]™*/n! — 0.
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Demostracion.

Paso 1: |x|™*/n! - 0.

1. Six = 0 es inmediato. Si x # 0, el cociente de }; |x|*/n!es |x]/(n + 1) - 0 < 1 (C1-012.T2,
C1-013.T2), asi que la serie converge (C2-025.T3) y su término tiende a 0 (C2-024.T2).

Paso 2: exp.

1. exptiene derivadas de todos los 6rdenes, todas iguales aexp (C2-012.T1,C1-031.D1),yexp 0 = 1.
Su polinomio de Taylor en 0 es Py (x) = ZITVFO x™/n! (C1-038.D1).

2. Por Lagrange (C1-038.T2), para algin t entre 0y x, Ry o(x) = exV*1/(N + 1)!. Como ¢t < |x|y
exp es creciente, |Ry (x)| < ell|x|N*1/(N + 1)! (C1-004.T2, C1-005.T9).

3. Por el paso 1y C1-012.T3 (b), Ryo(x) — 0 (C1-014.T1), asi que las sumas parciales Py o(x)
tienden a e* (C2-012.T4).

Paso 3: sen y cos.

1. Porsen’ = cos, cos’ = —sen (C2-014.T6) y una induccion (C1-005.T1), las derivadas de sen en
0 son, en orden, 0,1,0,—1,0,1, ... (sen 0 = 0, cos 0 = 1, C2-014.T4), y todas sus derivadas estan
acotadas por 1 en valor absoluto (C2-014.T5).

2. Como serie de potencias con coeficiente 0 en los lugares pares, las sumas parciales de la serie de
senson los Py o(x), y |Ryo(¥)| < |x|V*1/(N + 1)! - 0 (C1-038.T2, paso 1).

3. Asi Py o(x) — senx; la serie escrita como Y, (—1)"x?"*1/(2n + 1)! tiene por sumas parciales la

subsucesion P, 14 ¢(x), que también converge a sen x (C1-015.T1). Igual para cos.
Paso 4: los radios.

1. Las tres series convergen en todo x. Si alguna tuviera R < o, enx = ¢ + R + 1 divergeria (C2-
028.T2): contradiccion. Asi R = oo.
2. Conx=1,e=el=Y1/n!(C2-012.T3). N
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Teorema C2-028.T7 (logy arctan)

Para -1 < x < 1:log(1 + x) = Zle(—l)"“x”/n. Para -1 < x < 1:arctanx =
Y o(=1)™x?"*1/(2n + 1); en particular 7/4 = 1 — 1/3 + 1/5 — - (Gregory-Leibniz). Am-

bas series tienen radio 1.

Idea de la demostracion
Se integra la suma geométrica finita con su resto exacto, y el resto se acota a mano. No se usa

derivar ni integrar término a término.

Demostracion.

log(1+x)con0 <x <1
1+x X ds
1. Parax > 0,log(1 +x) = [, ~dt/t =
x = 0 ambos lados son 0.
2. Por C1-005.T8 con razén —s:

(CZ -011.D1, C2-015.T2 conr = 1, s = 1); para

(="
Z( S)k 1+s°

3. Integrando en [0, x] (C2-003.T1, C2-004.T2, C2-009.E1):

xn+1 1
<
n+1 n+1

-1 (_1)k,xk+1
k+1

X
log(1+x) = +R,, Ry < f stds =
0

(C2-004.T4, C2-004.T3, C1-003.T7).
4. R, —» 0(C1-014.T1), y la suma, conm = k + 1, es la suma parcial anzl(—l)m“xm/m.

log(1 +x) con —1 < x < 0. Es C2-016.E2 (residuo de Cauchy).

arctancon —1 < x < 1.

1. arctan0 = Oy arctan’ t = 1/(1 + t?) (C2-014.T11), asi que por la regla de Barrow (€C2-009.C1)
arctan x = fox 1? (con C2-004.D1six < 0).

tZ
-1
_ Z:=O(_1)kt2k +

(_1)nt2n

2. Por C1-005.T8 con razén —t?2:
1+ t2

1+t?
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3. Integrando (C2-004.T2, C2-009.E1, C2-004.D1):

n-1 (_l)kx2k+1 R |x|2n+1 1
~ S .

= < <
arctan x L 2k+1 Bl < 52T S ons 1

donde, si x < 0, la cota se obtiene en [x, 0] con C2-004.T4 y C2-004.T3.

4. R, — 0,y las sumas parciales convergen a arctanx. Con x = 1y arctan1 = n/4 (C2-014.T12)
sale Gregory-Leibniz.

Radios.

1. log: los coeficientes (—1)"*1/n no se anulan y % — 1; por C2-028.T3,R = 1.

2. arctan: los coeficientes pares son 0 y C2-028.T3 no se aplica. R > 1: la serie converge en todo
[x] < 1,ysifueraR < 1,un x con R < |x| < 1 contradiria C2-028.T2.R < 1:si1 < s < R,

Y s2"*1/(2n+1) convergeria (C2-028.T2) y su término tenderia a 0 (C2-024.T2), pero el cociente
s?(2n+1)/(2n + 3) - s? > 1 dice que no (C2-025.T3). W

— arctan x I,
—-==- grado3 o

14 grado 9
—-— grado 2

~
\~——

Figura 31: Polinomios de Taylor de arctan de grados 3, 9 y 21: buenos en [—1, 1], se disparan fuera; el
radio es 1.
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Ejemplos

Ejemplo C2-028.E1 (geométrica)

(00

Y=o X" =1/(1—x)si|x| < 1;elradio es 1.

Demostracién. La suma es C2-024.T3; el cociente de los coeficienteses 1 - 1y C2-028.T3daR = 1.En
x = 11 diverge (C2-024.T3). 1

Ejemplo C2-028.E2 (los extremos)
Y nlx™ tiene R = 0. ) x™/n tiene R = 1, converge en x = —1 (Leibniz) y diverge en x = 1.

Y x™/n? tiene R = 1y converge absolutamente en x = +1.

Demostracion.

1. (m+D!/n!'=n+1-o0:R =0(C2-028.T3).
2 1/(n+1) _n

n — 1: R = 1.Enx = —1, ),(—1)"/n converge por Leibniz (C2-026.T1, con el signo

cambiado, C2-024.T1); en x = 1 es la armonica, que diverge (C2-024.E1).
- 1:R=1.Enx =+1,Y |+ 1|*/n? = ¥, 1/n? converge (C2-025.C1). &

n
" (n+1)2

Ejemplo C2-028.E3 (Taylor no siempre representa a f)
f(x):= e V% six % 0 y £(0) := 0 tiene derivadas de todos los érdenes en R con f™(0) = 0

para todo n; su serie de Taylor en 0 es 0 y converge en todo R, pero a f solo en x = 0.

Demostracion.

Paso 1: fuera de 0.

1. Para x # 0, f tiene derivadas de todos los 6rdenesy f™ (x) = Pn(l/x)e‘l/x2 con B, un polino-
mio: P, = 1, y si vale para n, por las reglas del producto y de la cadena (C1-029.T2, C1-030.T1,
C1-029.C1, C2-012.T1),

Fo @ = (- xizPA(l/x) * f—an(lm)e‘”"z = Puaa(1/2)e /%,

con P44 (u) := —u?P)(u) + 2u3P,(v) (induccién, C1-005.T1).
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Paso 2: un limite.

1. Param € N U {0}, im,, o u™?e™% = 0: parau > 1,0 < u™? < u™ (C2-012.T5, C2-012.T6), y
u™/e* - 0 (C2-012.T8; param = 0,e~* — 0).

2. Por lo tanto lim,,_, |x|‘me‘1/x2 = 0: dado & hay U con u™?e ™% < esiu > U,ysi0 < |x| <
1/4/U, entoncesu = 1/x? > Uy |x|™™ = u™/? (C1-017.D1).

3. Sumando términos (C1-018.T1), lim,_,, P(1/x)e‘1/"2 = (0 para todo polinomio P.

Paso 3: en 0, por induccidn.

1. fescontinuaen0: f(x) - 0 = f(0) (paso 2 conm = 0, C1-022.T0).

2. Supén que f™ existe en R, es continua en 0y f™(0) = 0.Enx # 0, (f™)(x) =
Pn+1(1/x)e‘1/"2 — 0 cuando x — 0 (paso 2).

3. Por el lema del limite de la derivada (C2-014.T2), f™ es derivable en 0 con f**1D(0) = 0,y

f("“) es continua en 0 (su limite es su valor).

Paso 4: conclusién. Todos los coeficientes de Taylor f ™ (0)/n! son 0 (C1-038.D1): la serie de Taylor es
la serie 0, que converge a 0 en todo R; pero f(x) = e /** > 0six#0 (C2-012.T1). m

Por ejemplo, f(0.5) = e™* ~ 0.0183, mientras la serie de Taylor en 0.5 vale 0.

Por qué cada hipotesis

A En el borde puede pasar cualquier cosa

! ConR = 1:Y x" diverge en +1; Y, x™ /n converge en —1 y diverge en 1; ¥, x®/n? converge en los |
, dos (C2-028.E1, C2-028.E2). C2-028.T2 no dice nada en |[x — ¢c| = R. \

A Que la serie de Taylor converja no basta

C2-028.E3: la serie de Taylor puede converger en todo R a algo que no es f. Para identificar la
suma hay que probar que el residuo tiende a 0 (como en C2-028.T6) o usar otra representacion
(como en C2-028.T7).
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Ejercicios

Calcula el radio de Y, x™ /2™, ¥ n?x™ y ¥ x™ /nl.

Calcula el radio de Y,(—1)"x2™ /4™ con C2-028.C1.

Usa C2-028.T6 para calcular ZZ’:O(—I)”/(Zn)!.

Demuestra que log 2 = Z;o:l 1/(n2™), usando C2-028.T7 con x = —1/2.
¢Por qué no se puede usar C2-028.T5 para probar C2-028.T7 en este curso?

oo W

Respuestas

2;1; 00 (C2-028.T3).

Con b, = (—1)"/4™, p = 4 (cociente 1/4), asi que el radio es V4 = 2.

cos 1.

log(1/2) = X(-1D)™1(-1/2)"/n = —Y 1/(n2"), ylog(1/2) = —log 2 (C2-011.C1).

Porque C2-028.T5 solo se enuncia (A C4): su demostracién necesita convergencia uniforme, de

Calculo IV.

vtk W



C2-029 - Series de Fourier: ejemplos

Motivacion

El sintetizador

El sonido «de videojuego de 8 bits» es una onda cuadrada: vale +1 medio ciclo y —1 el otro
medio. Un sintetizador solo sabe producir tonos puros, sen(nx), y mezclarlos con distintos vo-
limenes. ;Qué tonos, y con qué volumenes, fabrican la onda cuadrada?

La respuesta de esta clase: solo los tonos impares, con volimenes 4/(nm):

%(senx +

sen3x senb5x
)
Con pocos tonos la mezcla ya se parece a la onda; cerca de los saltos queda un «cuerno» que no
desaparece.

Dénde falla la analogia: un sintetizador real mezcla finitos tonos y el oido no distingue fases. Que
la mezcla infinita reproduzca la onda en cada punto es un teorema (Dirichlet) que aqui solo se

enuncia.

220



Calculo integral 221

| D\ A n i saiad
1 V " hdd T NS
0

5
_1 a N A A vAv.z '''''''''' - I\vA ....... 5’5
— S
T T T T T
- —m/2 0 /2 ™

Figura 32: Onda cuadrada y sus sumas parciales S;, S5 ¥ S,5. El «cuerno» cerca de los saltos es el fend-

meno de Gibbs, que aqui solo se muestra como imagen.

Resultados previos: senos y cosenos

Teorema C2-029.T1 (productos a sumas)
Paraa,b € R:
senasenb = %[cos(a —b) — cos(a + b)],
cosacosh = %[cos(a —b) + cos(a + b)],
senacosbh = %[sen(a + b) + sen(a — b)].
Demostracién.

1. Por las férmulas de suma (C2-014.T8) y la paridad (C2-014.T5):

cos(a + b) = cosacosb —senasenb,
cos(a — b) = cosacosb + senasenb.
2. Restando y sumando estas dos igualdades y dividiendo entre 2 (K1-K9) salen las dos primeras

féormulas.

3. Del mismo modo, sen(a + b) = senacos b + cos asen b, y sumando sale la tercera. B
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Teorema C2-029.T2 (ortogonalidad)

Param,n € NU {0}: ffﬂ cos(mx)cos(nx)dxvaleOsim#n,nsim=n=>1y2rnsim=n=0;

f_nn sen(mx) sen(nx)dxvale0sim#nynsim=n2>1; f_nn sen(mx) cos(nx) dx = 0.

Demostracion.

Paso 1: integrales bdsicas. Sea k € Z.

1. Si k # 0, sen(kx)/k es primitiva de cos(kx) y — cos(kx)/k lo es de sen(kx) (C2-014.T6, C1-
030.T1). Por la regla de Barrow (C2-009.C1) y C2-014.C1 (sen(km) = 0) con la paridad (C2-
014.T5):

sen(km) — sen(—km)

cos(km) — cos(—km)
p =

k

s s
f cos(kx)dx = 0, f sen(kx)dx = — 0.
- -

2. Sik =0,cos0 =1ysen0 = 0, asi que las integrales valen 2 y 0 (C2-002.E1).
Paso 2: los productos.

1. Por C2-029.T1 y la linealidad (C2-004.T2),

fﬂ cos(mx) cos(nx) dx = 1 fn cos((m —n)x) dx + l jn cos((m + n)x) dx
- 2 ) . 2 ), '

2.Sim#nm—-n=+*0ym+n = 1:las dos integralesson 0. Sim =n > 1: %(2n)+0 = 1. Si
m=n=0:2(2m) + 5 (2m) = 2.

3. Igual, [ sen(mx) sen(nx) = %fcos((m - n)x) — %fcos((m + n)x),quevale 0sim # ny
~@m)-0=msim=n>1

4. Y [ sen(mx) cos(nx) = %fsen((m +n)x) + %fsen((m —n)x) =0.1
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Definiciones

Definicion C2-029.D1 (coeficientes de Fourier)

Sea f integrable en [—m, 7T].
a, = 1 fﬂ f(x)cos(nx)dx (n = 0) b= l fﬂ f(x)sen(nx)dx (n=1)
n * ). = ’ n - ), = .

Para cada x, la serie de Fourier de f es la serie Z;OZO U, (x) (C2-024.D1, indices desde 0) con
Qo

Ug(x) :=ag/2 y uy(x) := a, cosnx + b, sennx paran = 1; se escribe > + 2:;1(% cosnx +
b, sen nx). Sus sumas parciales son
N N
a
Sy(x) = Z up(x) = 70 + Z(an cosnx + b, sennx).
n=0 n=1

Las integrales existen porque cos(nx) y sen(nx) son continuas (C2-014.T5, C1-022.T3), luego integra-
bles (C2-003.T1), y el producto de integrables es integrable (C2-004.T5).

Teorema C2-029.T3

o
Sif(x) = 70 + Zgﬂ(an cosnx + f3, sennx) (polinomio trigonométrico), sus coeficientes de

Fouriersona, = a,yb, = f,sin < N,y0sin > N.

Demostracion.

1. Seak = 0. Por linealidad (C2-004.T2),

N
T a
f f cos(kx) = 70 f cos(kx) + Z (an f cos(nx) cos(kx) + B, f sen(nx) cos(kx)).
o n=1
2. Por la ortogonalidad (C2-029.T2): si k = 0, solo sobrevive % -2m = may;sil < k < N, solo
sobrevive a;m; si k > N, todo es 0.

3. Dividiendo entre m: a;, = aj (k < N)y a, = 0 (k > N).Igual con sen(kx) paralos b;. R

Este teorema justifica la definicién: la férmula de los coeficientes recupera los volimenes de cualquier

mezcla finita de tonos.
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Bessel y Riemann-Lebesgue

Teorema C2-029.T4 (desigualdad de Bessel)

Si f es integrable en [—m, ], para todo N € N:
N

o4 L
= Z an+b,21)3;f_nf2.

n=1

Idea de la demostracion

0 < [(f — Sy)?. Al desarrollar el cuadrado, la ortogonalidad deja solo [ f2 menos la «energia»

de los coeficientes.

2
Demostracion. Todas las integrales son en [—m, ],y Ey = % + Zgﬂ(aﬁ + b2).

1. Sy es continua, luego integrable (C2-003.T1),y f — Sy, (f — Sy)?%, fSy y S% son integrables (C2-
004.T2, C2-004.T5).

2. Por la definicién C2-029.D1, [ f = may, [ f cos(nx) = ma, e [ f sen(nx) = why,. Por linealidad
(C2-004.T2),

(a, ma, + b, mby,) = nEy.

Mz

ffSN_7

3. Sy es un polinomio trigonométrico; por C2-029.T3 sus coeficientes de Fourier son los mismos
@y, b, (n < N).El célculo del punto 2 con Sy en lugar de f da [ S3 = nEy.

4. Por monotonia (C2-004.T3), y desarrollando el cuadrado con linealidad,

o< [(r=sw?=[r2-2 rsu+ [ sk

=ff2_27TEN+T[EN=ff2_T[EN.

n:

5. Dividiendo entre m > 0 (C2-014.T3, C1-003.T4): Ey < %ffz. ]

Corolario C2-029.C1 (Riemann-Lebesgue)

Y.(a? + b2) converge; en particular a, - 0y b,, - 0.
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Demostracion.

1. Los términos a? + b2 son > 0 (C1-003.T5, C1-003.T9), y por Bessel sus sumas parciales estan
acotadas por % [ f?:1a serie converge (C2-024.T6).

2. Por C2-024.T2, a2 + b2 — 0; como 0 < a2 < a2 + b2, por el sindwich (C1-014.T1) a2 - 0.

3. Dado € > 0, paran grande a < €2,y entonces |a, | < £ (C1-003.T9, con |a,|?* = a2, C1-004.T6):
a, = 0.Igual b,, - 0.1

Ejemplos

Ejemplo C2-029.E1 (onda cuadrada)
fi=—1len(-m0),f:=1en(0,m)y f(0) = f(£m) := 0: a, = 0 paratodon,y b, = 4/(nn) si

nesimpary b, = 0sinespar.

Demostracion.

1. f es acotada y continua salvo en —m, 0, 7: es integrable (C2-005.C1). Ademas f(—x) = —f(x)
paratodo x € [—m, ] (también en 0 y +m): f es impar.

2. f(x)cos(nx) es impar (C2-014.T5), asi que a,, = 0 (C2-015.C1).

3. f(x) sen(nx) es par, asi que b, = % fon f(x)sen(nx) dx (C2-015.C1).

4. En [0, 7], f coincide con 1 salvo en 0 y ; por C2-005.T2,

2 (" 2 cos(nx);r  2(1-(-D")
b, = %Jo sen(nx) dx = E[_ m ]0 = —

(C2-009.C1, C2-014.C1).
5. Sinesimpar, 1 — (—=1)* =2y b, = 4/(nn); sies par, b, = 0.1

Ejemplo C2-029.E2 (diente de sierra)
Para f(x) = x en [-7,]: a, = O paratodo ny b, = 2(—1)"*1/n.

Demostracion.

1. f esimpar,asiquea, =0yb, = %f"

o Xxsen(nx)dx (C2-015.C1).
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2. Por partes (C2-016.T1, con x y — cos(nx)/n de clase C* en R):

X cos(nx) n(—1)"

+0

s T 1 T
fo x sen(nx) dx = [ ]0 + Efo cos(nx) dx = —

n

(C2-014.C1; la ultima integral es [sen(nx)/n]g = 0).
—_1\n+1 —_1\n+1
3.Asibn=%-”( 1) _ 2D m

n n

Ejemplo C2-029.E3 (convergencia en un punto)
En x = m/2, la serie de la onda cuadrada es (4/m) Z:):O(—l)k/(ZR +1)=1= f(n/2),yladel
diente de sierra es 2 2,‘;10(—1)’</(2k +1)=n/2 = f(r/2).

Demostracion.

1. Parak = 0, sen ((Zk + 1)%) = sen (kn + %) = cos(km) = (—1)k, y paran = 2m, sen(nn/2) =
sen(mm) = 0 (C2-014.C1).

2. Onda cuadrada: los términos pares son 0, asi que (C1-005.T7)

AN CDF 4
Sak+2(/2) = Sap41(m/2) = — - -

Tl 2k+1 =1
k=0

T
4

por Gregory-Leibniz (C2-028.T7, C2-024.T1). Como las sumas de indice par e impar tienden a 1,
Sy(/2) - 1(C1-012.D1).

_1\2k+2
3. Diente de sierra: b, sen(nm/2) = Osinespar,ysin = 2k +1vale G

2(-1Dk
i (—1D* = =—=—_Igual

que antes, Sy(w/2) = 2 - % = g |

Numéricamente: S;(r/2) = 4/m = 1.2732, S3(/2) = 0.8488, y las sumas oscilan alrededor de 1.
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Lo que se enuncia sin demostrar

Teorema C2-029.T5 A C4 (teorema de Dirichlet, enunciado)

Sea f : R » R 2m-periddica e integrable en [—7, 7r]. Si en x existen los limites laterales f(x*),
f(x7) y los limites limy, o+ (f(x + h) — f(x*))/h y im_o+(f(x — h) — f(x7))/h, entonces
Sn() - (fFxM) + f(x)/2.

A No se usa en ninguna demostracion

Se demuestra con el nudcleo de Dirichlet en el optativo de Fourier de Calculo IV. Aqui solo se
enuncia y se ilustra: C2-029.E3 es un caso demostrado. El fenémeno de Gibbs (el «cuerno» de la
figura, de altura cercana a 1.18 cerca de cada salto) se muestra solo como imagen: no se afirma

ningun resultado formal sobre él.

A\ La serie no ve los valores aislados

Cambiar f en un nimero finito de puntos no cambia ninguna integral (C2-005.T2), asi que no

sea cual sea f(0). Por eso Dirichlet habla del promedio de los limites laterales, (14 (—1))/2 = 0,

cambia ningun coeficiente. En x = 0 laserie dela onda cuadrada vale 0 (todos los sen(n-0) son 0), E
y no de £(0). |

A Bessel no dice que haya igualdad

2
Bessel es una desigualdad. La igualdad % + Y(a? + b2) = %ffz (Parseval) es cierta para

funciones integrables, pero se demuestra en Calculo IV.

Ejercicios

1. Calcula los coeficientes de Fourier de f(x) = |x| en [, 7].
2. Calcula los coeficientes de f(x) = 3 4+ 2 cos x — sen 4x sin integrar.

3. Usa Bessel con el diente de sierra para probar Zgﬂ 1/n? < % /6 paratodo N.
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4. Demuestra que ffn cos?(nx) dx = m paran > 1 con C2-029.T2.

5. ¢Qué vale la serie de Fourier del diente de sierra en x = n? ;Coincide con f(m)?

Respuestas

2((-n"-1)
n )

|x| espar: b, =0;ay =m; paran=1,a, = %fonxcos(nx) dx = >

ay =6,a; =2,b, = —1,los demas 0 (C2-029.T3).

N 2 1 2 _ 2m? , N 2 2
Yoo 4/m? < — [ x*dx = =, asique X, 1/n* < m?/6.
Eselcasom =n > 1.

. Todos los sen(nm) son 0: 1a serie vale 0, pero f () = m. Es el promedio de los limites laterales de

s woN e

la extension periddica, (r + (—m))/2 = 0.



C2-030 - Cierre de Calculo 11

Motivacion

Una hoja de axiomas

En la primera clase de Calculo I escribimos 13 axiomas en una hoja: los de campo (K1-K9), los
de orden (01-03) y el del supremo (S). Dos semestres después tenemos la integral, el logaritmo,
el nimero 7, las series y la serie de Fourier de una onda cuadrada, todo demostrado sobre esa
hoja.

;Cudntas piezas construimos? Contando definiciones, teoremas, corolarios y ejemplos de los
inventarios del curso, 167 en Calculo [ y 231 en Calculo II: 398 en total.

Dénde fallala analogia del «edificio»: en un edificio se puede quitar un piso de arriba sin tocar los
de abajo, y algunas columnas se ponen por estética. Aqui cada pieza solo usa piezas anteriores,

y casi todas se usan después.

Este capitulo no tiene resultados nuevos. Es un mapa: qué se demostroé, en qué orden, qué quedd solo

enunciado y a dénde lleva todo esto.

El mapa de Calculo I

Capitulo Lo central
1 Introduccién los tres problemas: tangente, area, velocidad
2 Los numeros reales axiomas K1-K9, 01-03, S; induccién; supremo;

propiedad arquimediana; V2 existe y es

irracional
3 Funciones operaciones, composicién, inversas
4 Limite sucesiones: algebra, sindwich, monotonas,

Bolzano-Weierstrass, Cauchy; funciones: €-§,

laterales, al infinito

229
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Capitulo

Lo central

5 Continuidad

6 La derivada

Bolzano, Weierstrass, Heine (continuidad
uniforme), inversa continua
reglas, cadena, inversa, Fermat y Rolle, TVM,

L'Hopital, Taylor con residuo de Lagrange

El mapa de Calculo II

Capitulo

Lo central

1 La integral definida

2 Teorema Fundamental

3 Logaritmo y exponencial

4 Trigonometria

5 Métodos

6 Aplicaciones

7 Series

sumas de Darboux, criterio de Riemann, continua
= integrable, propiedades, Dirichlet y Thomae,
TVM para integrales

la integral como funcién, primer y segundo TFC,
integrales impropias

log como integral, exp como su inversa, potencias
reales, funciones elipticas

7, sen y cos desde la integral; fin de la
trigonometria provisional

cambio de variable, partes y residuo integral,
fracciones parciales, trapecio y Simpson

areas, longitud, volimenes y superficies, trabajo
y masa, ecuaciones diferenciales

Cauchy, criterios, Leibniz, reordenamientos,

series de potencias, Fourier

Una ruta por el mapa

Una sola cadena atraviesa los dos cursos, de la hoja de axiomas a la serie de Fourier:

1. El axioma del supremo (S) da que toda sucesién de Cauchy converge (C1-016.T3).

2. Con Bolzano-Weierstrass sale el teorema de Heine: continua en [a, b] = uniformemente continua

(C1-025.T1).
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3. Heine da que toda funcidn continua en [a, b] es integrable (C2-003.T1).
4. E1 TVM (C1-033.T1) da el segundo TFC (C2-009.T1); el primer TFC (C2-008.T1) da primitivas.
Con la integral se define logx = flx dt/t (C2-011.D1), y exp es su inversa (C2-012.D1), continua

y derivable por C1-026.T3 y C1-031.T1.

es un teorema (C2-014.T6).

finita integrada da arctanyr/4=1-1/3+1/5 —--- (C2-028.T7).

convergencia de la serie de Fourier de la onda cuadrada en /2 (C2-029.E3).

Lo que quedod con A y donde se cierra

Con la integral se define 7 y cos como inversa de un area (C2-014.D2, C2-014.D3), y sen’ = cos

. Taylor con Lagrange (C1-038.T2) da las series de e*, sen y cos (C2-028.T6); la suma geométrica

Las férmulas de suma (C2-014.T8) dan la ortogonalidad (C2-029.T2), y Gregory-Leibniz da la

A Laregla

Una pieza con A que no se demuestra en el curso se enuncia o se toma como definicion, pero
no se usa en ninguna demostracion (C2-017.T6 solo sostiene a C2-017.C2, que también lleva
A). La nica excepcion es el axioma EN (eleccion numerable), que se declaré como axioma en
C1-012 y sise usa. C1-005.T11 y C1-037.T3 llevan A por su formalidad, pero se demuestran en

los apéndices de sus capitulos; C1-005.T11 si se usa.

Pieza Quées Donde se cierra
C1-021.G1 hechos geométricos de sen y cerrada: C2-014.T10 los
cos (Calculo 1) demuestray C2-014.C2 libera
C1-021.T0-T2, C1-028.T3 y
C1-038.E1
C1-012.Ax1 (EN) eleccién numerable es un axioma declarado; no se
demuestra
C1-005.T11 recursion, con X un conjunto demostrada en el apéndice del
cualquiera (en C2-027.T2, capitulo C1-005; si se usa
ternas)
C1-037.T3 L’Hopital oo /oo demostrada en el apéndice del

capitulo C1-037; no se usa

C2-005.T6 criterio de Lebesgue Calculo IV, tema 1 (medida cero)
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Pieza

Qué es

Doénde se cierra

C2-013.T4

C2-017.T6, C2-017.C2

C2-019.D1, C2-019.D2

C2-021.D1, C2-021.D2

C2-022.D1
C2-028.T5

C2-029.T5

Liouville: &, F(k; -), E(k; -) no
elementales

factorizacién real en grados 1y
2; primitivas de racionales
area (cartesiana y polar) como
definicion

volumen por secciones y area
de superficie como definicion
trabajo como definicién fisica
derivar e integrar series de
potencias término a término
teorema de Dirichlet de

convergencia puntual

fuera del programa (algebra
diferencial)

Variable Compleja (teorema
fundamental del algebra)
Calculo IV (contenido de Jordan,
cambio de variables)

Calculo 1V (Fubini, integral de
superficie)

Calculo 1V (integral de linea)
Calculo 1V, tema 5 (convergencia
uniforme, M de Weierstrass)

Calculo 1V, optativo de Fourier

Cuatro ideas que atraviesan el curso

1. Completitud. Casi todo lo profundo (Bolzano, Weierstrass, Heine, que las integrales y las series

existan) sale del axioma del supremo. En Q todo eso falla.

2. Monotonia y acotacién. Una cantidad creciente y acotada converge: sumas de Darboux, integra-

les impropias de funciones = 0, series de términos = 0, Leibniz.

3. Derivada cero implica constante. Unicidad de primitivas, log(xy) = log x + log y, las formulas

de suma de sen y cos, la unicidad de las soluciones de y' = ky, del resorte y de la logistica.

4. Definir con una integral. log, m, cos, las funciones elipticas; y también area, longitud, volumen

y trabajo, con su A def cuando el concepto geométrico general es de Calculo IV.

Puente a Calculo III

Calculo III lleva todo esto a R":

- Curvas en R™. La longitud de C2-020 (supremo de poligonales) se define igual; la desigualdad

de Minkowski en el plano (C2-020.T1) se vuelve la desigualdad del tridngulo para la norma eu-

clidiana, con Cauchy-Schwarz.
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- Topologia de R™. Bolzano-Weierstrass y Heine se generalizan con el teorema de Heine-Borel;
la continuidad en compactos da otra vez maximos y continuidad uniforme.

- Derivadas parciales y diferencial. La derivada de C1-027 se vuelve una transformacion lineal;
laregla de la cadena y el TVM tienen sus versiones en varias variables, y llegan la funcién inversa

y la implicita.

Y Célculo IV cierra las cuentas pendientes: integrales multiples y Fubini (que justifican areas y volu-
menes), convergencia uniforme (que demuestra C2-028.T5) y el ntcleo de Dirichlet (que demuestra
C2-029.T5).

Ejercicios

1. Escribe la cadena de ids que lleva de S a C2-003.T1 (continua = integrable).

2. Explica por qué la definicién de cos como inversa de un area (C2-014.D3) no es circular, aunque
en Calculo I se usaron hechos geométricos de cos.

3. (Qué pieza A habria que demostrar para justificar el calculo f;c Ya,t"dt =Y a,x"*1/(n + 1)?

4. Daun resultado de Calculo II que dependa del criterio de Cauchy para sucesiones (C1-016.T3).

Respuestas

1. S—=C1-014.T2 (mondtonay acotada converge) = C1-015.T3 (Bolzano-Weierstrass) = C1-024.T1
y C1-025.T1 (Heine) — C2-002.T5 (criterio de Riemann) — C2-003.T1.

2. Porque C2-014 no cita C1-021.G1 ni nada que dependa de él antes de C2-014.C2: cos se construye
solo con la integral, y después se demuestran los hechos de G1 (C2-014.T10).

3. C2-028.T5 (A C4), que necesita convergencia uniforme (Calculo 1V).

4. El criterio de Cauchy para series (C2-024.T4), y con él la convergencia absoluta (C2-026.T2).
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