Calculo en varias variables 1

Todas las demostraciones, explicadas paso a paso

Calculo III - segun el programa de la Facultad de Ciencias, UNAM

Guillermo Izquierdo

con revision de Claude Opus 5.5 (Anthropic)

PyPro - pypro.mx - 2026



Prologo

Este libro contintia Cdlculo diferencial y Cdlculo integral con el mismo objetivo: demostrar todo. Cada
teorema del calculo en varias variables que aparece aqui se demuestra completo, paso a paso, sin «es
facil ver», sin «se deja al lector» y sin usar nada que no se haya demostrado antes, aqui o en los dos

primeros libros.

El recorrido sigue el programa de Calculo Diferencial e Integral III de la Licenciatura en Matemati-
cas de la Facultad de Ciencias de la UNAM, en sus siete temas y en su orden: las funciones de R en R"
(curvas, longitud de arco, curvatura, torsion y las férmulas de Frenet-Serret); los espacios normados;
la topologia de R" (abiertos, cerrados, compactos con el teorema de Heine-Borel, conexos) y la con-
tinuidad de funciones de R" en R™; las funciones de R" en R (derivadas parciales, diferenciabilidad,
gradiente, el teorema del valor medio, el teorema de Schwarz y la formula de Taylor); las transforma-
ciones lineales (norma de operador y formas cuadraticas); las funciones de R" en R™ (la diferencial, la
regla de la cadena, el punto fijo de Banach y los teoremas de la funcién inversa y de la funcién im-
plicita, con divergencia, rotacional y laplaciano); y los maximos y minimos (el criterio del hessiano y
los multiplicadores de Lagrange). Los dos temas opcionales que sostienen a los demas (espacios nor-
mados y transformaciones lineales) si se incluyen; el teorema del rango y el lema de Morse, también

opcionales, no.

Como esta hecho

- Todo parte de los mismos axiomas. Los axiomas de los nimeros reales (K1-K9, 01-03 y S), el
principio de elecciéon numerable (EN) y lo demostrado en Cdlculo diferencial y Cdlculo integral son
el punto de partida. Los resultados de los libros anteriores se citan con su nidmero, por ejemplo
«(C1-033.T1)» 0 «(C2-014.T11)»; los de este libro empiezan con C3.

- Cada paso dice qué usa. Las justificaciones aparecen entre paréntesis con el nimero del resulta-
do que se aplica, por ejemplo «(C3-014.C1)». El nimero indica la clase (C3-014) y la pieza dentro
de ella (C1 = primer corolario). Detras del libro hay un inventario de 205 piezas en el que cada
una declara de qué depende, y un programa comprueba que ninguna use algo posterior.

- Nada se redefine. La longitud de una curva es la de Cdlculo integral con la norma de R"; la conti-

nuidad y la derivada en una variable son las de Cdlculo diferencial; seno, coseno, my las funciones
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trigonomeétricas inversas son las que se construyeron desde la integral, ya sin A.

- Laeleccidn se dice cuando se usa. EN habla de subconjuntos de R; su version en R" se demues-
tra (C3-009.T0) y se cita en cada prueba que elige un punto por cada nimero natural. Cuando una
prueba puede evitar la eleccidn, la evita: Weierstrass en R" (C3-014.C1), el teorema de Schwarz
(C3-018.T1) y la biseccion de Heine-Borel (C3-010.T2) se demuestran sin elegir sucesiones.

- Intuicién primero, formalidad siempre. Cada capitulo abre con una situaciéon cotidiana (un
dron que mide distancias, el GPS de un excursionista, una placa que se calienta, un mapa que
se deforma) y dice dénde falla la analogia. Después vienen la definicion o el teorema formal, su

demostracion y un contraejemplo por cada hipdtesis, para que se vea por qué esta ahi.

Algebra lineal: qué se demuestra y qué se cita

Calculo III se cursa en la Facultad en paralelo con Algebra Lineal I. El libro demuestra lo que el calculo

usay es corto de probar:

- las reglas de R", el producto punto, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la del triangulo (C3-
001); el producto cruz y el marco ortonormal de R* (C3-006);

- las normas ||*||1 ¥ ||‘]|_% y la equivalencia de todas las normas de R" (C3-007, C3-014); que
toda transformacion lineal de R" en R™ es una matriz y es lipschitziana (C3-007, C3-012); qué es
una matriz invertible y las reglas de A™* (C3-007);

- lanorma de operador, la serie de Neumann, que las matrices invertibles forman un abierto y
que la inversion es continua (C3-020) y de clase C*co (C3-022.T4);

- las formas cuadraticas definidas, su cota m|h|?y el criterio 2 x 2 (C3-021); la inversa de una ma-
triz por bloques (C3-026.T0); y que toda matriz simétrica tiene un valor propio real, demostrado

con multiplicadores de Lagrange (C3-030.T2).

Cinco hechos de la teoria general se citan sin demostracion, cada uno con numero propio y marcado
«A Algebra Lineal» (capitulo C3-007): el dlgebra de matrices y la transpuesta (AL.1), el rango (AL.3),
el determinante (AL.4), el teorema espectral (AL.5) y el criterio de Sylvester (AL.6). Ninguno sostiene
la cadena principal del curso: la funcién inversa, la implicita y Lagrange no usan determinantes, y el
criterio del hessiano no diagonaliza. El determinante solo sirve para leer el jacobiano y en ejemplos;
el teorema espectral y Sylvester, en los criterios generales de positividad. Fuera del bloque AL no hay

piezas con A\: nada se enuncia aqui para demostrarse después.

Lo que pertenece a Calculo IV no se enuncia en este libro: las integrales multiples (Fubini y el cambio
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de variables, que usara el jacobiano de C3-022), las integrales de linea y de superficie, y los teoremas

de Green, Stokes y Gauss, que daran su sentido fisico a la divergencia y al rotacional de C3-027.

Como leerlo

Cada capitulo corresponde a una clase en video (algunos, a dos partes) del curso Cdlculo en varias
variables I: todas las demostraciones, explicadas paso a paso de PyPro (pypro.mx). Se puede leer solo,
pero funciona mejor junto con el video: el video da la idea y la imagen; el libro da cada detalle por

escrito.

Los recuadros ayudan a orientarse:

Teorema, definicidn, ejemplo: el enunciado exacto, tal como se usa después.

Idea: la estrategia de la demostracion en una o dos frases.

En la vida diaria: la situacién cotidiana y el limite de la analogia.

Cuidado: errores frecuentes, lo que pasa si se quita una hipdtesis y por qué una pieza lleva A.

Al final de cada capitulo hay ejercicios con sus respuestas. El dltimo capitulo (C3-031) es un mapa de

lo demostrado, del bloque de Algebra Lineal y de dénde se usé cada pieza citada.
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C3-001 - R": vectores, producto punto y

norma

Motivacion

Los dos tramos del dron

Un dron de reparto sale de la base y vuela dos tramos rectos. Su GPS los reporta en kilémetros
(este, norte, arriba): primero u = (2,1, 2) y luego v = (3,4, 0). El primer tramo mide 3 km y el
segundo 5 km. ;Puede el dron terminar a mas de 8 km de la base?

Termina en u + v = (5,5,2), a V54 ~ 7.35 km. La respuesta general es la desigualdad del
triangulo, y su corazon es la de Cauchy-Schwarz: |u - v| < |u||v]. Aquiu - v = 10 < 15. Solo se
llega a los 8 km si el segundo tramo sigue la direccion del primero.

Dénde falla la analogia: 1a Tierra es curva y el GPS mide sobre un elipsoide; aqui el espacio es

plano y las coordenadas son exactas.

En Calculo I y Il todo ocurri6 en la recta. Este capitulo da las reglas de R™: suma, producto por escalar,
producto punto y norma. Todo se demuestra desde los axiomas de campo y orden y la raiz cuadrada de
C2-014.

El espacio R"

Definicién C3-001.D1 (R")

Paran € N, R" es el conjunto de las n-adas x = (x4, ..., X,) de reales (funciones {1, ...,n} - R,
iPx)x=y © x;=y;parai =1,..,n.Sumax+y := (x; +yq, ..., X, +¥,), producto por
escalar cx := (cxq,...,cx,) (c € R),0 := (0,...,0), =x := (—xq, ..., —Xp), X — ¥ = x + (—)).
Base canénica: ¢; tiene un 1 en el lugar i y 0 en los demas. R? se identifica con R; R X R™ con

R™™, (4, ¥) = (X1, o) Xy Y1 05 Ym)-
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Teorema C3-001.T1 (reglas de R™)

Parax,y,z€R'"yc,deER: (x+y)+z=x+Qy+z);x+y=y+x;x+0=x;x+ (—x) = 0;
c(dx) = (cd)x; Ix =x;c(x +y) = cx +cy; (c + d)x = cx + dx. Ademas x = Z:Ll x;e;.

Idea de la demostracién
Dos n-adas son iguales si coinciden en cada lugar. Cada regla, leida en el lugar i, es un axioma de

campo.

Demostracion.

1. Enellugari, (x+y)+2);=(;+y) +z; =%+ (y; +z;) = (x + (y + z)); (C3-001.D1, K1).
2. Igual: (x+y); = x;+y; = y; +x; (K2); (x+0); = x;+0 = x; (K3); (x + (—x)); = x; + (—x;) =0
(K4).

(c(dx)); = c(dx;) = (cd)x; (K5); (1x); = 1 - x; = x; (K6).

(cx+y)i=clx;+y) =cx;+cy; y ((c + dD)x); = (c + d)x; = cx; + dx; (K9, K2).

Cada igualdad vale en todos los lugares, luego vale en R™ (C3-001.D1).

SO L

Ellugari de Z;l:l xje;j es Z;l:l x;j(e;); (C1-005.T12, la suma se hace lugar a lugar). Como (e;); = 0
sij #iy(e); =1,lasumavale x; (K3, K6). &

Producto punto y norma

Definicion C3-001.D2 (producto punto y norma)

Parax,y € R%:x-y := Z?:l x;V;V|x| :=+/x-x(C2-014.D1; x-x = 0 por ser suma de cuadrados).
La distanciaentre xe yes |[x —y|.Paran =1, |x| = Vx2 es el valor absoluto (C1-004.D1); para
n=2|(xy)| =+x?+y?esladeC2-019.E1.

Paran = 1: |x| (valor absoluto) es > 0 y su cuadrado es x? (C1-004.T6); por la unicidad de C2-014.D1,

Vx? = |x|. Asila notacion no choca.
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Teorema C3-001.T2 (propiedades del producto punto)

Parax,y,z E R"yc e Rex-y =y -x;(x+y)-z=x-z+y- -2z (cx)-y = c(x-y);
xx=20yx-x=0 & x=0;|x| =20y|x| =0 & x = 0;|cx| = |c||x]; |x]* = x - x;

lx +y|? = |x|? £ 2x -y + |y|?; |x;| < |x| paracadai;e; - x = x;.

Demostracion.

1.

10.

Xy =XxY; =2Yix; =y - x (K6 en cada sumando).

2. (x+y)-z=Y(x; +yi)z; = X xiz; + Y. v;z; (K9, C1-005.T12 a).
3. (cx) -y =Y cx;yi = c 2 x;y; (K5,C1-005.T12 a).

4.,
5

. Six-x = 0:paracadai, 0 < x? < Zj sz = 0 (C1-005.T12 d, los demds sumandos son = 0), luego

Cada x? > 0 (C1-003.T5, C1-003.T9), asi que x - x > 0 (C1-005.T12 d).

x? =0yx; =0 (C1-003.T5). El reciproco es directo: 0 - 0 = 0.
x] = Vx-x =0y |x|> = x-x(C2-014D1).|x| =0 & x-x =0 < x = 0(C2-014.T1:
Vu =0 < u = 0;paso5).

. Jex|? = (cx) - (cx) = c?(x - x) = |c|?|x|? (pasos 1, 3, C1-004.T6). |c||x| = 0 (C1-004.T1, paso 6)

tiene el mismo cuadrado que |cx| = 0, asi que son iguales (C2-014.D1).

. Porlospasos1-3,|[x+y|?=(x+y) - (x+y) =x-x+2x -y +y-y; con —y en lugar de y sale

el signo —.

. Por el paso 5, x? < |x|?; como ambos lados son = 0y x? = |x;|* (C1-004.T6), |x;| < |x| (C1-

003.T9).
e;-x =X ;(e;);x; = x; (como en C3-001.T1). W

Teorema C3-001.T3 (Cauchy-Schwarz)

Parax,y € R™: |x - y| < |x||y|, con igualdad si y solo si uno de los dos es multiplo escalar del

otro.

Idea de la demostracion
La distancia al cuadrado de x al punto ty de la recta de y no es negativa. En el mejor t (el pie de

la sombra de x) vale |x|? — (x - y)?/|y|%.

Demostracion.
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1. Siy=0:x-y=0y|y| = 0(C3-001.T2), se cumple la igualdad 0 = 0,y y = 0 - x es multiplo de
X.

2. Supongamosy # 0.Entonces |y|? > 0 (C3-001.T2) y t, := (x-y)/|y|? est4 definido (C1-003.T7).

3. Por C3-001.T2,

0 < |x —toy|* = |x]|* — 2to(x - y) + t5]y|>.

4. Al sustituir t, (K1-K9):
(x - y)?
vz
5. Multiplicando por |y|? > 0 (C1-003.T4, C1-003.T9): (x - ¥)? < |x|?|y|?.
6. Ambos lados son cuadrados de nimeros > 0: (x-y)? = |x-y|? (C1-004.T6) y |x|?|y|?> = (|x||y|)>.
Por C1-003.T9, |x - y| < |x]||y]-
7. Igualdad. Con 'y # 0, hay igualdad < (x - y)? = [x|?|y|? & |x — tyy|? = 0 (paso 4) <

lx — toy|? = |x|? —

x = tgy (C3-001.T2). En particular, la igualdad implica que x es multiplo de y.
8. Reciprocamente,six = cy: |x-y| = |c||y|? = |cy|ly| = |x||y| (C3-001.T2,C1-004.T2).Siy = cx,

la misma cuenta con los papeles cambiados. B

Figura 1: La sombra de x sobre la recta de y: el punto t,y es el mas cercano a x y el segmento de x a

toy es perpendicular a y. Cauchy-Schwarz dice que la sombra no es mas larga que x.
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Teorema C3-001.T4 (desigualdad del triangulo)

Parax,y,z € R™ [x +y| < |x| +|y|; ||x| — |y|| S|lx—=ylx—z| < |x—y|+|y—2z|.Paran = 2
es C2-020.T1.

Demostracion.

1. Por C3-001.T2, C1-004.T1y C3-001.T3:

lx +y|*> = [x|*+2x -y +|y|?
< |x|* + 2|x||y| + |y|?
= (x| + lyD2

2. Ambos lados son = 0; por C1-003.T9, |x + y| < |x]| + |¥|.

3. x=(x—y)+y(C3-001.T1), asi que |x| < |x —y| + |y|, es decir |x| — |y| < |x — y|. Cambiando
los papeles, |y| — |x| < |y — x| = |x —y| (C3-001.T2 con ¢ = —1).

4. Por C1-004.T3, ||x| — |y|| < |x — y|.

5. x—z=x—-y)+ (y—2)(C3-001.T1);elpaso2da|x —z| < |x —y| + |y — z|.

6. Paran = 2yx = (a,b),y = (c,d), el paso 2 dice \/(a + ¢)? + (b + d)2 < Va? + b% + VcZ + d?,
que es C2-020.T1. 1

Teorema C3-001.T5 (norma y componentes)

Parax € R™ max(|x], ..., [xx]) < x| < |x1] + - + |xn| £ n - max(|x4], ..., |xn]).

Demostracion.

1. El maximo existe y es uno de los |x;| (C1-005.T13); por C3-001.T2, |x;| < |x|.
2. x = Z?zl x;e; (C3-001.T1). Por induccién en el nimero de sumandos (C1-005.T1) con C3-001.T4,

n

Il < ) el

i=1

3. |x;e;] = |x:|lei| = |x;|, porque |e;] = V1 = 1 (€C3-001.T2, C2-014.D1).
4. Cada |x;| < max; |x;|; sumando n veces, ¥, |x;| < nmax; |x;| (C1-005.T12 b, d). ®
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Ortogonalidad y angulo

Definicion C3-001.D3 (ortogonalidad y angulo)

x Ly:< x-y=0.uesunitariosi|u| = 1;six # 0, x/|x| es unitario. Para x,y # 0, el angulo

entre ellos es 8 := arc cos (x ~y/(|x| |y|)) € [0, 7] (el cociente estd en [—1, 1] por C3-001.T3).

Que x/|x| es unitario: |x/|x|| = (1/|x])|x] = 1 (C3-001.T2). Que el cociente estd en [—1, 1]: por C3-
001.T3, |x - y|/(x|ly]) <1,y seusaC1-004.T3. Asi el arc cos de C2-014.D6 se aplica.

Teorema C3-001.T6 (Pitagoras)

Six Ly, |x+vy]?=|x|*>+|y|>

Demostracién. Por C3-001.T2, |x + y|* = |x|* + 2x -y + |y|4,yx -y = 0.1

Ejemplo C3-001.E1
[(1,2,2)] = 3;(1,0) y (1,1) forman un dngulo de =/4; (1,1,0) L (1,—1,5).

1. |(1,2,2)| =V1+ 4+ 4 =+/9 = 3, porque 3 > 0y 32 = 9 (C3-001.D2, C2-014.D1).

2. (1,0)-(1,1) =1,](1,0)| = 1, |(1,1)| = V2; el cociente es 1/+/2.

3. Por C2-014.C1, s := sen(m/4) = cos(mw/4) > 0,y por C2-014.T5, 2 cos?(n/4) = 1; asi
cos(m/4) = 1/v2 (C2-014.D1). Como /4 € [0, 7], arc cos(1/v2) = m/4 (C2-014.D6).

4. (1,1,0)-(1,-1,5=1-1+0=0.

A Lanorma es la del producto punto

. Cauchy-Schwarz liga una norma con un producto. Con el mismo x - y pero la norma |[|x|| =
E max(|xq¢], |x2]) (C3-007.T1),x =y =(1,1)dax -y =2 > ||X||w|l¥|lew = 1.
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Por qué cada hipotesis

A Mismo nimero de componentes

(1,2) - (1,2, 3) no esta definido: C3-001.D2 suma x;y; parai = 1, ...,n con el mismo n.

______________________________________________________________________________

A «Multiplo» no basta para el triangulo con igualdad

En Cauchy-Schwarz, y = —x da igualdad: |x - (—x)| = |x|2. Pero en el tridngulo, x = (1,0),
y=—xdan|x+y| =0 < 2 = |x| + |y|. Laigualdad del tridngulo pide x - y = |x]||y| (paso 1 de

C3-001.T4), es decir, un multiplo con coeficiente = 0 (ejercicio 3).

Ejercicios
1. Calcula el angulo entre u = (2,1,2) y v = (3,4, 0), y verifica |u + v| < |u| + |v|.
2. Demuestra la ley del paralelogramo: |x + y|? + |x — y|? = 2|x|? + 2|y|?.
3. Demuestra:siy # 0, |[x +y| =|x|+|y|] © x=cyconc = 0.
4. Demuestra que |x - y| < ||x[l1[|y|leo, donde [[x|l; = X |x;| ¥ [[¥llo = max [y;].
5. Encuentra todoslos t con (1,¢,2) L (¢,3,—1).
Respuestas
1. u-v=10,|ul =3, |v| =5:0 = arccos(2/3) = 0.8411 rad. [u + v| = V54 = 7.348 < 8.

2. Suma las dos féormulas |x + y|? = |x|? + 2x - vy + |y|? de C3-001.T2.

3. Porel paso 1 de C3-001.T4 y C1-003.T9, la igualdad equivale a x - y = |x]||y|. Entonces hay igual-
dad en Cauchy-Schwarzy x = toy conty = (x - y)/|y|?> = 0. Reciproco: six = cy conc > 0,
|x +yl = (c+ DIyl = |x] + |yl

4. |x -yl < X lxllyil < 2 1xil 1ylle (C1-004.T4 repetido, C1-004.T2, C1-005.T12 d).

5.t+3t—2=0:t=1/2.



C3-002 - Curvas: limites y derivadas por

componentes

Motivacion

El dron que rodea un poste

Un dron inspecciona un poste dando vueltas a 20 m de él, a altura fija. Da una vuelta en 2 minutos:
y(t) = (20cos(mt),20sen(rt)), con t en minutos. Al final esta donde empezd: su velocidad
media es cero. En una variable, el TVM prometeria un instante con velocidad igual a la media.
(Hubo un instante con velocidad cero?

No: la rapidez es siempre 20w = 62.83 m/min. Cada coordenada del GPS si tiene su TVM, pero
cada una en su propio instante. Las curvas se derivan componente a componente, y aun asi el
TVM no pasa de una variable a varias.

Doénde falla la analogia: un dron real acelera y oscila; aqui el giro es perfecto y la rapidez exacta-

mente constante.

Funciones vectoriales, limites y continuidad

Definicion C3-002.D1 (funcidén vectorial)

Una funciény : A - R™ con A C R tiene componentesy; : A = R, y(t) = (y1(t), ..., ¥n(t)). Si

A es un intervalo con mas de un punto, y es un camino y su imagen y(4) es la traza.

Definicion C3-002.D2 (limite y continuidad)

Sea y definida al menos en (a —r,a) U (a,a + r) para alginr > 0. lim,_, y(t) = L (L € R")
o Ve>036 >0Vt edomy : 0 < |t—a] <6 = |y(t) — L| < e. Limites laterales como
en C1-020.D1.y : A > R"escontinuaena € A: & Ve > 036§ >0Vt E€EA: |t—a| <d =
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ly(t) — y(a)| < &; una curva es un camino continuo. Conn = 1 son C1-017.D1, C1-020.D1 y
C1-022.D1.

Teorema C3-002.T1 (por componentes)

El limite, si existe, es Ginico. im;_, y(t) = L < lim;_, y;(t) = L; para cada i; y es continua en

a < caday; lo es. Lo mismo para limites laterales.

Idea de la demostracion
lyi(®) =Ll < ly@®) —L| < Z]- ly;(t) — Lj] (C3-001.T5): cerca en R™ equivale a cerca en cada

componente.

Demostracion.

1. (®)Seae >0y édeldeC3-002.D2.S5i0 < |t —a| <&, |y;(t) —L;i| £ |y(t) —L| < e (C3-001.T2).
Asiy; - L; (C1-017.D1).

2. (&) Seae > 0.Paracadaihayd; >0con0 < |t —a| <§; = |y;(t) —L;|] < &/n(C1-017.D1, con
g/n > 0 por C1-003.T7).

3. Sea 6 := min(6y, ..., 6,) > 0 (C1-005.T13).Si0 < |t — a| < §, por C3-001.T5y C1-005.T12,

n
&
VO -L1< ) ® ~Li<n-- ==
i=1

4. Unicidad. Si L y M son limites, por el paso1y; = L;yy; = M;, luego L; = M; (C1-017.T1) para
cadai,y L =M (C3-001.D1).
5. La continuidad (con |t — a| < § y L = y(a)) y los limites laterales (con t de un solo lado) se

prueban con los mismos pasos. B

Teorema C3-002.T2 (algebra de limites)

Silim;,,y = L, Iim¢,,n = M (en R*) y im;_,, f = ¢ (f real, mismo dominio): im(y + ) =
L+M,Iimfy =cL,limy-n =L-Myhlm|y| = |L|. En particular sumas, productos por funciones

reales continuas, productos punto y normas de funciones vectoriales continuas son continuos.
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Demostracion.

1. Por C3-002.T1,y; = L; yn; = M;. Por C1-018.T1,y; +n; = L; + M; y fy; = cL;; por C3-002.T1
otravez,y+n—->L+ My fy - cL.

2. Y -n = X,;vin; cada producto tiende a L;M; y la suma finitaa ), L;M; = L - M (C1-018.T1 e
induccion en el nimero de sumandos, C1-005.T12).

3. Por C3-001.T4, ||y(t)| - |L|| < |y(t) — L|, asi que el § que sirve para y sirve para |y|.

4. Continuidad. Siy,ny f son continuas en a, cada y;, n; lo es (C3-002.T1); por C1-022.T2,y; +n;, fVi
y X.; ¥in; son continuas en a, y por C3-002.T1 tambiény +ny fy. Para|y|, el paso 3 con L = y(a)

convierte el § de y en uno para |y|.®

Derivadas

Definicion C3-002.D3 (derivada, velocidad, tangente)

Sea y definida en un intervalo abierto que contiene a a. y es derivable en a : & existe
v'(a) :=lmy_o(y(a+h)—y(a))/h € R™.y'(a) eslavelocidad, |y'(a)| larapidez; siy’'(a) # 0,
T(a) := y'(a)/ly'(a)] es el vector tangente unitario y {y(a) + sy’'(a) : s € R} la recta tan-
gente. Derivadas superiores y”, y® y clase C¥ en un intervalo abierto J como en C1-031.D1y
C2-015.D1 (componente a componente); C* en ] := C* en ] para todo k (también para funciones

reales de una variable). y es regular en ] siy'(t) # 0 paratodo t € J.

Teorema C3-002.T3 (derivada por componentes)

y esderivableena < caday;loes,yy'(a) = (yi(a), ..., yn(a)). Derivable en a = continua en

a.yesdeclase C¥en] < caday;loes.

Idea de la demostracion
El cociente incremental de y es lan-ada de los cocientes de sus componentes; su limite es asunto
de C3-002.T1.

Demostracion.

1. Parah # 0 con a + h en el dominio, la componente i de q(h) := (y(a + h) —y(a))/hes (y;(a +
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h) —yi(a))/h (C3-001.D1).

2. q estadefinida enun (—7,0) U (0,r) porque el dominio de y es un intervalo abierto que contiene
a a. Por C3-002.T1, limy,_,q q(h) existe si y solo si existen los n limites de las componentes, y
entonces y'(a) = (y1(a), ..., ¥n(a)) (C1-027.D1).

3. Siy es derivable en a, cada y; lo es (paso 2), luego es continua en a (C1-028.T1), y y es continua
en a (C3-002.T1).

4. Clase C*. Por induccién en k (C1-005.T1): si y® existe en J y y® = %, .. y§), el paso 2
aplicado a y® da que y**1) existe en ] < existe cada yl-(k+1), cony ¥+ = (yi(k“))i.

5. Y es continuaen] < cada yi(k) lo es (C3-002.T1). Por C2-015.D1,y es C¥ < caday;loes. A

Teorema C3-002.T4 (reglas de derivaciéon)

Sean J un intervalo abierto,y,n : ] > R"y f : | > Rderivablesena € J,y ¢ : J' - ] derivable
ens € J' (J' intervalo abierto) con ¢(s) = a.Entoncesy+n, fy,y-nyye@ sonderivables (ena, a,
ays)con(y+m)' =y'+0,(fy) = fly+fy, - =y n+yn'y(ree)' (s) = ¢’ ()" (p(s).

Demostracién. Todo se hace en cada componente y se retine con C3-002.T3.

1. (y +n); = v; + n; es derivable en a con derivada y; (a) + n;(a) (C1-029.T1).

2. (fv): = fvi es derivable con derivada f'(a)y;(a) + f(a)y;(a) (C1-029.T2).

3. y-n = X;vin; (C3-001.D2). Cada sumando es derivable con derivada y;n; + y;n; (C1-029.T2) y
la suma también (C1-029.T1 e induccién, C1-005.T12):

-m'(a) = Z (vi@ni(@) +vi(@ni(@) =y’ (@) - n(a) +y(a) - 1’ ().

4. (y o @); =V; o ¢ es derivable en s con derivada y; (¢(s))¢’(s) (C1-030.T1).

5. Por C3-002.T3, las n-adas de derivadas son las derivadas vectoriales. B

Corolario C3-002.C1

Si y es derivable en un intervalo abierto J y |y| es constante en J, entonces y(t) - y'(t) = 0 para

todo t € J. En particular, si y es dos veces derivable y su rapidez es constante, y' L y".

Demostracion.

1. Si|y| = cenJ, entoncesy - ¥ = c? es constante (C3-001.T2).
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2. PorC3-002.T4,(y -y)' =v' -y +v-y' =2y -y’ (C3-001.T2).
3. La derivada de una constante es 0 (C1-028.T2):y - y' = 0.

4. Silarapidez |y'| es constante y y' es derivable, los pasos 1-3 aplicadosay’ dany’-y" = 0.1

Teorema C3-002.T5 (derivada cero)

Si y es continua en un intervalo I, derivable en su interior y ¥y’ = 0 ahi, y es constante en I.

Demostracién. Cada y; es continua en I (C3-002.T1), derivable en el interior con y; = 0 (C3-002.T3),
luego constante (C1-034.T1). Entonces y es constante (C3-001.D1). H

Teorema C3-002.T6 (clase C* en una variable)

Sean J,]' intervalos abiertos y k € N U {0} (0 k = o). Sumas, productos y cocientes (con deno-
minador sin ceros en J) de funciones reales de clase C¥ en J son de clase C¥ en J;si¢p : J' = ]
y f : ] » Rson de clase C¥, f o ¢ lo es en J'. En particular Joes de clase C* en (0, ), y si
v,m:J > Ry f:] > Rsonde clase C¥, tambiénlosony + 7, fy,¥ - ny |y| (dondey # 0).

Idea de la demostracion
Induccidn en k: la derivada de una suma, producto, cociente o composicién es otra expresion

del mismo tipo con factores de una clase menos.

Demostracién. Dos hechos de la definicién (C1-031.D1, C2-015.D1): g € C*¥*! < g es derivable
en]Jyg € C¥ ycCk* c Ck, porque las derivadas hasta el orden k son derivables, luego continuas
(C1-028.T1).

1. Sea P(k): «para f, g, ¢ de clase C*, f + g, fg, 1/g (si g no se anula) y f o ¢ son C*». P(0) es
C1-022.T2 y C1-022.T3.
2. Supongamos P (k) y sean f, g, ¢ de clase C*** (luego C*). Por C1-029.T1-T3 y C1-030.T1:

F+9)'=f+g, (' =f'g+fg, A/g9) =-g"- fep) =("20)¢"

1.1

9 g

3. Los factores ', g',¢',f,g,1/g (por P(k)) y f' o ¢ (por P(k), con f' € C¥) son C¥; por P(k) las
sumas y productos de la derecha son C¥. Asi las cuatro funciones son C**1: vale P(k + 1).

4. Por induccién (C1-005.T1), P(k) vale para todo k; para k = oo, se aplica a cada k.
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5. Raiz. En (0, ©), \/ es continua y (\/')' = % - (1/y) (C2-014.T1).Sif € C’, entonces 1/ € c’
(paso 3, sin ceros) y (\/')’ € C/: v E C/*1, Por induccién es C*.

6. Vectoriales. Por C3-002.T3,y + 1y fy son C¥ porque sus componentes y; +1; y fy; loson; y - =
Y. yin; también. Dondey # 0,y -y > 0 (C3-001.T2) y |y| = Ve vy)es C* (pasos4y5). 1

Ejemplos

Ejemplo C3-002.E1 (hélice y cuspide)
Parar > 0y c € R, lahélice y(t) = (rcost,rsent,ct) es de clase C* en R con y'(t) =
(—rsent,r cost,c) yrapidez constante Vr2 + cZ; con ¢ = 0 es la circunferencia. y(t) = (t2,t3)

es de clase C® y no es regular en 0 (y'(0) = 0): su traza tiene un pico.

1. sen y cos son derivables con sen’ = cos, cos’ = —sen (C2-014.T6); por induccion,
son C®.t » ct tiene derivada ¢ (C1-028.T2). Por C3-002.T3 y C1-029.T2, y'(t) =
(—rsent,rcost,c)yyesC™.

2. ly'(®)|? = r?(sen?t + cos?®t) + ¢ = r? + ¢? (C2-014.T5, C3-001.D2).

3. Para (t2,t3):y'(t) = (2t,3t?) (C1-028.T2), los polinomios son C*, y ¥’ (0) = (0, 0). Que

la traza «tiene un pico» se ve en la gréfica de y = |x|3/%; no se usa.

Ejemplo C3-002.E2 (el TVM no vale para curvas)
y(t) = (cost,sent) en [0, 2r]: y(2m) — y(0) = 0, pero |y'(t)| = 1 para todo t, asi que no existe
ccony(2m) —y(0) = 2my’(c). Lo que si vale es una desigualdad (C3-003.C1).

1. cos(2m) = cos0 = 1y sen(2mr) = sen0 = 0 (C2-014.T5, C2-014.C1): la diferencia es
(0,0).

2. y'(t) = (—sent,cost) (C3-002.T3, C2-014.T6) y |y'(t)| = 1 (C2-014.T5).

3. Si2my'(c) = 0, entonces |y'(c)| = 0 (C3-001.T2), contradiccioén.

A Cada componente tiene su TVM, pero no el mismo

Paray; = cosen [0,2n],el TVM dac = m (senm = 0); paray, = sen,dac = /2 o 3n/2. No hay

un instante comun. Aplicar el TVM «a cada componente y juntar» es un error frecuente.
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Por qué cada hipotesis

A Intervalo abierto alrededor de a

I y(t) = (t,vV/t) en [0,1]: en a = 0 el cociente no esta definido para h < 0. En este curso no hay

derivadas laterales; por eso C3-002.D3 pide un intervalo abierto.

A Hacen falta todas las componentes

v y(@®) = (t,1/t) parat # 0:y; = 0 cuandot — O, pero y, no tiene limite, y por C3-002.T1

tampoco y.

Ejercicios

1. Para el dron del poste, y(t) = (20 cos(mt), 20 sen(mt)), calcula y’, la rapidez y la recta tangente
ent=1/2.

Demuestra que si y es derivable en a, im;,_,, y(a + h) = y(a) sin pasar por componentes.

Sea y dos veces derivable con y” = 0 en R. Demuestra que y(t) = p + tv.

Calcula (y - y)' paray(t) = (t,t?,t3) de dos formas (regla del producto y directamente).
¢Esregular en Rlacurvay(t) = (t3,t2 — 1)? ;)Y n(t) = (3 + t, t2)?

ook W

Respuestas

1. y'(t) = 20m(—sen(mt), cos(mt)), rapidez 20w ~ 62.83 m/min;ent = 1/2:y = (0,20),y' =
(—20m, 0), recta {(—20ms, 20) : s € R}.

ly(a + h) —y(a)| = |h||q(h)|y q(h) = y'(a) es acotado cerca de 0 (C3-002.T2: |q| = |y'(a)])-
y' es constante = v (C3-002.T5); y(t) — tv tiene derivada 0 y es constante = p.

2y -y’ = 2(t + 2t3 + 3t°); directamente, (t? + t* + t)" = 2t + 4t3 + 6t°.

ook W

¥'(0) = (0,0): no es regular. 7’ (t) = (3t? + 1, 2t) # 0 siempre: si es regular.



C3-003 - Integral de una curva y longitud

de arco

Motivacion

El odémetro y el desplazamiento

Un dron con rapidez maxima de 15 m/s vuela 60 s girando como quiera. ;A qué distancia maxi-
ma del punto de partida puede terminar? Intuicién: a lo mas 900 m, porque el desplazamiento
nunca supera lo que marca el odémetro. Una cota «por ejes» (900 m en cada una de las tres
coordenadas) darfa 900v3 ~ 1,558.8 m, que es demasiado.

Después, la rampa helicoidal de un estacionamiento: radio 15 m, sube 3 m por vuelta. En 4 vuel-
tas, ;cuanto recorre un auto? El odémetro marca [ |y’|; hay que probar que eso es la longitud
de la ruta.

Doénde falla la analogia: la rapidez que cuenta es respecto al suelo, no respecto al aire; y la ruta

de un auto no es una curva sin grosor.

Parte 1 - Integrar curvas

Definicion C3-003.D1 (integral de una funcion vectorial)

Seana < by F : [a,b] — R" con cada componente integrable en [a, b]. be =

a
(f: Fi, ...,fab F,); con las convenciones de C2-004.D1 para a > b.

Teorema C3-003.T1 (propiedades)

Toda F continua en [a, b] es integrable (componente a componente). La integral es lineal; para
c €RYc- f: F = f: c - F; es aditiva en intervalos (C2-004.C1). (Barrow) Si F es continua en

[a,b]y G : [a,b] » R™ es continua con G’ = F en (a, b), f: F=G(b)—G(a).

15
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Demostracion.

1. SiF es continua, cada F; lo es (C3-002.T1) y es integrable (C2-003.T1).
2. Linealidad. [(F + G)y [ cF (c € R) se calculan en cada componente con C2-004.T2.
3. Parac € R™: ¢ F = ), ¢;F; es integrable y, por C2-004.T2 y C1-005.T12,

b b b
f c-F=Zcif Fi=c-f F.
a i a a

4. Aditividad. Paraa < m < b, f; F, = f;n F;, + f:l F; en cada componente (C2-004.C1).
5. Barrow. Cada G; es continua en [a, b] (C3-002.T1) con G; = F; en (a,b) (C3-002.T3), y F; es
continua. Por C2-009.C1, ff F; = G;(b) — G;(a) paracada i. ®

Teorema C3-003.T2

Seana < by F : [a,b] » R" continua. Entonces |ffF| < f: |F|.

Idea de la demostracion

Se proyecta la integral sobre su propia direccién, v = [ F,y se acota punto a punto con Cauchy-

Schwarz.

Demostracion.

1. F esintegrable (C3-003.T1) y |F| es continua (C3-002.T2), luego integrable (C2-003.T1).
2. Seav:= ff F.Por C3-001.T2 y C3-003.T1 (con ¢ = v):

b b
|v|2=v‘v=v'f F=f v-F.
a a

Paracadat,v-F(t) < |v-F(t)| < |v||F(t)| (C1-004.T1, C3-001.T3).

Por la monotonia y la linealidad (C2-004.T3, C2-004.T2): |[v|? < |v| ff |F|.
Siv = 0,laconclusiénes 0 < f: |F|, cierta por C2-004.T3.

Siv # 0, |[v] > 0; al dividir (C1-003.T7, C1-003.T4), |[v| < f: |F|.

AN
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Corolario C3-003.C1 (desigualdad del valor medio para curvas)

Sean a < b yy de clase C! en un intervalo abierto ] O [a, b]. Entonces |y(b) — y(a)| < ff lv'l;
sily’| <Menl|a,b], |y() —y(@)| <M — a).

Demostracion.

1. y' es continua en J (C2-015.D1), en particular en [a, b]; y es continua en [a, b] (C1-028.T1, en
cada componente, y C3-002.T1).

2. Por Barrow (C3-003.T1con G =y, F =y"):y(b) —y(a) = f; e

3. Por C3-003.T2: [y(b) — ()| < [, Iy'|-

4. Sily'| < Men [a,b], C2-006.T1da [ |y'| < M(b —a).®

A Desigualdad, no igualdad

Para la circunferencia de C3-002.E2 en [0, 2r]: |[y(2m) —y(0)| = 0 < 2m = f021r ly']- Lo que se

pierde respecto al TVM es el punto intermedio c, no la cota.

Parte 2 - Longitud de arco

La longitud no se redefine: es la de C2-020.D1 con la norma de R" en lugar de  /x? + y2.

Definicion C3-003.D2 (longitud; extension de C2-020.D1)

Seana < byy : [a,b] » R™ Parauna particion P = {t, ..., ty} de [a, b]: £(y, P) := 2?:1 ly(t)—
y(t;i_1)| (la poligonal inscrita). y es rectificable si {#(y, P) : P particion de [a, b]} est4 acotado
superiormente, y su longitud es ¢(y) := sup, ¢(y, P).
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Figura 2: Poligonales inscritas en una vuelta de hélice, con 3 y 6 tramos (proyeccion). Al agregar vértices
la poligonal se alarga (C3-003.T3) y su longitud tiende a [ |y’| (C3-003.T4).

Teorema C3-003.T3 (refinar alarga; aditividad)

Seana < byy :[a b] - R™ (a)SiQ refinaa P, 2(y,P) < £(y,Q). (b) £(y,P) = |y(b) —y(a)]
paratoda P. (c) Sia < ¢ < b, y es rectificable en [a,b] < loesen [a,c]yen [c,b],yentonces
t(v) = LW ljac) + £V lcp))-

Demostracion.

1. (a), un punto. SiQ = P U {s}cont;_; < s < t;, el tnico cambio en la suma es que el término

ly(t;) —y(ti—1)| se reemplaza por dos (C2-001.T3),y

[y (&) —y(ti-)l < [y (&) =y ()| + |y (s) =y (ti-1)

(C3-001.T4). Asi £(y,P) < €(y,Q) (C1-005.T12).
2. (a), general Un refinamiento agrega un nimero finito de puntos (C2-002.D1); por induccién en

ese numero (C1-005.T1), con el paso 1 en cada uno.
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3. (b). Toda P refina a {a, b}, y £(y,{a, b}) = |y(b) — y(a)|; se aplica (a).

4. (c), una desigualdad. Para una particion P de [a, b], P’ := P U {c} la refina y se parte en P; :=
P'NnJa,clyP, :=P'nN|[c,b], particiones de [a, c] y [c, b] (C2-001.T3). Por (a) y la particion de la
suma (C1-005.T12),

L, P) <2, P") = £ lac) P1) + (¥l jc,p, P2)-

5. (¢), <. Si ambas restricciones son rectificables, el paso 4 da €(y, P) < €(¥|[a,c)) + €(¥|[c,p)) Para
toda P: y es rectificable y £(y) es alo mas esa suma (C1-006.D1).

6. (c), =.Si P;, P, son particiones de [a, c] y [c, b], P; U P, es particién de [a, b] con £(y,P; U P,) =
Y lja,cp P1) + €Y lep) P2) < £(¥). Cada sumando es = 0 (C3-001.T2, C1-005.T12 d), asi que
cada uno es < ¢(y): ambas restricciones son rectificables.

7. Igualdad. Sea € > 0. Por C1-006.T2 hay Py, P, con €(¥|[qc), P1) > €(¥l[jac) — €/2 y lo mismo
para P,. Por el paso 6, #(y) > ¢(¥l{ac) + ?(Vlic,p) — € Como ¢ es arbitrario, £(y) = la suma
(C1-003.T9); con el paso 5, son iguales. &

Teorema C3-003.T4 (formula de la longitud)

Sean a < by y de clase C! en un intervalo abierto ] O [a, b]. Entonces y es rectificable en [a, b]
b
yt() = J, ¥ @©ldt.

Idea de la demostracion
Arriba: cada cuerda es a lo mas el odémetro de su tramo (C3-003.C1). Abajo: en tramos tan
cortos que y' casi no cambia (Heine), la cuerda casi iguala a |y’ (t;)|At;. Es la prueba de Rudin;

no usa el truco de dos puntos de C2-020.T3, que no se generaliza bien a n componentes.

Demostracion.

1. «<».Sea P = {t,, ..., t;.} particion de [a, b]. Cada [t;_4, t;] € J,y por C3-003.C1, |y(t;) —y(ti—1)| <
NN

2. Sumando (C1-005.T12, C2-004.C1): £(y,P) < [, |y'|. Asiy es rectificable y £() < [, |y'| (C1-
006.D1).

3. «=>». Sea ¢ > 0. Cada y]’- es continua en [a, b], luego uniformemente continua (C1-025.T1, C1-

025.D1): hay §; > 0 con |s — t| < §; = [yj(s) — v;(¢)| < &/n. Con § := mun; §; (C1-005.T13) y
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C3-001.T5:
ls—t| <& = ly'(s)-v' (Ol <e

4. Sea P la particién en N partes iguales con (b — a)/N < 6 (C1-007.C1). Fijemos i y escribamos
At; = t; — ti_q.

5. Parat € [ti_, ] Y O < Y )|+ 1Y () —y' ()] < |y'(t;)] + € (C3-001.T4). Por C2-004.T3
y C2-002.E1:

ti
f V'] < Iy’ (6] At; + ¢ At
t

i-1
6. La integral del vector constante y’'(t;) es y'(t;)At; (C2-002.E1 en cada componente). Por C3-
003.T1 (linealidad y Barrow), C3-001.T4 y C3-003.T2:

ti
yels=|[ 'O+ -yl

t; ti
<|[ ]+ weo-rora
ti_]_ t

i-1
< lv(t) —v(ti-| + €At
7. Delos pasosSy6:f:_i_1 ly'| < |ly(t)—y(ti—1)|+2¢& At;. Sumando sobre i (C2-004.C1,C1-005.T12):
b

f ly'| < €@y, P) + 2e(b—a) < £(y) + 2e(b — a).

8. Si fuera ff ly'| > €(y), con € tal que 2e(b — a) es menor que la diferencia (C1-007.C1) el paso 7
fallaria. Por lo tanto fab ly'] < £4(y) (C1-003.T9) y, con el paso 2, son iguales. B

Corolario C3-003.C2 (coherencia con Calculo II)

Paran = 2, £(y, P), «rectificable» y £(y) de C3-003.D2 son exactamente los de C2-020.D1, y
C3-003.T4 dala féormula de C2-020.T3. Paran = 1, £ es la distancia recorrida de C2-020.C1.

Demostracion.

L Paran =2yy = (x,¥), [y (t) =y (ti-)| = v/ (x(t) — x(ti-1))? + ((t) — y(ti-1))? (€3-001.D2):
es el término de C2-020.D1. Las sumas, el conjunto y su supremo son los mismos.

2. [y'l = J/x'2 + y'2 (€3-002.T3, €3-001.D2), asi que C3-003.T4 es C2-020.T3.

3. Paran =1, |- | es el valor absoluto (C3-001.D2) y ff |y’| es la distancia recorrida de C2-020.C1.
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Ejemplo C3-003.E1

La hélice de C3-002.E1 en [0, 2] mide 2mV72 + 2.

Cdlculo. Es C® y su rapidez es la constante V72 + ¢2 (C3-002.E1); por C3-003.T4 y C2-002.E1,
0= [ NPT Zdt = 2mVr? + 2.

La rampa. Conr = 15y ¢ = 3/(2m) (sube 3 m por vuelta), 4 vueltas son t € [0, 87] y miden
8mV225 + ¢2 = 4,/(30m)2 + 9 ~ 377.18 m, frente a 4 - 30w ~ 376.99 m de cuatro circunferen-

cias.

Por qué cada hipotesis

Ay’ continua en el cerrado

g(x) = x?sen(1/x?), g(0) = 0, es derivable con g’ no acotada en [—1,1] (C2-014.E2). Para
y(t) = (t,g(t)), |y'| no es integrable en [—1, 1]: la formula de C3-003.T4 ni se puede escribir.

A Continuidad

y(t) = (0,0)sit < 1/2y(1,0)sit = 1/2,en [0, 1]: donde existe, y' = 0, pero toda poligonal

con un vértice a cada lado de 1/2 mide al menos 1, y #(y) = 1. El salto cuenta.

A Continua no basta

(t,tsen(1/t)) con valor (0,0) en O es continua en [0, 1] y no rectificable (C2-020.E3, con C3-
003.C2).

Ejercicios

1. Calcula fol F para F(t) = (cost,sent, 1) y verifica | f01 F| < fol |F|.

. Undroncon |y’| < 15m/svueladet = 0 at = 60 s. Demuestra que no sale de la bola cerrada

de radio 900 m centrada en su punto de partida.

3. Calcula lalongitud de y(t) = (2t,t2,logt) en [1,e].

Demuestra quessi |y(b) —y(a)| = (y) yy es inyectivay C?, entonces la traza esta en el segmento
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de y(a) ay(b) (esquema).

5. ;(Cuanto mide una vuelta de una hélice de radio 1 que sube 2r por vuelta?

Respuestas

1. fol F = (sen1,1—cos1,1),de norma = 1.3854; fol |F| = V2 ~ 1.4142.

2. Paracadat € [0,60],C3-003.C1l en [0,t] da |y(t) —y(0)| < 15t < 900.

3. EnJ = (0,0) es C® con |y’ (t)|? = 4 + 4t? + 1/t? = (2t + 1/t)?; por C3-003.T4, ¢ = fle(Zt +
1/t)dt = (e? — 1)+ 1 = e? =~ 7.380.

4. Paracadat, [y(b) —y(a)| < |y(t) —y(@)| + |y(b) —y(t)| < £ por (b) y
(c) de C3-003.T3; la igualdad fuerza igualdad en el tridngulo, y por el ejercicio 3 de C3-001 y(t)

estd en el segmento.

5. J/(2m)? + (2m)2 = 272 ~ 8.886.



C3-004 - Reparametrizacion y longitud de

da1rco como parémetro

Motivacion

Dos choferes en la rampa

Ana y Beto suben las mismas 4 vueltas de la rampa helicoidal de C3-003 (radio 15 m, 3 m por
vuelta). Beto va al doble de rapidez y tarda la mitad. ;Sus odémetros marcan lo mismo? Si: los
dos pasan por las mismas posiciones, en el mismo orden; solo cambia la hora. Ambos marcan
377.18 m.

La rampa tiene una marca de pintura cada metro. Si nadie se detiene, la marca sirve de reloj: la
posicion se puede describir por los metros recorridos. Recorrida asi, la rampa va «a un metro
por unidad»: rapidez 1.

Dénde falla la analogia: un auto real se puede detener. En un instante con velocidad cero, el reloj
de marcas deja de ser derivable (C3-004.E2).

Reparametrizacion e invariancia de la longitud

Definicion C3-004.D1 (reparametrizacion)

Sean I e I' intervalos,y : I - R™y ¢ : I' > [ continua y biyectiva (por lo tanto estrictamente
monotona, C1-026.T2). y o ¢ es una reparametrizacion de y; conserva la orientacion si ¢ es

creciente.

Teorema C3-004.T1 (la longitud no depende de la parametrizacion)

Seana < b,c < d,y : [a,b] » R*y ¢ : [c,d] = [a, b] continua y biyectiva. Entonces y o ¢ es
rectificable & yloes, y2(y o @) =£(y).

23
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Idea de la demostracion
¢ manda las particiones de [c, d] biyectivamente en las de [a, b], con la misma poligonal. Los

dos conjuntos de C3-003.D2 son el mismo. No hacen falta derivadas.

Demostracion.

1. @ es estrictamente monoétona (C1-026.T2). Si es creciente, ¢ (c) = ay ¢(d) = b: como es biyecti-
va,a = @(u) paraalginu,y ¢(c) < ¢(u) = a < ¢(c) (C1-003.T1); igual con b. Si es decreciente,
p(c)=byo(d) = a.

2. Caso creciente. Si Q = {uy < -+ < ug} es particion de [c,d] (C2-001.D1), ¢(Q) = {p(uy) < -+ <
¢@(ug)} es particién de [a, b] (paso 1). Reciprocamente, si P = {t, < -+ < t;} es particién de
[a,b],los u; := @~ 1(t;) (C1-011.D1) son crecientes (¢! es estrictamente creciente: sit < t’y
@~ 1(t) = ¢ 1(t"), aplicar ¢ darfa t > t') y forman una particién Q con ¢(Q) = P (C1-011.T1).

3. Para esas particiones,

K
t(ree,Q)= Z [y (@) —v(pui-))| = £, 9(Q)).
i=1
4. Caso decreciente. ¢(Q), escrita en orden creciente, es {¢(u;) < -+ < @(ugy)}. Su poligonal tiene
los mismos sumandos en orden inverso, y [x — y| = |y — x| (C3-001.T2); reordenar una suma
finita no la cambia (C1-005.T12, induccidén). Asi £(y o ¢, Q) = (v, ¢(Q)) y, como en el paso 2,
toda particion de [a, b] es un @(Q).
5. Por los pasos 2-4, {#(y o ¢,Q)} = {£(y, P)}: el mismo conjunto. Uno esta acotado si y solo si el

otro lo est3, y sus supremos coinciden (C1-006.T1). &

La longitud de arco como parametro

Definicion C3-004.D2 (funcion longitud de arco)

Sean J un intervalo abierto, y de clase Cl en ] y t, € J. s(t) := ftto ly’| parat € J (C2-004.D1).

La integral existe: y’ es continua (C2-015.D1), |y’| también (C3-002.T2), y es integrable en cada inter-
valo cerrado de extremos ty y t (C2-003.T1).
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Teorema C3-004.T2 (parametro de longitud de arco)

Sean J un intervalo abierto, y de clase C! y regular en ],y t, € J. Entonces s es de clase C! en ]
cons’ = |y'| > 0, estrictamente creciente, / := s(J) es un intervalo abierto, o := s~ : | > J es
de clase C* con o’ = 1/(|y'| 2 0),y B := y o o cumple |8'| = 1 en]. Para [c,d] c ], 1alongitud
defBen[c,d]esd —c.

Idea de la demostracion
s es la primitiva de |y’| > 0: es C! y estrictamente creciente, asi que tiene inversa derivable. La

regla de la cadenada |B'| = |y'(0)| - o' = 1.

Demostracion.

1. |y'| es continuaen/ (C3-002.T2). Por C2-008.C2, s es derivableenJ con s’ = |y’|, que es continua:
ses C! (C2-015.D1).

2. Comoy'(t) # 0, |y'(t)| > 0 (C3-001.T2). Por C1-034.T2, s es estrictamente creciente.

3. J = s(J) es un intervalo (C1-026.T1). No tiene maximo: siy = s(t), hay t’ > t enJ (] es abierto)
y s(t') > y.lIgual, no tiene minimo. Sean a := nf] y B, := supJ (o Foo). Paraa < y < B, hay
y1,¥2 € Jcony, <y <y, (C1-006.T2), luego y € J (intervalo, C1-004.D2); y ni a ni 8, estan en
J.Asi] = (a, By), abierto.

4, ¢ = s7' : | - ] es continua (C1-026.T3). Parau € J, o(u) es interior a J y s'(a(u)) > 0; por
C1-031.T1, o es derivable en u con

B 1

s'(c() v (eI’

o'(u) =

5. ¢’ es continua: |y'| o ¢ es continua y no se anula (C1-022.T3, C1-022.T2). Asi o es C?.

6. Por C3-002.T4 (cadena), B'(w) = d'(wWy'(c(w)) = y'(c(w)/|y'(c(w))|, y por C3-001.T2,
18" (w)| = 1.

7. B’ es continua (pasos 5-6, C3-002.T2): § es C! en el intervalo abierto j. Por C3-003.T4 y C2-
002.E1, lalongitud de B en [c,d] c J es fcd 1=d—c. 1

Teorema C3-004.T3 (regularidad del cambio de parametro)

Siademasy es de clase C¥ en ] (k = 1), s, 0y B son de clase C¥.
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Demostracion.

1. y' € %=1 (C2-015.D1,C3-002.T3),asiquey’ -y’ € C¥~1 con valores > 0 (C3-002.T6,C3-001.T2).
J €s C* en (0,0) (C3-002.T6), luego s’ = \/y" -y" € C¥~* (C3-002.T6, composicién) y s € C¥.

2. Induccién para o. o € C* (C3-004.T2). Supongamos ¢ € €/ con1 < j < k.Como s’ € C*¥~1 c ¢/,
la composicién s’ o g es €/ y no se anula; su reciproco o’ = 1/(s’ o ¢) es €/ (C3-002.T6). Asi
o € CJ*1, Por induccién (C1-005.T1), o € Ck.

3. Cada componente f; = y;°0 es composicién de funciones C* (C3-002.T6); por C3-002.T3, 5 € C*.
[ |

Ejemplos

Ejemplo C3-004.E1 (la hélice por longitud de arco)
Concy := Vr2+c?2yty = 0:s(t) = coty B(w) = (rcos(u/cy), rsen(u/cy), cu/cy) tiene
rapidez 1.

1. La rapidez de la hélice es la constante ¢, (C3-002.E1), asi que s(t) = fot co = cot (C2-
002.E1, con la convenciéon de C2-004.D1sit < 0).
2. o(u) =u/cyy B = yoo eslaférmula del enunciado. Por C3-002.T4, B’ (u) = y'(u/cy)/co,

de norma 1.

La rampa. Conr = 15,c = 3/(2rn): ¢y = 15.0076; 1a marca del metro 100 esta en el segundo
100/cy = 6.663 de Ana.

Ejemplo C3-004.E2 (sin regularidad falla)
y(@®) = (£3,t3) es C* cony’(0) = 0; s(t) = V23 ys'(0) = 0, asi que s~* no es derivable en 0:
silo fuera, 1 = (s o s71)"(0) = s'(0)(s™1)'(0) = 0.

1. y'(t) = (3t?,3t2) (C1-028.T2, C3-002.T3) y |y’ ()| = V18t* = 3v2 t% (C2-014.D1).

2. s(t) = fot 3v2x2dx =23 (C2-009.E1, C2-004.D1),y s’ (0) = 0 (C2-008.C2).

3. s es estrictamente creciente y biyectiva de R en R, con s71(0) = 0. Si s~! fuera derivable
en 0, la cadena (C1-030.T1) aplicadaa s o s™! = id darfa 1 = s'(0) (s™1)’(0) = 0 (C1-
028.T2). Contradiccién.
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A Qué se rompe y qué no

En C3-004.E2 la longitud sigue bien definida y la traza es un segmento. Lo que se rompe es la
conclusién «o es C1» de C3-004.T2. Con la cuspide (t2,t3) de C3-002.E1 se rompe mas: el tan-
gente unitario T(t) = (2t,3t?)/|(2t, 3t?)| tiende a (—1, 0) por la izquierda de 0 y a (1, 0) por la

derecha, asi que la curva por arco no puede ser C?.

A @ biyectiva

y(t) = (cost,sent) en [0,4r] tiene la misma traza que en [0, 2r], pero longitud 4m: da dos
vueltas. t = t de [0, 4] en [0, 2] no existe como biyeccién; la longitud mide el recorrido, no la

traza.

A Regularidad

Es la hipdtesis que rompe C3-004.E2: con y'(ty) = 0, s'(ty) = 0y la inversa no es derivable ahi.

Ejercicios

A

Reparametriza por longitud de arco la circunferencia y(t) = (2 cos 3¢t,2 sen 3t) con t, = 0.
Demuestra que si ¢ es decreciente, y o ¢ recorre la traza en sentido opuesto: (y o ¢)(c) = y(b).
Sea y(t) = (t,cosht) con cosht = (et + e~%)/2. Calcula s(t) con t, = 0.

(En qué segundo pasa Ana por la marca del metro 200 de la rampa?

Demuestra que para una curva regular por longitud de arco, cualquier otra reparametrizacion

por longitud de arco que conserve la orientacion es (u + k) para una constante k (esquema).

Respuestas

1.
2.
3.
4,
5.

ly'| = 6,s = 6t, B(u) = (2cos(u/2),2sen(u/2)).

Paso 1 de C3-004.T1: si ¢ decrece, ¢(c) = b.

[¥'|2 = 1+ senh® t = cosh® t, asi que s(t) = fot cosh = senht = (ef —e7t)/2.

200/cq = 13.327 s.

Sif=poypcon|f'| =1y creciente C*,1 = [¢p'|-|B' o| = ¢'; por C1-034.T1, Y(u) = u + k.
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(Que 1 sea C?! se obtiene de C3-004.T2 aplicado a cada una.)



C3-005 - Curvatura, normal principal y

plano osculador

Motivacion

El radio de una carretera

Un tramo de carretera tiene forma de pardbola, y = x?/400 (metros). Para fijar el limite de
velocidad, las normas de disefio piden el radio de la curva en cada punto: el de la rotonda que
mejor se ajusta a la carretera ahi. En el vértice ese radio es 200 m; a 100 m del vértice ya es de
unos 279.5 m.

Recorrida a rapidez 1, lo tinico que cambia la velocidad es la geometria: qué tan rapido gira la
tangente. Eso es la curvatura, y su reciproco es el radio de la rotonda.

Dénde falla la analogia: una carretera real tiene ancho, peralte y tramos de transicion; aqui es

una curva ideal.

Curvatura y normal principal

Definicion C3-005.D1 (curvatura y normal)

Sea f8 de clase C? en un intervalo abierto J con 8’| = 1.T := B’y k(w) := |T'(w)| = |8" (w)]
(la curvatura). Si k(u) > 0: normal principal N(u) := T'(u)/x(w), plano osculador {£(u) +
aT(u) + bN(u) : a,b € R}, circulo osculador: el de centro f(u) + N(u)/k(u) y radio 1/x(u)
contenido en el plano osculador.

Paray de clase C? y regular en J, con § = ¥ o6 como en C3-004.T2 (C? por C3-004.T3), Ky (t) =
K(s(8), Ty, () := T(s(2)) y Ny (t) := N(s(t)).

29
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Teorema C3-005.T1

En las condiciones de C3-005.D1: T - T' = 0; sik > 0, N es unitario, N L Ty T' = kN.

Demostracion.

1. |T| = |B’| = 1 es constante y T es derivable (8 es C?). Por C3-002.C1,T - T’ = 0.
2. Sik>0:|N|=|T'|/k = 1(C3-001.T2).

3. N-T=(T"-T)/k = 0(C3-001.T2, paso 1).

4. kN =T’ por la definicion de N. &

AsiT y N son unitarios y perpendiculares: el plano osculador esta generado por dos direcciones orto-
normales, y el circulo osculador es el circulo de ese plano que pasa por §(u) con centro del lado hacia

el que gira T.

Teorema C3-005.T2 (curvatura cero)

Con 8 como en C3-005.D1: k = O entodo] < existen p € R™ y v unitario con f(u) = p + uv

paratodou € J.

Demostracion.

1. (&)Sipw)=p+uv:p’' =vypB" =0(C3-002.T3, C1-028.T2), asi que k = 0.

2. (®)Sik =|B"| = 0 enJ, entonces f” = 0 (C3-001.T2). Por C3-002.T5, B’ = v es constante, con
lv| = 1.

3. n(u) := B(u) —uvtienen' = v—v = 0 (C3-002.T4, C1-028.T2), asi que es constante, = p
(C3-002.T5). Por lo tanto f(u) = p + uv. A
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La curvatura en cualquier parametro

Teorema C3-005.T3 (curvatura en cualquier parametro)

Sea y de clase C? y regular en un intervalo abierto J. Entonces

o VPP -Gy
14 |]/'|3
Paray = (x,y) en R%:k, = |x'y" —x"y'|/(x"* + y'*)*/?. Ademas T, = y'/|y’| y, donde k, > 0,

N, =T,/(|y'|x,); en particular k,, T}, y N,, no dependen del t, elegido en C3-004.T2.

Idea de la demostracion
Conv:=|y'|,y' =vTyy” = v'T + v2T’: una parte de la aceleracién cambia la rapidez y otra,

perpendicular, gira. Al combinar normas y productos punto, v’ se cancela.

Demostracién. Seav := |y'| = s’ (C*, porque s es C? por C3-004.T3).

1. 0os =1idjasiquey = f os.Por C3-002.T4,y" =s" (' os) = v (T o s).
2. Derivando otra vez (C3-002.T4, producto y cadena):

Y' =v' (Tos)+v(T' os)s' =v' (Tos)+v2(T os).

3. Por C3-005.T1,T L T',|T| = 1y |T' o 5| = k,,. Por Pitdgoras (C3-001.T6) y C3-001.T2:

|]/”|2:U’2+U4K]2,, ]/"]/":‘U‘U’.
4. Entonces, con |y’|? = v?:
21712 — (' o ™2 = 192192 1 19632 _ 1,21)12
1 A el A 0 R e B e
16,2
= v°kj.

5. Como v3k, > 0, suraiz es vk, (C2-014.D1),y al dividir entre v* > 0 queda la férmula. No hace
faltax > 0.
6. Plano. Con y = (x,y), una cuenta directa (K1-K9) da

(xlz + yIZ)(xnz + ynZ) _ (x/xl/ + ylyn)z — (xly” _ x"y')z,
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cuyaraizes |x'y" — x"y’| (C1-004.T6, C2-014.D1).
7. T,y N,.Porelpaso1,T, =T os =y'/v.Porlacadena, T, = (T'os)s' = vk, (Nos) =vk,N,
(C3-005.T1), y donde k,, > 0 se despeja N,,.

8. Los lados derechos de las formulas solo dependen de y, no de t,. B

Ejemplo C3-005.E1
La circunferencia de radio r tiene k = 1/r; la hélice, k = r/(r? + ¢?); la parabola y = x? tiene

Kk = 2 en el origen.

1. Circunferencia (r cost,rsent): x' = —rsent,y’ = rcost,x”" = —rcost,y” = —rsent
(C2-014.T6). Asi x'y" — x"y' = r?(sen?t + cos?t) = r? yx'? + y'? = r? (C2-014.T5):
k=12/r3=1/r.

2. Hélice. |y'|?> = r? 4+ ¢? (C3-002.E1), " = (-rcost,—rsent,0), |y"|> = r2yy -y" =
r?sentcost —r?costsent = 0. Por C3-005.T3,

_N@E+cHrE 7

K= = :
(r2+c2)3/2  r2 42

3. Pardbola (t,t?):x' = 1,x" = 0,y" = 2t,y" = 2 (C1-028.T2): k = 2/(1 + 4t2)3/2, que
y y q

vale2ent = 0.

Figura 3: La parabola y = x2 con sus circulos osculadores en x = 0 (radio 1/2) y en x = 0.6: lejos del

vértice la curva se abre y el radio crece.
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. Ax=]|f"|solodonde f'=0

Para una grafica y = f(x), C3-005.T3 con (x,f(x)) dax = |f"|/(1 + f'?)3/2. En la carre-
tera f(x) = x2/400, en el vértice k = 1/200 (radio 200 m), pero en x = 100 m, k =
(1/200)/1.25%/2 ~ 0.003578 (radio ~ 279.5 m).

Curvatura con signo en el plano

Definicion C3-005.D2 (curvatura con signo en el plano)

Paraw = (w;,w;) € R?, Jw := (—w,,w;). Si S es de clase C2 en ] con |f'| = 1 en R? la

curvatura con signo es kg :=T' - JT.

Teorema C3-005.T4

Con C3-005.D2: T' = k4JT y |ks| = k; ks > 0 donde la curva gira a la izquierda (en sentido

contrario a las manecillas).

Demostracion.

1. SeaT = (a,b) cona? + b> = 1yseaw € R? conw - T = 0, es decir, aw; = —bws,.

2.w-JT = —bwy +aw,y
(w-JT)JT = (b?wy — abw,, —abw; + a?w,).

3. Con abw, = —a’w; y abw; = —b%w, (paso 1), las componentes son (a? + b>)w; = w; y
(a? + b>)w, =wyiw = (w - JT)JT.

4. Por C3-005.T1,T"-T=0;conw =T",T' = (T' - JT)JT = kgJT.

5. JT| = Vb2 +a? = 1,asi que k = |T'| = |k,| (C3-001.T2). W

La lectura «gira a la izquierda» (el angulo de T crece) se ilustra y no se usa en ninguna prueba: en la

circunferencia (r cos(u/r), r sen(u/r)), recorrida en sentido contrario a las manecillas, kg = 1/r > 0.
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Por qué cada hipotesis

A Regularidad

| La cuspide (t2,t3) tiene y’(0) = 0: en t = 0 la férmula de C3-005.T3 divide entre 0 y la curva |

no se puede recorrer por arco con un cambio C! (C3-004.E2 y su comentario).

A k = 0 en todo el intervalo

y = x3 tiene k(0) = 0 (f”(0) = 0) y no es una recta. C3-005.T2 pide x = 0 en todo J.

Ejercicios

1. Calcula la curvatura de la elipse (2 cost,sent)ent =0yent = /2.

2. Demuestra que si k,, es constante = 1/r y la curva es plana con kg = 1/r, el centro § + N /k es
constante (esquema: deriva § + rJT).

3. Encuentra el radio de la carretera y = x2/400 en x = 200 m.

4. Calcula la curvatura de la hélice de la rampa (radio 15 m, 3 m por vuelta) y comparala con la de
su sombra.

5. Demuestra que para una graficay = f(x) con f de clase €2,k = |f"|/(1 + f'?)3/2.

Respuestas

1 x'y"—x"y' =2,x?+y'? =4sen’t + cos? t: k(0) = 2, k(m/2) = 2/8 = 1/4.

2. B+1JTY =T +rJ(T"Y=T+rkJ(JT) =T —T = 0, porque J(Jw) = —w.

3. f'=1,f"=1/200: k = (1/200)/23/2 ~ 0.001768, radio ~ 565.7 m.

4. k =15/(225 + c?) con ¢ = 3/(2m): = 0.066600 (radio ~ 15.015 m), apenas menor que 1/15 =~
0.066667.

5. C3-005.T3 cony(x) = (x, f(x)):x" =1,x" = 0.



C3-006 - Torsion y formulas de

Frenet-Serret

Motivacion

Los tres ejes del dron y el tobogan

Un dron sabe hacia dénde apunta (T) y hacia dénde gira (N). Para leer un viento cualquiera en
sus propios ejes le falta un tercero, perpendicular alos dos: B = T X N. Con los tres, todo vector
es la suma de sus tres sombras.

Después, un tobogan helicoidal de radio 3 m que sube 2 m por vuelta. La curvatura dice cuanto
gira; la torsion, cuanto se sale del plano en que esta girando. Aqui k = 0.3296 y 7 = 0.03497
por metro: casi un circulo, pero no plano.

Dénde falla la analogia: los sensores reales tienen error y un tobogan tiene ancho; aqui los ejes

son exactos y la curva no tiene grosor.

Parte 1 - Producto cruz y marco ortonormal

Definicion C3-006.D1 (producto cruz)

Para a,b € R3: axb:= (a2b3 - agbz, a3b1 - a1b3, a1b2 - azbl).

Las tres componentes se obtienen una de otra con la permutacidn ciclica de indices 1 - 2 - 3 = 1;

por eso una cuenta hecha en la primera componente vale en las otras con los indices permutados.

Teorema C3-006.T1 (propiedades)

Paraa,b,c € R®yt € R: X esbilineal; bxa = —(axb)yaxa =0;(axb)-a= (axb) b =0;
(identidad de Lagrange) |ax b|? = |a|?|b|? = (a-b)?% (axb) x¢ = (a-c)b—(b-c)a; e; X e, = e3.
Siy,n sonderivablesent, (y Xn) =y'xn+yxn'.

35
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Demostracién. Todo es cuenta con las componentes (K1, K2, K4, K5, K6, K9).

1. Bilineal. Cada componente, p. ej. a,b; — azb,, es una suma de productos de una componente de
a por una de b; es lineal en a con b fijoy en b con a fijo (K9, K5).

2. Antisimetria. Al cambiar a por b, cada componente cambia de signo: b,az;—bza, = —(a,bz—asb,)
(K6).Conb =a:axa=—(axa)luegoa xa=0.

3. Perpendicular.
(axb)-a=ai(azbs —azby) + az(azhy — a;b3) + az(a;b, —azby) =0,

porque los seis términos se cancelan en parejas. Por el paso 2, (a X b) -b = —(b X a) - b = 0.

4. Lagrange. |a X b|?> = ZK]- (aibj — ajbl-)2 (las tres parejas {2, 3}, {3, 1}, {1, 2}). Por otro lado,

lal2[b] = (a- b)? = z aZh? - Z a;bia;b; = Z (a2b? + a2b? — 2a;bya;b;)
i,j i,j

i<j

7 . . 2
(los términos con i = j se cancelan), y cada sumando es (a;b; — a;b;)“.

5. Doble producto. La primera componente de (a X b) X c es

(a X b)ac3 — (a X b)sc, = (azby — aybs)cs — (a1b; — azby)c,
= bi(azc; + azcs) — ag(bycy + bscs)

=by(a-c)—ay(b-c),

sumando y restando a, b; c; en la ultima igualdad. Las otras dos componentes salen igual, con los
indices permutados ciclicamente.

6. e4Xe;,=(0-0-0-1,0-0-1-0,1-1—-0-0) =(0,0,1).

7. Derivada. Cada componente de y X 1 es una diferencia de productos y;n;; por C1-029.T1 y C1-
029.T2 su derivada es y{n; + ym}, y al reagrupar saley’ xn +y xn' (C3-002.T3).H

Teorema C3-006.T2 (marco ortonormal)

Sean T, N € R3 unitariosconT L N, y B :=T X N.Entonces B es unitario, B L T,B L N,y para
todoveR3:v=(v-T)T+ (v-N)N + (v- B)B.

Idea de la demostracion

Se quitan a v sus tres sombras. Lo que queda, w, es perpendiculara T, N y B; el doble producto
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da Bxw = 0y Lagrange da |w|?> = |Bxw|? = 0.No hace falta la teoria de dimensién de Algebra

Lineal.

Demostracion.

1. Por Lagrange (C3-006.T1), |B|? = |T|?|N|> — (T -N)?=1-0 = 1.

2. PorC3-006.T1,B-T=(TXN)-T=0yB-N=(TxN)-N =0.

3. Seaw:=v—(v-T)T—(v-N)N—(v-B)B.Por C3-001.T2 ylos pasos 1-2,w-T =v-T—(v-T) =0,
y del mismo modow - N =0yw-B = 0.

4. Por el doble producto (C3-006.T1):BXw =(TXN)Xxw=(T-w)N—(N-w)T =0.

5. Por Lagrange: 0 = |B X w|? = |B|?|w|? — (B - w)? = |w|2.

6. Asiw = 0 (C3-001.T2), que es la igualdad buscada. B

Parte 2 - Torsion y Frenet-Serret

Definicion C3-006.D2 (binormal y torsion)

Sea S de clase C3 en un intervalo abierto ] ¢ R convaloresenR3,|8’| = 1yk > 0 enJ. Binormal
B:=T XN ytorsiéont := —B’ - N (T, N de C3-005.D1, de clase C! porque k = |T’| es C* donde
T' # 0).

La regularidad: T = B’ esC?, T'esC*y T’ -T' > 0; por C3-002.T6,k = VT’ -T'esC*y N = (1/x)T’
también. B es C! por C3-006.T1 (regla de la derivada) y C3-002.T3.

Teorema C3-006.T3 (Frenet-Serret)

Con C3-006.D2:T' = kN,N' = —kT + tBy B’ = —1N.

Idea de la demostracién

Se lee cada derivada en el marco T, N, B (C3-006.T2). Cada lectura sale de derivar una relacion

del marco:T-N=0,N-N=1,N-B=0,B-B = 1.

Demostracion.
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T' = kN (C3-005.T1).

Por C3-006.T1: B’ =T' XN +T xN' =x(NXN)+T xN' =T x N'.

Entonces B’ - T = (T x N') - T = 0 (C3-006.T1),y B’ - B = 0 porque |B| = 1 (C3-002.C1).
Por C3-006.T2 y C3-006.D2: B’ = (B’ - T)T + (B’ - N)N + (B’ - B)B = (B’ - N)N = —tN.
IN|=1daN’-N =0 (C3-002.C1).

Derivando N - T = 0 (C3-002.T4): N' - T = —N - T' = —k (paso 1, |[N| = 1).

Derivando N - B =0: N' - B = —N - B’ = 7 (paso 4).

Por C3-006.T2: N' = —xT + tB. 1l

©® N o s W

Teorema C3-006.T4 (curvas planas)

Con C3-006.D2:7 = 0 en] < existen p € R3 y u unitario con (8(s) — p) - u = 0 para todo
s€e]J.

Demostracion.

1. (®)SiT=0,B' =0(C3-006.T3) y B es constante, = u, unitario (C3-002.T5).

2. Fijemos sy € Jyp := B(so). f(5) := (B(s) —p) -utiene f' =T - B = 0 (C3-002.T4, C3-006.T2),
asi que es constante (C3-002.T5 conn = 1),y f(s9) = 0.

3. (&) Sif(s) := (B(s) —p) -u = 0 en],derivando (C3-002.T4): T -u = 0yT' -u=«xN -u = 0;
comok >0,N-u=0(C3-005.T1).

4. Por C3-006.T2,u = (u-B)B,y1 = |u|? = (u-B)?:u- B € {1,—1} en cada punto.

5. u - B es continua en el intervalo J (C3-002.T2). Si tomara los dos valores, por el valor intermedio
(C1-023.C1) tomaria el 0. Luego es constante, = €,y B = cu es constante.

6. EntoncesB' =0yt=—-B'"-N=0.1

Las formulas en cualquier parametro

Teorema C3-006.T5 (férmulas en cualquier parametro)

Sea y de clase C3 en un intervalo abierto J con valores en R3y ¥’ x ¥” # 0 en J (entonces y es

regulary k), > 0). Entonces

. _ |yl x ,}/Hl . _ (yl x y”) . ylﬂ
owR T Xy
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(7 (t) := t(s(t))); en particular no dependen de ¢.

Demostracion.

R N O U

. Porlospasos3,5y6: (y' xy")-y" =v

. Siy'(t) = 0, entonces y’ X y" = 0 (bilinealidad, C3-006.T1). Asi y esregular,y 8 = y oo es C3

(C3-004.T3).Seav := |y'| = s’, de clase C?2.

. Como en C3-005.T3 (con C3-002.T4y C1-030.T1),y' = v(Tos)yy” =v' (T os) + v?(T' o 5s).

Por C3-006.T1 (T X T = 0):

Y Xy"=v3(TxT)os.

. Comoy’xy" #0,T"os # 0:k, > 0.EntoncesT' = kNyy' xXy" = v3}cy (B o s5),de norma v31cy.

Esto da la féormula de Ky.

. Derivando y" (C3-002.T4):

y" =v" (Tos)+3vv' (T os)+v3(T" o5s).

.B-T=0yB-T'=xkB-N=0,asique (Bos)-y" =v3(B-T")os.
. DerivandoB -T' =0:B-T" = —B'-T' =N - kN = k1 (C3-006.T3).

3 "|2 6,.2.

3 ' — :
Ky, V7K, T, y [Y" X ¥"|* = v°Ky; su cociente es T,,.

. Los lados derechos solo dependen de y, no de ¢t,. &

Ejemplo C3-006.E1

La hélice tiene k = 7/(r? + c¢?) y T = ¢/(r? + ¢?): curvatura y torsion constantes.

1. y* = (—rsent,rcost,c), y" = (-rcost,—rsent,0), y" = (rsent,—rcost,0) (C2-
014.T6).
2. Por C3-006.D1y C2-014.T5:

y' X y" = (crsent, —crcost, r?), ly' X y"|? =r2(? + c?).

Como r > 0, el producto cruz no se anula y se aplica C3-006.T5.
3. k =1rVr2 +c2/(r? + ¢*)3/? = r/(r? + c?), como en C3-005.E1.

4. (' xy")-y" =cr?sen’t +cr?costt =criyt=cr?/(r?(r? + c?) =c/(r? + c?).

Eltobogdn.r = 3,c = 1/m: k = 0.3296, T = 0.03497 por metro.
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Figura 4: Una vuelta de hélice con el marco de Frenet en un punto: T (tangente), N (apunta al eje) y
B=TXN.

Por qué cada hipotesis

. AT L Nyunitariosen C3-006. T2 T

! ConT =e; yN = (e; +e,)/V2 (no perpendiculares), B = e3 /2 no es unitarioy parav = e, la E
. suma de sombrases (e; + e,)/2 # v. E

! EnunarectaT’ = 0ynohay N.Eny = x3 (plano z = 0) k(0) = 0 y la normal pasa de un lado

al otro: no se extiende con continuidad. Frenet-Serret pide k > 0 en todo el intervalo.

A k constante no da una circunferencia

En R3, la hélice tiene k constante y T = ¢/(r? + ¢?) # 0 si ¢ # 0: por C3-006.T4 no es plana.
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Ejercicios

1. Calcula (1, 2,3) X (4,5, 6) y verifica que es perpendicular a ambos.

2. Escribev = (3,0,4) enelmarcoT = (2,1,2)/3,N = (1,2, O)/\/g, B=TXN.

3. Demuestralaidentidad de Jacobi a partir del doble producto: (axb)Xc+(bXc)Xa+(cXa)Xb =
0.

4. Calculakytdey(t) = (t,t%t3)ent = 0.

5. Demuestra que si 7 y k son constantes con T = 0, la curva esta en un circulo (esquema: usa C3-

006.T4 y el ejercicio 2 de C3-005).

Respuestas

1. (—3,6,—3); suproducto punto con (1,2,3)es—3+12—9 =0ycon (4,5,6),—12+30—18 = 0.
14 3 8

2. B=(42,-5/BV5);v="T+ =N - 558

3. Por el doble producto, lasumaes (a-c)b—(b-c)a+ (b-a)c—(c-a)b+ (c-b)a—(a-b)c = 0.

4. y' =(1,0,0),y" =(0,2,0),y" =(0,0,6)ent =0:y' xy" =(0,0,2),k = 2,7 =12/4 = 3.

5. La curva esta en un plano (C3-006.T4); en él, k5 es constante +1/r y el centro § + N /k es fijo.



C3-007 - Espacios vectoriales, normasy

transformaciones lineales

Motivacion

Tres repartidores y un mapa deformado

Desde labase hay dos clientes, A = (3,4) y B = (5, 0) (km). Una bicicleta en calles cuadriculadas
recorre |x;| + |x,|; un dron en linea recta, m; una grua de almacén, que mueve sus dos
motores a la vez, tarda max(|x4|, |x,|). Para la bicicleta gana B (5 contra 7); para la gria gana
A (4 contra 5). El orden cambia, pero «muy cerca de la base» significa lo mismo para los tres:
ninguno mide mas del doble que otro.

Después, un mapa tomado por dron que el software deforma respetando sumas y escalas. Basta
saber a donde van los pasos «1 km al este» y «1 km al norte» para saber a donde va todo: eso es
una matriz.

Doénde falla la analogia: ni las calles ni los motores son ideales, y el software real corrige defor-

maciones no lineales.

Parte 1 - Espacios vectoriales y normas

Definicion C3-007.D1 (espacio vectorial)

Un espacio vectorial real es un conjunto V con una suma y un producto por escalares que cum-
plen las ocho reglas de C3-001.T1. Combinacién lineal, subespacio, conjunto linealmente in-
dependiente (). c;v; = 0 = todos los ¢; = 0) y base con su sentido usual. R™ es un espacio

vectorial (C3-001.T1), y también el de las funciones continuas de [0, 1] en R.

En las funciones continuas, (f + g)(x) := f(x) + g(x) y (cf)(x) := cf(x) son continuas (C1-022.T2),

y las ocho reglas se verifican punto a punto, como en C3-001.T1.

42
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Definiciéon C3-007.D2 (norma)

UnanormaenV esunafuncién || - || : V - Rcon ||x]| =0, ||x]]| =0 & x =0, |cx]| = |c|l|x]|

yllx+yll < x|l + [lyll- (V, ]| - ||) es un espacio normado.

Teorema C3-007.T1 (tres normas de R")

Il xlly == 1x1] + - + [xn| ¥ 1X]loo := max(|x], ..., [xn[) son normas en R™, y ||x|le < |x] <

llxlle < nllx|leo-

Demostracion.

1. | - | cumple las cuatro reglas por C3-001.T2 y C3-001.T4.

2. || - |l1- Es suma de nimeros = 0 (C1-004.T1), luego = 0 (C1-005.T12 d). Si ||x||; = 0, cada |x;| <
[lx]l; = 0, asi que x; = 0 (C1-004.T1). |[cx]|l; = X |c||x;| = |c|llx]l; (C1-004.T2, C1-005.T12 a).
|x; + y;i| < |x;] + |yi| (C1-004.T4); sumando (C1-005.T12), [|x + y|l1 < lIxll1 + lIVIl1-

3. || - |leo- El m&ximo existe y es uno de los |x;| (C1-005.T13), luego es = 0; es 0 solo si todos los |x;|
lo son. Como [cx;| = |c]||x;| y multiplicar por |c| = 0 conserva el orden (C1-003.T4, C1-003.T9),
llexlleo = el lloo-

4. Paracadai, [x; +y;| < |x;| + [yi] < x|l + [[¥]lo; €] maximo de la izquierda también lo cumple:
I + ¥lleo < [I%lco + 1]l co-

5. Las desigualdades son C3-001.T5. H

Definicion C3-007.D3 (normas equivalentes)

Dosnormas || - ||y || - || en V son equivalentes si existen ¢, C > 0 con c||x]|| < ||x||" < C||x|| para

todox € V.

Teorema C3-007.T2

La equivalencia de normas es una relacidon de equivalencia; | - |, || - |]1 ¥ || - || SON equivalentes

entre si.

Demostracion.

1. Reflexiva: c = C = 1.
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2.

3.

4,

Simétrica: si c||x|| < ||x||" < C||x||, entonces (1/0)||x||" < ||x]| < (1/0)]||x||’, con1/C,1/c > 0
(C1-003.T7, C1-003.T4).

Transitiva: si c||x|| < ||x]|" < Cllx|| y d|Ix]|" < ||x]|" < D||x]||’, entonces cd||x|| < ||x]|" < CD||x||
(C1-003.T4), concd,CD > 0.

Por C3-007.T1: [|x]|eo < |X| < n||X|leo ¥ [IX]lc < |IX]l1 < n|lx||; asi ambas son equivalentes a

[l - o, ¥ por los pasos 2-3, entre si. B

Ejemplo C3-007.E1 (no toda norma viene de un producto punto; en un espacio de funcio-
nes dos normas pueden no ser equivalentes)

La norma euclidiana cumple la ley del paralelogramo |x + y|?> + |x — y|? = 2|x|? + 2|y|% y
[l - |lo NO (con eq, e5: 2 # 4). En el espacio de las funciones continuas en [0, 1], || f || := max |f]
vilflli := fol |f] son normas no equivalentes: con f,(x) = x*, [|fillo = 1V llfills = 1/(k + 1).
(Que pase en todo espacio vectorial sin base finita no se enuncia: la prueba usual usa bases de

Hamel, es decir, el axioma de eleccién.)

Demostracion.
1. Paralelogramo. Se suman |x + y|? = |x|? + 2x - y + |y|? (C3-001.T2).
2. |ler + e2llo = ller — ezl = 1: el lado izquierdo vale 2, el derecho 2 + 2 = 4.
3. La cuenta del paso 1 solo usa que |x|?> = x - x con un producto simétrico y bilineal. Cualquier

norma de la forma /(x, x), con (-, -) simétrico y bilineal, cumple el paralelogramo; por el paso 2,

Il - | nO es de esa forma.

. || ' llo en funciones. Si f es continua en [0, 1], | f| también y tiene maximo (C1-024.T2). Las cuatro

reglas: el maximo de |f| es > 0y es Osolosi f = 0; max |cf| = |c|max |[f|; ¥ |f + 9] < |f]| +]g] <
IIfleo + llgllco punto a punto (C1-004.T4).

- |l - ll1- |f| es continua, luego integrable (C2-003.T1), y fol |f]1 = 0(C2-004.T3). Si f(c) # 0 para

alginc, fol [f| > 0(C2-006.T3);asi||f|l; = 0solosif = 0.Homogeneidad: C2-004.T2. Triangulo:
lf +g| < |f| +|g|y monotonia (C2-004.T3, C2-004.T2).

fi(x) = x%:0 < x¥ < 1en[0,1] con fi,(1) = 1, asi que [[fillo = Ly Ifills = J x*dx =
1/(k + 1) (C2-009.E1).

. Si hubiera € > 0 con ||f|lo < CI|f]|l1 para toda f, serial < C/(k + 1) para todo k, es decir,

k+1 < Cparatodo k € N, contra C1-007.C1. R
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A La equivalencia no conserva el orden

ConlosclientesA = (3,4)yB = (5,0): ||4ll1 = 7 > ||B|l1 = 5, pero ||A|lo = 4 < ||B]|s = 5.Las
normas son equivalentes y aun asi ordenan distinto. Lo que conservan es «tender a 0» (se usara
en C3-012).

Parte 2 - Transformaciones lineales y matrices

Definicion C3-007.D4 (transformacion lineal y matriz)

T : V - W (espacios vectoriales) es lineal si T(x + y) = T(x) + T(y) y T(cx) = cT(x). Una
matrizm X nes A = (a;;) cona;; € R(i <m,j < n); parax € R", Ax € R™ con (Ax); :=

n ] q q ] g
Zj:1 a;jx;. Las matrices m X n forman un espacio vectorial (= R™"); I, es la identidad.

Teorema C3-007.T3 (toda transformacion lineal de R™ en R™ es una matriz)

x — Ax eslineal. SiT : R™ — R™ es lineal, existe una tinica matriz A (m X n) con T(x) = Ax
para todo x: su columna j es T'(e;). En particular, toda lineal L : R™ - Res L(x) = v - x para un

unico v € R" (v; = L(e;)).

Demostracion.

1. (A(x +y)); = Z]- a;j(xj +y;) = (Ax); + (Ay); y (A(cx)); = ¢(Ax); (C1-005.T12 a): x — Ax es

lineal.

2. SeaT linealy x = Zj x;je; (C3-001.T1). Por lalinealidad y la induccién en el nimero de sumandos

(C1-005.T1), T(x) = X; x;T (ep).
3. Seaa;;j := (T(e;));. La componente i de T (x) es Z]- xja;j = (Ax); (C1-005.T12): T (x) = Ax.

4. Unicidad. Si Ax = Bx para todo x, con x = e;: (Ae;); = a;; y (Bej); = b;j, asi que A = B.

ijr
5. Conm =1, Aesunafila (vy, ..., v,) conv; = L(ej), y L(x) = X vjx; = v - x (C3-001.D2). B

El mapa deformado

T(e:) =(2,1)yT(e;) =(—1,1)dan A = (i

. ) yT(3,4) =3(2,1) +4(-1,1) = (2,7).
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El bloque AL (lo que se cita de Algebra Lineal I)

Algebra Lineal I se cursa en paralelo con Calculo III. Lo que el calculo usa y es corto se demuestra en

este curso; la teorfa general se cita con su id y su A\.

AL.1 A Algebra Lineal (algebra de matrices)

ParaAm X ny B n X p, el producto AB (m X p) tiene entradas (4AB);; = Z]- a;jbj, y cumple
(AB)x = A(Bx); el producto es asociativo, distributivo, Al,, = A = I,,4; la matriz de una com-
posicién de lineales es el producto de sus matrices; el producto de matrices partidas en bloques
compatibles se calcula por bloques. La transpuesta A" cumple (AB)" = BTATy Ax -y = x - ATy.
Una matriz cuadrada es simétrica si AT = A.

Son cuentas con ¥ que se hacen en Algebra Lineal I; aqui se usan como hechos conocidos.

Definicion C3-007.D5 (matriz invertible)

Una matriz A n X n es invertible si existe Bn X ncon AB = BA = I,,.

Teorema C3-007.T4 (reglas de la inversa)

Si A es invertible, la B de C3-007.D5 es tinica; se escribe A1,y A~ es invertible con (471)! = A.
I, es invertible con I;1 = I,.Si Ay B son invertibles, AB lo esy (AB)™! = B"1A"1. Si A es

invertible, x = Ax es biyectiva de R” en R" y su funcién inversa es x = A~ 'x.

Demostracién. Todo con AL.1 (asociatividad y Al = [A = A).

Unicidad. Si By B' sirven: B' = B'l,, = B'(AB) = (B'A)B = I,B = B.

AA™1 = A71A = I,, dice también que 4 sirve como inversa de A~1: (A™1)~! = A (paso 1).

L, =1,: 17t = 1,.

(AB)(B~1A1) = A(BB"1)A"1 = AA~* = I,y (B"'A"1)(AB) = B-1(4"14)B = I,.

A™1(Ax) = (A"'A)x = x y A(A™'y) = y (AL.1: (AB)x = A(Bx)): x » A™x es inversa por los
dos lados de x » Ax (C1-011.D1). W

g ok W e

No se afirma que «inyectiva implica invertible»: eso es rango mas nulidad, y el curso no lo necesita
(AL.2 eliminado).
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Deshacer el mapa

3\—1 2
2(9,12) = 3,4).

1 1
Con B = l( >, AB = BA = I, (AL.1, cuenta directa). Asi A™! = By A™1(2,7) =

AL.3 A Algebra Lineal (rango)

Para A m X n, el maximo ntimero de filas linealmente independientes es igual al mdximo niimero
de columnas linealmente independientes (el rango). Sim < nylas m filas de 4 son linealmente
independientes, existen columnas j; < -+ < j,,, tales que la submatriz m x m formada por ellas

es invertible.

AL.4 A Algebra Lineal (determinante)

Existe una tinica funcién det de las matrices n X n en R, multilineal y alternante en las columnas,

c
por cofactores); det(AB) = det A - detB; det AT = det A; A es invertible & detA # 0.

b
con det/, = 1. Es un polinomio en las entradas (det( d) = ad — bc; para 3 X 3, desarrollo

Solo se usa para leer el jacobiano (€3-022.D3) y en ejemplos.

AL.5 A Algebra Lineal (teorema espectral)

Si A es simétrica n X n, existen vectores uy, ..., u, € R™ unitarios y ortogonales dos a dos y reales
A1y ooy Ay cOn Au; = Au; todo x € R™ esx = X, (x - upuy, y x - Ax = %; ;(x - u;)?. Los A; son los
valores propios de A (los A con Av = Av para algun v # 0).

La existencia de un valor propio real si se demuestra en este curso (€3-030.T2).

AL.6 A Algebra Lineal (criterio de Sylvester)

Sea A simétrican X ny Ay la submatriz de sus primeras k filas y columnas. x - Ax > 0 para todo
x#0 < detd; >0parak =1,..,n;x-Ax < Oparatodox # 0 & (—1)*detA; > 0 para
k=1,..n
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Por qué cada hipotesis

A Las cuatro reglas de norma

! EnRZ?:|x;| vale 0 en e, # 0; x? + x2 no es homogénea (||2x|| = 4||x||); (|12 + |x2|*/?)? falla

el triAnguloene; +e, (4 > 1+ 1).

A Linealidad

La traslaciéon x = x + (1,0) no es lineal: manda 0 a (1,0), y toda lineal manda 0 a 0 (T(0) =
T(0-0) =0-T(0)). No tiene matriz.

Ejercicios

1. Calcula [|x||1, |x]| ¥ l|x]le para x = (3, —4, 12) y verifica C3-007.T1.

2. Demuestra que ||x|| := 2|x;| + 5|x,| es una norma en R? y encuentra constantes que la hagan
equivalente a || - [ co-

3. Encuentra la matriz de la lineal T : R? - R3 con T(e;) = (1,0,2), T(e;) = (0,1,—1) y calcula
T(2,3).

4. DemuestraquesiT : V — W eslineal, T(0) =0y T(—x) = =T (x).
5. Demuestra que ||f]l1 < ||f|l« paratoda f continua en [0, 1]. ;Por qué no contradice C3-007.E1?
Respuestas

1. |lx|l; = 19, |x| = 13, |||l = 12: 12 < 13 < 19 < 36.

2. Lasreglas se heredan del valor absoluto como en C3-007.T1. 2||x]|e < ||x]| < 7[1%]| co-

1 0
3.A=(0 1 |;T3)=(231.
2 -1

4. T(0)=T0-0)=0T(0) =0; T(—x) =T((—)x) = —T(x).
5 1f] £ Iflle en [0, 1] y C2-006.T1. E1 dice que la otra desigualdad, ||f||e < C||f ||+, falla.



C3-008 - Abiertos, cerrados y frontera

Motivacion

La geocerca del aeropuerto

Alrededor de un aeropuerto se prohibe volar drones «a menos de 5 km». Un dron en (3, 2) km
estdaV/13 ~ 3.606 km: tiene un margen de unos 1.394 km para moverse en cualquier direccién
sin salir de la zona. Todo dron de la zona tiene algiin margen, aunque sea muy pequefio: la zona
es abierta.

Silaregla fuera «a 5 km o menos», undronen (3, 4), justo enla cerca, estaria dentro y sin margen:
cualquier movimiento hacia afuera lo saca. Esa cerca es la frontera.

Dénde falla la analogia: una geocerca real se dibuja con precision finita y la Tierra no es plana;

aqui la cerca es una esfera exacta sin grosor.

Bolas, abiertos y cerrados

Definicion C3-008.D1 (bolas, abiertos, cerrados)

Paraa € R" yr > 0: bola abierta B(a,r) := {x : |x — a| < r}, bola cerrada B(a,r) := {x :
|x —a| < r}, esfera{x : |x —a| = r}. U c R" es abierto si para cada a € U existe r > 0 con
B(a,r) c U.F es cerrado si R™ \ F es abierto. a es interior a 4 si alguna B(a,r) c A (intA :=
los puntos interiores); a esta en la frontera dA si toda B(a,r) cortaa Ay a R" \ 4; cerradura
A:=AUO0JA.Aesacotado si A c B(0,R) para algin R > 0.

Teorema C3-008.T1

Las bolas abiertas son abiertas; las bolas cerradas y las esferas son cerradas.

49
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Idea de la demostracion
Un punto a distancia d < r del centro tiene un margen r — d; un punto a distancia d > r tiene

un margen d — r hacia afuera. El tridngulo hace el resto.

Demostracion.

1. B(a,r) esabierta. Seax € B(a,r)yp:=r—|x—a| > 0.Siy € B(x, p), por C3-001.T4,
ly—a|l<|ly—x|+|x—a|<p+|x—a|=T.

AsiB(x,p) c B(a,r).
2. Fuerade B(a,r).Sea|x —a| >ryp:=|x—a|—7 > 0.Siy € B(x, p), por C3-001.T4,

ly—alzlx—a|l-|x=y[>|x—a|-p=r

Asi B(x, p) no toca B(a,7): el complemento de B(a,r) es abierto,y B(a,r) es cerrada.
3. Esfera. Un punto x fuera de la esfera cumple |x —a| < ro|x —a| > r (C1-003.T1). En el primer
caso labola del paso 1 esta en B(a, r); en el segundo, la del paso 2 estd en {|y —a| > r}. En ambos

casos no toca la esfera: su complemento es abierto. B
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Figura 5: La geocerca B(0, 5). El dron en (3, 2) tiene una burbuja de radio 5 — v/13 dentro de la zona;

el punto (3, 4) de la esfera es de frontera: toda burbuja suya sale de la zona.

Teorema C3-008.T2 (uniones e intersecciones)

@ y R™ son abiertos y cerrados. Toda unién de abiertos es abierta y toda interseccidn finita de
abiertos es abierta; toda interseccién de cerrados es cerrada y toda union finita de cerrados es

cerrada. Una interseccidn infinita de abiertos puede no serlo: N, B(0,1/k) = {0}.

Demostracion.

1. @ es abierto (no hay puntos que revisar) y R" también (cualquier r). Sus complementos son R"
y @: ambos son cerrados.

2. Unién.Sia € UU,, a € U, paraalgin a y hay B(a,r) c U, € U U,,.

3. Interseccién finita. Sia € U; N---N Uy, hayr; con B(a,r;) € U;. Conr := minr; > 0 (C1-005.T13),
B(a,r) € B(a,r;) c U; paracadai.

4. Cerrados. R"\ N F, = UR™\ F,) yR™\ (F; U U F,) = N;(R™ \ F;) (leyes de De Morgan, que
se verifican punto por punto); se aplican los pasos 2y 3.

5. El ejemplo. 0 estd en todas las B(0,1/k).Six # 0, |x| > 0 (C3-001.T2) y hay k con 1/k < |x|
(C1-007.C1): x ¢ B(0,1/k). Asi la interseccidn es {0}.
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6. {0} no es abierto: paratodor > 0, (r/2)e; € B(0,7)y (r/2)e; # 0(C3-001.T2). ®

Interior, frontera y cerradura

Teorema C3-008.T3 (interior, frontera, cerradura)

int A es abierto y es el mayor abierto contenido en 4; A es abierto < A = intA.dAy A son

cerrados; A es cerrado & 9dAc A < A= A.R"eslauniéndisjuntadeintA4, dA e int(R™\ A).

Demostracion.

1. int A es abierto. Sia € int A, hay B(a,r) c A.Cada x € B(a,r) tiene una bola B(x, p) € B(a,r) C
A (C3-008.T1), asi que x € int A. Luego B(a,r) C int A.

2. intA c A porque a € B(a,r).SiU c A es abierto, cada punto de U tiene una bolaen U C A:
U c int A. Por eso int A es el mayor abierto en 4, y A es abierto & A = intA.

3. Particion. Para a € R", o alguna bola de a esta en A (a € intA), o alguna estien R" \ 4 (a €
int(R™ \ A)), o toda bola corta a los dos (a € dA). Las dos primeras no pueden pasar a la vez:
darfana € Ay a € A (C1-003.T1); y la tercera excluye a las otras dos por definicion.

4. dAescerrado. Por el paso 3, R"\ 0A = int AU int(R™ \ A), union de abiertos (paso 1, C3-008.T2).

5. Aescerrado. intA c A, asi que R™ \ (4 U dA) = int(R™ \ 4) (paso 3), abierto.

6. A cerrado = dA c A.SiR™ \ A es abierto, es igual a su interior (paso 2), que no corta a dA (paso
3). Asi 0A c A.

7. 0A c A = A cerrado. Entonces R™ \ A no cortaa dA niaintA, y por el paso 3 esta contenido en
int(R™ \ A); la otra contencidn siempre vale. Es abierto.

8. JAcA & AudA=A1

Ejemplo C3-008.E1
En R, (a, b) es abierto, [a, b] cerrado y [a, b) ninguno de los dos; dQ = R. En R", dB(a,r) =

0B(a,r) = la esfera de centro a y radio r; R" \ {0} es abierto.

1. (a,b). En R, B(x,p) = (x — p,x + p) (C1-004.T3). (a,b) = B((a + b)/2,(b — a)/2) es
una bola abierta (C1-003.T8), luego abierta (C3-008.T1). [a, b] es la bola cerrada con ese
centro y radio.

2. [a, b). No es abierto: paratodop > 0,a — p/2 € B(a,p) no esta en [a, b). No es cerrado:
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b & [a,b), pero toda B(b, p) contiene b (fuera) y max(a,b — p/2) (dentro), asi que b €
d[a, b) & [a,b) (C3-008.T3).

3. 0Q = R Todo intervalo (x — p,x + p) contiene un racional (C1-007.T3) y un irracional
(C1-008.T3).

4. La esfera es la frontera de ambas bolas. Si |x — a| < 7, x es interior a B(a,r) < B(a,r) (C3-
008.T1).Si |x —a| > r, x es interior al complemento de ambas (paso 2 de C3-008.T1). Sea
|x—al|=ryp>0;cont:=min(p/(2r),1/2) (C1-005.T13) y x4 :=a+ (1 £ t)(x — a):

xe—al=(A+0r, |xe—x|=tr<p

(C3-001.T2). x_ estden B(a,r) y x, fuera de B(a,r): toda bola de x corta a ambas bolas y
a sus complementos.

5. R™\ {0}. Six # 0, B(x, |x|) no contiene a 0, porque |0 — x| = |x| no es < |x|.

A Abierto y cerrado no son opuestos

[a, b) no es ninguno de los dos; @ y R™ son las dos cosas. «No abierto» no significa «cerrado».

______________________________________________________________________________

Topologia relativa y puntos de acumulacion

Definicion C3-008.D2 (topologia relativa)

SeaS c R™ A c S es abierto en S si A = U N S para algtin abierto U,y cerradoen Ssi S \ 4 es

abierto en S.

Teorema C3-008.T4

A c SesabiertoenS < paracadaa € Aexister > 0conB(a,r) NS cC A.

Demostracion.

1. ()SiA=UnSya€A a€UyhayB(a,r) c U;entonces B(a,r)NSclUnNS = A.
2. (&) Sea U la union de todas las bolas B(a,r) cona € A,vr > 0y B(a,7) NS < A. Es abierto
(C3-008.T1, C3-008.T2). No hace falta elegir un radio por cada punto.

3. Cada a € A esta en alguna de esas bolas (hipétesis), asique A c U N S.
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4. Cada punto de U N S estd en una bola B(a,r) de la familiay en S, luegoen A.AsiuU NS =A. 1

Relativo, no absoluto
[0,1) no es abierto en R, pero si es abiertoen S = [0,2]:[0,1) = (—=1,1) n S.

Definicion C3-008.D3 (punto de acumulaci6n)

a € R" es punto de acumulacion de 4 si toda B(a, ) contiene un punto de A distinto de a; un

punto de A que no lo es es aislado.

Teorema C3-008.T5

Aescerrado < contiene a todos sus puntos de acumulacién. Todo punto de un abierto U ¢ R"

es punto de acumulacién de U.

Demostracion.

1. (®)SiAescerradoya & A, hay B(a,r) € R™ \ A: ninguna bola asi contiene puntos de 4, y a no
es de acumulacién.

2. (&) Seaa € 0A y supongamos a ¢ A. Toda B(a,r) corta a A en un punto, que es distinto de
a porque a & A: a es de acumulacion, luego a € A. Contradiccién. Asi JA € Ay A es cerrado
(C3-008.T3).

3. Abiertos.Seana € U,B(a,r) c Uyp > 0.Conm := min(r, p) (C1-005.T13), el punto a+(m/2)e,
distam/2 de a (C3-001.T2): estaen B(a,p) N B(a,r) c Uy es distinto de a. B

Por qué cada hipotesis

A Intersecciones finitas

. NgB(0,1/k) = {0} no es abierto (C3-008.T2): con infinitos abiertos, los radios 1/k no tienen
. un minimo positivo, y el paso 3 de la prueba falla.
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A Relativo a qué

. «Abierto» depende del espacio ambiente: [0, 1) es abierto en [0, 2] y no en R. Por eso C3-008.D2

nombra siempre el conjunto S.

Ejercicios

g1 o W

Calcula el margen del dron en (1, —4) respecto a la geocerca B(0, 5).
Demuestra que {(x,y) : x > 0} es abierto en R?.

Calculaint4,0Ay Aparad = {1/k : k € N} c R.

Demuestra que todo conjunto finito de R™ es cerrado.

Da un ejemplo de una unioén infinita de cerrados que no sea cerrada.

Respuestas

1. |(1,—4)| = V17 =~ 4.123; margen 5 — V17 = 0.877 km.

2. Six > 0, B((x,y),x) esta en el conjunto: [x" — x| < |[(x',y") — (x,¥)| < xdax’ > 0(C3-001.T2).
3.
4

. R™\ {p} es abierto (como en E1, paso 5, con centro p), asi que {p} es cerrado, y una union finita

intA=0;0A=AU{0};4d=A4U{0}

de cerrados es cerrada (C3-008.T2).
Ukl[1/k,1] = (0,1], que no es cerrado (0 € (0, 1]).



C3-009 : Sucesiones en R" y teorema de

Bolzano-Weierstrass

Motivacion

El dron que patrulla el almacén

Un dron de inventario patrulla para siempre dentro de un almacén. Cada minuto el GPS anota
su posicion. Nunca sale de la caja, pero su ruta puede ser caprichosa. ;Hay algiin punto al que re-
grese a acercarse unay otra vez, tanto como se quiera? Si: es el teorema de Bolzano-Weierstrass
en R™. Se prueba filtrando el registro una coordenada a la vez.

Doénde falla la analogia: un registro real es finito; el teorema habla de uno infinito, y dice que el

punto existe, no cdmo encontrarlo.

Sucesiones en R"

Definicion C3-009.D1 (sucesiones en R")

Una sucesion (x;) en R™ es una funcion N - R™. x, - x: & |x;, — x| = 0 (C1-012.D1); de
Cauchy: & Ve > 03N Vk,l = N : |x, — x| < €; acotada si {x; } lo es; subsucesiones como en
C1-015.D1.

Teorema C3-009.TO0 (eleccion numerable en R™)

Si para cada k € N el conjunto 4;, € R™ es no vacio, existe una sucesion (x;) en R™ con x;, € Ay

para todo k.

56
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Idea de la demostracion
EN (C1-012.Ax1) habla de subconjuntos de R. Se sube de dimensioén de una en una: primero se

eligen las primeras n coordenadas y luego, con EN, la altima.

Demostracién. Por inducciéon en n (C1-005.T1).

1. Paran = 1 es EN (C1-012.Ax1).

2. Supongamos el enunciado en R" y sean 4;, ¢ R*"! = R" x R no vacios (C3-001.D1). Sea P :=
{y e R": (y,s) € Ay para algin s}, no vacio.

3. Por la hipotesis de induccion hay (y;) con y; € Py.

4. Paracadak, S, :={s € R: (yx,S) € A,} es no vacio (paso 3). Por EN hay (s;) con s; € Sj.

5. Xk = (Yi, Sk) € Ax. B

Este resultado se cita en cada prueba que elige un punto de R" por cada k (también en R?", para pares

de puntos, o en las matrices, = R™").

Teorema C3-009.T1 (por componentes)

X,y — x < cada componente converge: (x;); — x;. El limite es Unico; toda convergente es
acotada; toda subsucesion de una convergente converge al mismo limite; six, = x,y, = yy
cx = c (reales): xp + Yy = X+ Y, CpXp = X, X * Y = X -V V |xx| = |x|. Una subsucesion de

una subsucesion es una subsucesion.

Demostracion.

1. () |(xx)i — xi| < |xx — x| (C3-001.T2): el N que sirve para |x; — x| < € sirve para cada compo-
nente (C1-012.D1).

2. (&)Dadoe > 0,paracadaihay N; con |(x;);—x;| < e/nsik = N;.ConN := max N; (C1-005.T13)
y C3-001.T5: |x;, — x| < X; [(xx); — x;| < eparak = N.

3. Unicidad. Las componentes de dos limites coinciden (C1-012.T1).

4. Acotada. Cada componente converge, luego es acotada: |(xy);| < M; (C1-013.T1). Por C3-001.T5,
[xg| < My + -+ M,,.

5. Subsucesiones. Cada componente de (x,, ) es subsucesion de la componente correspondiente y
converge al mismo limite (C1-015.T1); se aplica el paso 2.

6. Algebra. Por componentes, con C1-013.T2: (x; + Yi)i = Xi + Vi, C(Xk)i = CXi Y X * Vie =
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2i(x)ir)i = x - y. Ademas ||xk| - |x|| < |xx — x| » 0(C3-001.T4).
7. Subsucesion de subsucesion. Si k, < k, < ---ym; < m, < ---son naturales, [ = k,, es estricta-

mente creciente, y (kal) es subsucesion de (x;) (C1-015.D1). ®

Teorema C3-009.T2 (completitud de R™)

Una sucesion en R™ converge < es de Cauchy.

Demostracion.

1. (=) Cada componente converge (C3-009.T1), luego es de Cauchy (C1-016.T1): para £/n hay N;.
Con N := maxN; y C3-001.T5, |x; — x;| < X; [(xp); — (x)i| < esik,l = N.

2. (<) ()i — (il < |xx — x;]1 (C3-001.T2): cada componente es de Cauchy (C1-016.D1), luego
converge (C1-016.T3), y (x;) converge (C3-009.T1). &

Bolzano-Weierstrass

Teorema C3-009.T3 (Bolzano-Weierstrass en R")

Toda sucesion acotada en R™ tiene una subsucesion convergente.

Idea de la demostracion
Se extrae una subsucesion en que converge la primera componente (C1-015.T3), de ella otra en

que converge la segunda, y asi n veces; la dltima sirve para todas (C1-015.T1).

Demostracion.

1. Sea |xi| < R para todo k. Entonces |(x);| < |xx| < R paracadai (C3-001.T2).

2. Paraj = 1,...,n, sea P(j): «existe una subsucesion de (x;) cuyas j primeras componentes con-
vergen».

3. P(1):1a sucesion real ((x;)1) es acotada y tiene una subsucesién convergente (C1-015.T3).

4. Supongamos P(j) con j < ny sea (),,) esa subsucesion. Su componente j + 1 es acotada (paso
1) y tiene una subsucesion convergente (yy,,) (C1-015.T3).

5. En (¥m,), las j primeras componentes siguen convergiendo (C1-015.T1), y la componente j + 1
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también. Por C3-009.T1, (yy,,) es subsucesion de (x;). Vale P(j + 1).
6. Porinduccién (C1-005.T1) vale P(n), y esa subsucesion converge en R™ (C3-009.T1). H

Corolario C3-009.C1 (version con puntos de acumulacion)

Si A ¢ R™ es acotado y contiene una sucesion de puntos distintos dos a dos, A tiene un punto de

acumulacion.

Demostracion.

1. Sea (ai) en A con a;, # a; si k # L. Es acotada; por C3-009.T3 hay a,, — p.
2. Sear > 0.Hay M con |ay,, —p| <rparam = M (C3-009.D1).
3. Ay, Y Ay, SON distintos (ky < kp4q, C1-015.D1), asi que al menos uno es distinto de p. Ese

punto esta en B(p,r) N Ay es distinto de p (C3-008.D3).

A Por qué «una sucesion de puntos distintos» y no «infinito»

«A infinito = A contiene una sucesién inyectiva» pide eleccién dependiente, mas que EN. Nin-

guna demostracién del curso usa la versidn con «infinito», asi que se enuncia con la sucesién
dada.

Cerrados y sucesiones

Teorema C3-009.T4 (cerrados y sucesiones)

x € A © existe una sucesién en A que converge a x. F es cerrado < para toda sucesién (x;)

enFconx, > x €ER", xE€F.

Demostracion.

1. (®)Six € A = AU 04, cada B(x,1/k) cortaa A: si x € A, en x; si x € dA, por C3-008.D1. Por
C3-009.TO hay x,, € AN B(x,1/k),y |xx — x| < 1/k = 0 (C1-007.C1): x;, — x.

2. (&) Seanx, € Aconx; - x.Six € A, x € A.Six & A: toda B(x,r) contiene x (fuera de A) y algin
xy (en A), asi que x € 9A c A.

3. Cerrados. Si F es cerrado, F = F (C3-008.T3); el limite de una sucesién en F estden F = F (paso
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2).

4. Reciprocamente, si F contiene los limites de sus sucesiones, todo x € F es uno de esos limites

(paso 1): F c F,asi que F = F es cerrado (C3-008.T3). W

Ejemplo C3-009.E1
xx = (1/k,(—=1)%) es acotada y no converge; sus subsucesiones de indices pares e impares

convergena (0,1) y (0,—1).

1. |xx| = m < +/2: acotada.

2. Xom = (1/(2m), 1): la primera componente es subsucesion de 1/k — 0 (C1-012.T2, C1-
015.T1) y la segunda es constante 1. Por C3-009.T1, x,,,, — (0, 1). Igual, x5,,,.1 = (0, —1).

3. Si (x;) convergiera, sus dos subsucesiones tendrian el mismo limite (C3-009.T1); pero
(0,1) # (0,—1).

Por qué cada hipotesis

A Acotada

xr = (k,0,0): |xx — x;|] = 1sik # [, asi que ninguna subsucesion es de Cauchy ni converge
(C3-009.T2).

A Dimension finita

La prueba hace n extracciones. En sucesiones con infinitas coordenadas y la norma del maximo,

ex (un 1 en el lugar k) es acotaday ||ex — €;||c = 1 si k # [: no tiene subsucesion convergente.

Ejercicios

k(-1
k+1’ &k
Demuestra que si x; — x y A es una matrizm X n, Ax, — Ax.

Demuestra que x;, = , 2_") converge y calcula su limite.

Da una sucesién acotada en R? con exactamente cuatro limites de subsucesiones.

Demuestra que {x € R™ : |x| < 1} es cerrado usando C3-009.T4.

vk W

¢Es cerrado {(x,1/x) : x > 0}? Usa sucesiones.
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Respuestas

1. Por componentes: (1,0,0) (C1-012.T2, C1-013.T2).

2. (Ax); = Xj a;j(x,); > X aijx; (C1-013.T2) y €3-009.T1.

3. x = (cos(km/2),sen(km/2)) repite el ciclo (0,1),(—1,0),(0,—1),(1,0) (C2-014.C1); las cua-
tro subsucesiones por residuo modulo 4 son constantes, y toda subsucesién convergente tiene
infinitos términos en alguna de ellas.

4. Si|x| < 1yxi = x, |x;| = |x] (C3-009.T1) y |x] <1 (C1-013.T3).

5. Si:si (xg, 1/x,) = (a,b), 1/x;, — b obliga a que x;, no tienda a 0 con b finito; sia = 0, 1/x; no
seria acotada. Asia >0y b = 1/a (C1-013.T2).



C3-010 - Compactos y teorema de

Heine-Borel

Motivacion

Antenas y zonas de busqueda

Un terreno cuadrado de 1 km porlado, con suborde, esta cubierto por infinitas antenas, cada una
con un disco abierto de sefial. ;Se pueden apagar todas menos un nimero finito sin dejar puntos
sin sefial? Si, siempre. En cambio, el pasillo (0, 1], sin su extremo 0, cubierto por las antenas
(1/k, 2), no lo permite: con las primeras m queda sin sefial el punto 1/m.

Un dron de buisqueda que reduce cada hora una zona cerrada y acotada, siempre dentro de la
anterior, termina con al menos un punto comin a todas. Con zonas (0, 1/k] no: su interseccidon
es vacia.

Doénde falla la analogia: una antena real tiene bordes difusos y una busqueda real dura un nu-

mero finito de horas.

Parte 1 - Cubiertas y cajas

Definicion C3-010.D1 (compacto)

Una cubierta abierta de K ¢ R™ es una familia de abiertos cuya unién contiene a K; una sub-
cubierta finita es una subfamilia finita que también lo cubre. K es compacto si toda cubierta
abierta de K tiene una subcubierta finita. K es secuencialmente compacto si toda sucesion en

K tiene una subsucesidn que converge a un punto de K.

A «Toda» cubierta

Siempre hay alguna cubierta finita ({R™}). La definicién pide que toda cubierta abierta se pueda

reducir a finitas piezas.
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Teorema C3-010.T1

Todo compacto es cerrado y acotado.

Demostracién. Sea K compacto.

1. Acotado. Las bolas B(0, k), k € N, son abiertas (C3-008.T1) y cubren R": para cada x hay k > |x|
(C1-007.C1). Una subcubierta finita B (0, k), ..., B(0, k;) cubre K; conm := max k; (C1-005.T13),
B(0,k;) € B(0,m)y K € B(0,m).

2. Cerrado. Seap ¢ K. Los conjuntos U, := {x : |x — p| > 1/k} son abiertos (complementos de
bolas cerradas, C3-008.T1). Cubren K:six € K, x # p, |x — p| > 0 (C3-001.T2) y hay k con
1/k < |x —p| (C1-007.C1).

3. Una subcubierta finita Uy, ..., U, cubre K; con m := maxk;, Uy, © Uy, asique K c Upy
B(p,1/m)NnK = Q.

4. Asi R™ \ K es abierto (C3-008.D1). (Si K = @ no hay nada que probar.) &

Teorema C3-010.T2 (las cajas cerradas son compactas)

Seanag; < b; (i =1,...,n).R :=[aq,b] X -+ X [ay, b,,] €s compacto.

Idea de la demostracion (biseccion)

Si una cubierta no tiene subcubierta finita, al partir cada lado a la mitad alguna de las 2" sub-
cajas tampoco la tiene. Se toma la primera en un orden fijo, asi que no hace falta elegir. Las
cajas encajadas se cierran sobre un punto x, que esta en un abierto de la cubierta, y una caja

suficientemente chica cabe en ese abierto. Contradiccion.

Demostracién. Supongamos que una cubierta abierta U de R no tiene subcubierta finita.

1. El paso de biseccion. Sea Q = [];[a;, B;] una caja sin subcubierta finita. Con los puntos medios
u;i = (a; + B;)/2 (C1-003.T8), Q es la unién de las 2™ subcajas [[; I; con I; € {[a;, u;], [, Bi]}-
Si las 2™ tuvieran subcubierta finita, la unién de esas finitas subfamilias finitas cubriria Q. Asi
alguna no la tiene.

2. Sin elegir. Las subcajas se ordenan por la palabra (e, ..., €,) € {0,1}" (0 = mitad izquierda) en

orden lexicografico; se toma la primera sin subcubierta finita. Es una regla, y la recursion (C1-
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005.T11) da cajas Ry = R D Ry D -+, Ry = [;[ak, b¥], sin subcubierta finita, con

1’7~

3. El punto. Para cada i, (af)y es creciente y acotada por b;; converge a x; := sup, ak (C1-014.T2).
Cada b¥ es cota superior de todos los a{: sij =k, a{ < blj < bf;sij <k, a{ < af < bF. Por
C1-006.D1, a¥ < x; < b¥ para todo k.

4. Asix := (xq,...,X,) € R para todo k; en particular x € R,yhayU € Uyr > 0con B(x,r) c U
(C3-008.D1).

5. La caja cabe. Sea D := };;(b; — a;). Siy € Ry, por C3-001.T5,

D
y—xl< Y lyi—xl < ) GF-d) = o
i i

6. Por Bernoulli (C1-005.T5 conx = 1),2%¥ > 1+k > k.Conk > D/r (C1-007.C1),D/2¥ < D/k <,
asi que Ry, € B(x,r) c U.

7. Entonces {U} es una subcubierta finita de Ry, contra el paso 2. B

Figura 6: Biseccion en el cuadrado: cada caja sin subcubierta finita se parte en cuatro y se conserva la

primera que tampoco la tiene. Las cajas encajadas se cierran sobre el punto x.
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Parte 2 - Heine-Borel

Teorema C3-010.T3

Todo cerrado contenido en un compacto es compacto.

Demostracion. Sean F c K, F cerrado y K compacto, y U una cubierta abierta de F.

1. R™\ F es abierto (C3-008.D1),y U U {R™ \ F} cubre K.
2. Hay una subcubierta finita de K; al quitarle R™ \ F (si esta) sigue cubriendo F, porque ningin

punto de F estd en R™ \ F. Es una subfamilia finita de U. &

Teorema C3-010.T4 (Heine-Borel)

Para K c R" son equivalentes: (i) K es compacto; (ii) K es cerrado y acotado; (iii) K es secuen-

cialmente compacto.

Idea de la demostracion

(1) = (i): K cabe en una caja y es cerrado en ella. (ii) = (iii): Bolzano-Weierstrass y «cerrado

retiene limites». (iii) = (ii): si K no fuera acotado, una sucesion se iria al infinito.

Demostracion.

1. (1) = (ii) es C3-010.T1.

2. (ii)=(i). SiK < B(0,R), cada x € K cumple |x;| < |x|] < R (C3-001.T5), asi que K < [—R,R]",
compacta por C3-010.T2. Como K es cerrado, es compacto (C3-010.T3).

3. (ii) = (iii). Una sucesidén en K es acotada; tiene una subsucesién convergente (C3-009.T3), y su
limite esta en K porque K es cerrado (C3-009.T4).

4. (iii) = acotado. Si no lo fuera, para cada k el conjunto {x € K : |x| > k} seria no vacio; por
C3-009.TO hay xj en él. Toda subsucesion cumple |xi, | > kp,, = m (C1-015.T0), asi que no es
acotada y no converge (C3-009.T1). Contradiccion con (iii).

5. (iii) = cerrado. Sean x; € K con x;, = x. Por (iii), una subsucesién converge a un punto p € K;

también converge a x (C3-009.T1), y por la unicidad x = p € K. Por C3-009.T4, K es cerrado. &
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Corolario C3-010.C1 (producto de compactos)

Si K € R"y L c R™ son compactos, K X L ¢ R"*™ es compacto.

Demostracion.

1. Sea (xy, yi) una sucesion en K X L (C3-001.D1). Por (iii) de C3-010.T4 hay X, = X € K.

2. (ykj) es una sucesion en L; hay una subsucesion Ykj, 2V € L. La subsucesion correspondiente
Xk, sigue tendiendo a x (C3-009.T1, C1-015.D1).

3. Por componentes (C3-009.T1), (xkjl,ykjl) - (x,¥) € K X L. Por C3-010.T4, K X L es compacto.
|

Teorema C3-010.T5 (compactos encajados)

Si K; D K, D -+~ son compactos no vacios de R™, N, K;, # 0.

Demostracion.

1. Por C3-009.TO hay x; € Kj. Todos estan en K;, que es acotado (C3-010.T4); hay x;, - x (C3-
009.T3).

2. Fijemos j.Param = j, k;, = m = j (C1-015.T0), asi que x;,, € K; < K;.

3. Lacola (xi,, )m=; €s una sucesion en K; que converge a x (C3-009.T1); como K; es cerrado, x € K;
(C3-009.T4).

4. Asixen;K;. A

Ejemplo C3-010.E1
(0, 1] no es compacto: (1/k, 2), k € N, lo cubren sin subcubierta finita. R" no es compacto. Las

bolas cerradas, las esferas, las cajas cerradas y los conjuntos finitos son compactos.

1. (0,1]. Cada (1/k,?2) es abierto. Si x € (0,1], hay k con 1/k < x (C1-007.C1),y x < 2.
Una subfamilia finita, con indice maximo m (C1-005.T13), tiene unién (1/m, 2), que no
contienea 1/m € (0, 1].

2. R™ No es acotado: |ke;| = k > Rparak > R (C1-007.C1). Por C3-010.T1 no es compacto.

3. Bolas y esferas. B(a,r) y la esfera son cerradas (C3-008.T1) y estan en B(0, |a| + r + 1)
(C3-001.T4). Por C3-010.T4 son compactas. Las cajas cerradas: C3-010.T2.
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4. Finitos. Dada una cubierta abierta de {p, ..., px}, cada p; esta en alglin abierto U; de ella;

{U4, ..., Uy} es una subcubierta finita (se eligen k abiertos: una eleccidn finita).

Por qué cada hipotesis

A Cerrado

(0,1] es acotado y no es compacto: 1/k no tiene subsucesion que converja en (0, 1], y las zonas

encajadas (0, 1/k] tienen interseccion vacia (todo x > 0 queda fuera desde que 1/k < x).

A Acotado

R™ y la hipérbola {(x,y) : xy = 1} son cerrados y no compactos: (k, 1/k) no tiene subsucesioén

convergente. Y Uy [0, k] = [0, c0): una unidn infinita de compactos puede no serlo.

A Dimension finita

En sucesiones con infinitas coordenadas y la norma del maximo, la bola cerrada unitaria es ce-

rrada y acotada, pero (ej) no tiene subsucesion convergente. Heine-Borel es un teorema de R".

Ejercicios

1. ;Cudntas bisecciones hacen falta para que las subcajas de [0, 1]? quepan en un disco de radio 0.01
alrededor de cualquiera de sus puntos, segtin la cota D /2k?

Demuestra que la unién de dos compactos es compacta.

¢Es compacto {(x,y) : x2 +y?2 <1, y = x%2}? ;Y {(x,sen(1/x)) : 0 < x < 1}?

Demuestra que si K es compacto y F es cerrado, K N F es compacto.

vt W N

Encuentra una cubierta abierta de B(0, 1) € R? sin subcubierta finita.

Respuestas

1. D =2:2/2% <0.01 & 2F >200;k =8.
2. Cerradosy acotados (C3-008.T2,1a unién de dos acotados es acotada) y C3-010.T4; o directamen-

te, juntando dos subcubiertas finitas.
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3. El primero si: interseccién de dos cerrados (preimagenes por funciones continuas, o directo con
sucesiones y C3-009.T4), acotado. El segundo no: no es cerrado, porque (0, 0) es limite de puntos
(1/(km), 0) del conjunto y no esta en éL

4. KN F es cerrado (C3-008.T2) y estd en K (C3-010.T3).

5. B(0,1 —1/k), k = 2: una subfamilia finita esta en B(0,1 — 1/m) y no cubre (1 — 1/m)e;.



C3-011 - Conexidad

Motivacion

El poste en la plaza y el rio en el parque

En el mapa de un parque hay una plaza circular con un poste en el centro y, del otro lado, un
rio recto que cruza todo el parque, sin puentes. El rio parte el parque en dos pedazos. ;El poste
parte la plaza?

No: de (—1,0) a (1,0) se puede ir por la quebrada que pasa por (0, 1), y esa vereda nunca se
acerca al poste a menos de vV2/2 ~ 0.7071. Pero «se puede caminar» no es todavia una defini-
cion de «estar de una pieza». La definicién que usaremos no habla de caminos: un conjunto esta
de una pieza si no se puede repartir en dos abiertos disjuntos y no vacios.

Doénde falla la analogia: un poste real tiene grosor y un rio tiene orillas; aqui el poste es un solo

punto y la «orilla» no pertenece a ninguno de los dos pedazos.

Definiciones

Definicion C3-011.D1 (conexo, por trayectorias, convexo)

S c R" es disconexo si existen A, B c S abiertos en S, disjuntos y no vacios con A U B = S;
conexo si no es disconexo. El segmento [p,q] := {p + t(q —p) : t € [0,1]}. S es convexo si
[p,q] € S paratodos p,q € S,y conexo por trayectorias si para todos p,q € S hay una curva

y : [0,1] = S con y(0) = pyy(1) = q. Una region es un abierto conexo.

«Abierto en S» es el de C3-008.D2. Paran = 1y p < g, el segmento [p, q] es el intervalo cerrado de

siempre.

69
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Resultados

Teorema C3-011.T1 (los conexos de R son los intervalos)

S c Resconexo < esunintervalo (six <z < yconx,y € S, entonces z € S).

Idea de la demostracion
Si un intervalo se partiera en dos «colores» A y B, el ultimo punto s hasta el que llega el primer
color (un supremo) no podria ser de ningtn color: por ser A y B abiertos en S, alrededor de s

hay un pedazo entero de un solo color.

Demostracién. Para (<), sea S un intervalo y supén que S = A U B con 4, B abiertos en S, disjuntos y

no vacios.

1. Tomaa € Ayb € B.Como AN B = @, a # b; cambiando los nombres de A y B (la situacién es
simétrica) podemos suponer a < b (C1-003.T1).

2. a,beSytodozcona <z < bestdenS (hipotesis), asi que [a, b] c S (C1-004.D2).

3. SeaC :={x € [a,b] : [a,x] € A}.a € C porque [a,a] = {a} € A,y D es cota superior de C. Sea
s :=supC (axiomaS); a < s < b (C1-006.D1).

4. [a,s) c A:sia<x <s,hayc € Cconc>x (C1-006.T2cone =s—x),yx € [a,c] € A

5. s€[ab]l]cS =AUB (paso 2).Supon s € B. Como B es abiertoen S,hayr > 0con (s —r,s +
r)NS c B (C3-008.T4;enR, B(s,r) = (s — 1,5 +1)).

6. Enesecasos # a (porquea € A,s € ByANB = @),asi que a < s. El punto x := max(a,s—r/2)
cumplea < x <sys—r <x;porelpaso4,x € A,yporelpaso5 x € (s—r,s+r)NnS c B.
Esto contradice AN B = Q.

7. Supbn s € A. Entonces s # b (porque b € B), asi que s < b. Como A es abiertoen S, hayr > 0
con(s—r,s+r)nS c A(C3-008.T4).

8. Seat := min(s +r/2,b), de modo que s < t < b (C1-003.T8). Por los pasos 4y 7, [a,s] C 4,
ylsstlc (s=r,s+r)nfab]l c (s—rs+r)nS c A Asi[at] c A, esdecir,t € C con
t > s = sup C: contradiccién (C1-006.D1).

9. Los pasos 5-8 descartans € By s € A,y s € AU B. La separacién no existe: S es conexo.

Para (=), demostramos el contrarreciproco.
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10. Si S noesunintervalo,hayx <z <yconx,y€Syz¢&S.

11. (—,2) y (z,0) son abiertos de R: siw < z, B(w,z — w) c (—,z), y analogo para el otro
(C3-008.D1). Porlotanto A := SN (—,z) y B := 5 N (z,0) son abiertos en S (C3-008.D2).

12. Ay B son disjuntos, x € A,y € B,y como z € S, todo puntode S es < zo > z (C1-003.T1):
AUB = S.AsiS es disconexo. B

A Por qué «abiertos en S»

[0,1] = [0,1/2] U (1/2,1] es una uni6én de dos conjuntos disjuntos y no vacios, y sin embargo
[0,1] es conexo: [0,1/2] no es abierto en [0, 1], porque toda bola alrededor de 1/2 contiene

puntos de (1/2, 1] (C3-008.T4). Una separacién exige que los dos pedazos sean abiertos.

Teorema C3-011.T2 (por trayectorias = conexo)

Todo conjunto conexo por trayectorias es conexo; en particular los convexos (bolas, cajas, R™)

Son conexos.

Idea de la demostracion
Una separacién de S se «jala» a [0, 1] alo largo de una curva que une un punto de cada pedazo,

y eso contradice que [0, 1] es conexo.

Demostracion.

1. Sea S conexo por trayectorias y supon S = A U B con A4, B abiertos en S, disjuntos y no vacios.
Tomaa € A,b € Byunacurvay :[0,1] - Scony(0) =a,y(1) = b (C3-011.D1).

2. Sean A" :={t € [0,1] : y(t) € A}y B’ :={t € [0,1] : y(t) € B}. Son disjuntos, su unién es [0, 1]
(porquey(t) ES=AUB)y0€A',1€B".

3. A' esabiertoen [0,1]:sit € A',hayr > 0 con B(y(t),r) NS c A (C3-008.T4). Por la continuidad
deyent (C3-002.D2) hay § > Otalques € [0,1] y |s — t| < § implican |y(s) —y(t)| < r, luego
v(s) E B(y(t),r) NS c A,esdecir,s € A Asi (t —§,t +5)N[0,1] c A’,y A’ es abierto en [0, 1]
(C3-008.T4).

4. Lo mismo vale para B'. Entonces A’, B’ separan [0, 1], que es un intervalo y por lo tanto conexo
(C3-011.T1): contradiccién. S es conexo.

5. Convexos. Si S es convexoyp,q € S,y(t) := p+t(q —p) tomavalores en [p,q] € Sy es continua:
sus componentes p; +t(g; —p;) son polinomios en t (C3-002.T1, C1-022.T2). Asi S es conexo por
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trayectorias.
6. Bolas. Sip,q € B(a,r)yt € [0,1], por la desigualdad del tridngulo (C3-001.T4) y |cx| = |c]||x|
(C3-001.T2),

lp+tl@—p)—al=|A-Dp-a)+tl@-a)|<A-Dp-a[+tlg-a|<A-Or+tr=r,

donde la desigualdad estricta vale porque 1 — t y t no son ambos cero. Las bolas son convexas.
7. Cajasy R™ En una caja [aq, b;] X -+ X [ay, b,], cada componente de p + t(q — p) esta entre p; y

qi, luego en [a;, b;]; R™ es convexo porque todo segmento esta contenido en R™. ll

Teorema C3-011.T3 (abiertos conexos)

Si U c R™ es abierto y conexo, dos puntos cualesquiera de U se unen con una poligonal (uniéon

finita de segmentos consecutivos) contenida en U.

Una poligonal de p a g en U es una lista p = x¢, X4, ..., Xx = q con [x;_4,x;] € U para cada j.

Demostracion.

1. Si U = @ no hay nada que probar. Fijap € U y sea P el conjunto de los x € U que se unen con p
por una poligonal en U. p € P (lalista p, p, con [p, p] = {p}).

2. P es abierto: six € P,hayr > 0 con B(x,r) € U (U abierto, C3-008.D1). Paray € B(x,1),
[x,y¥] € B(x,r) c U (las bolas son convexas, C3-011.T2), y agregando y al final de la poligonal
de p a x se obtieneunadepay: B(x,r) C P.

3. U\ P esabierto:six € U\ PyB(x,r) c U, ningin y € B(x,r) esta en P, porque si lo estuviera,
agregando [y, x] € B(x,r) se uniria p con x. Asi B(x,r) c U \ P.

4. Py U \ P son abiertos de R™ contenidos en U, luego abiertos en U (P = P n U, C3-008.D2); son
disjuntos y su unién es U. Como U es conexoy P # @, U\ P = ¢ (C3-011.D1): P =U. 1N
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zy=1
x>0
S
\\
z<0 \
\
\
|

Figura 7: A la izquierda, la quebrada p - w — g que rodea el origen en R? \ {0}. A la derecha, las dos

ramas de la hipérbola xy = 1, cada una en un semiplano abierto.

Ejemplo C3-011.E1
R \ {0} es disconexo; R? \ {0} es conexo (dos puntos se unen por una poligonal que esquiva el

origen); la hipérbola {(x, y) : xy = 1} es disconexa (ramas x > 0y x < 0).

1. R\ {0}. No esunintervalo (—1 < 0 < 1y 0 no esta), asi que es disconexo (C3-011.T1).
2. R?\ {0}. Seanp,q # 0.Si 0 €& [p, q], el segmento sirve.Si 0 € [p,q], seaw := (—p,,py):
w=#0yw: p=0.Parat € [0, 1], por Pitagoras (C3-001.T6, C3-001.T2),

|(1—t)p +tw|?> = (1 —t)?|p|? + t?|w|? > 0.

Como 0 € [p,q]yp,q # 0,q = —Ap con A > 0,asi que tambiénw L qy|(1—-t)w+tq|? =
(1—-1t)?|w|?*+¢t?|q|?* > 0.Laquebradap —» w — q esquiva el origen: el conjunto es conexo
por trayectorias, luego conexo (C3-011.T2). Conp = (—1,0), w = (0, —1) o, por simetria,
w = (0, 1), la distancia minima al origen es v2/2,en t = 1/2.

3. Lahipérbola H.{x > 0} esabierto:sia; > 0y |x—a| < a4, entonces |[x;—a;| < [x—a| < a4
(C3-001.T2) y x; > O;igual {x < 0}. AsiH, := HNn{x > 0}y H_ := HnN {x < 0} son
abiertos en H (C3-008.D2), disjuntos, no vacios ((1,1) y (—=1,—1)) y cubren H, porque
xy = 1 impide x = 0.
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Por qué cada hipotesis

A En C3-011.T1, que S sea un intervalo

R\ {0} cumple todo salvo eso, y (—, 0), (0, o) lo separan.

A En C3-011.T3, que U sea abierto |

La circunferencia unitaria {|x| = 1} es conexa (es conexa por trayectorias: t — (cos 2mt, sen 2mt)
recorre los arcos), pero ningin segmento entre dos puntos distintos de ella queda dentro: si
Ip| = Iql = 1yp # q, el punto medio cumple |(p + q)/2| < 1 (la igualdad en el tridngulo
exigiriap = q, C3-001.T3). No hay poligonales.

A En C3-011.T3, que U sea conexo

I U := {x; # 0} c R? es abierto, pero (—1,0) y (1,0) no se unen con una poligonal en U: si se |
. pudiera, por C3-011.T2 la poligonal seria un conexo, y {x; > 0}, {x; < 0} lo separarian. |

Ejercicios
Demuestra que la unién de dos conexos con un punto en comun es conexa.
¢Es conexo {(x,y) : x2 + y2 = 132 ;Y {(x,y) : |x| > 1}?

1.
2.
3. Demuestra que si S es conexo y A es abierto y cerrado en S, entonces A = @04 = S.
4. Demuestra que la caja abierta (0, 1)" es convexa.

5.

¢(Cudl es la menor distancia al origen de la quebrada (—2,0) = (0,1) = (2,0)?

Respuestas

1. SiS=5,US,conp € S;NS, yA,Bsepararan S conp € A, entonces ANS;, BNS; son abiertos en
S; (C3-008.D2) y disjuntos; como S; esconexoyp € ANS;,BNS; =@ parai =1,2,luegoB = 0:
absurdo.

2. Si: es conexo por trayectorias (dos puntos se unen yendo en linea recta hacia afuera hasta radio
R := max(|p|, |q|) y luego por el arco de radio R). No: {x > 1} y {x < —1} lo separan.

3. Ay S\ A son abiertos en S (C3-008.D2), disjuntos y cubren S; si ambos fueran no vacios, S seria

disconexo.
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4. Cada componente de p + t(q — p) esta entre p; y q;, que estan en (0, 1).
5. Elsegmento de (—2,0) a (0,1) eslarectax—2y+2 = 0; su distancia al origen es 2/v/5 ~ 0.8944,

alcanzada en (—2/5,4/5), que esta en el segmento. Por simetria, ese es el minimo.



C3-012 - Limites y continuidad de R" en
]Rm

Motivacion

El dron, el GPS y la altura del cerro

Un dron fotografia un cerro cuya altura es h(x,y) = 100 + 3x — 2y metros (x, y en kilémetros).
Su GPS tiene un error de posicién. Para que el error en la altura sea menor que 1 m, ;basta con
que el error en cada coordenada sea pequeio, o hay que controlar la distancia en linea recta?
Da lo mismo. Si |Ax|, |[Ay| < 0.2, entonces |Ah| < 3|Ax| + 2|Ay| < 1. Si la distancia es menor
que 1/4/13 ~ 0.2774, entonces |Ah| < V13 |A(x,y)| < 1 (Cauchy-Schwarz). Controlar cada
coordenada y controlar la distancia son equivalentes: es la primera parte de C3-012.T1.

Doénde falla la analogia: un GPS real tiene un error que cambia con el tiempo y una altura que no

es exactamente lineal; aqui el error es cualquier niimero § y la férmula de h es exacta.

Definiciones

Definicion C3-012.D1 (funciones de varias variables)

f:A - R"™conA c R" componentes f; : A - R.

Definicion C3-012.D2 (limite y continuidad)

Sea a un punto de acumulacién de A. lim,,, f(x) = L : & Ve > 036§ > 0Vx € A:0 <
[x —al| <d=|f(x)—L| <e.fescontinuaena €EA: < Ve>03§ >0Vx€eA: |x—a| <
6 = |f(x) — f(a)| < ¢&; continua en A si lo es en cada punto. Con n = 1 la continuidad es la
de C3-002.D2 (y,conm = 1,lade C1-022.D1), y el limite extiende al de C3-002.D2 y C1-017.D1:

coinciden cuando A contienea (a —r,a) U (a,a + r).

76
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Resultados

Teorema C3-012.T1 (unicidad, componentes, sucesiones)

El limite es anico. m,_, f =L < lm,_, f; = L; paracadai < para toda sucesion (x;) en
A\{a}conx, = a, f(x;) = L. f escontinuaena < cadaf;loes & f(x;) = f(a) paratoda
(xx) en A conx, — a.Sia € A es de acumulacion, f es continuaena < lm,_, f = f(a); en

un punto aislado toda f es continua.

Idea de la demostracion
Las componentes se controlan con |y;| < |y| < [yq|+-+-+|y,|. Paralas sucesiones, una direcciéon
es -4 directo; la otra, por contrarreciproco: si el limite falla, se elige un «mal punto» a distancia

menor que 1/k para cada k, y esa sucesién contradice la hipotesis.

Demostracion.

1. Unicidad. Sup6n que L # M son limites. Con € := |L — M|/2 > 0 hay §;, 6y como en C3-012.D2;
sea § := min(d;, §,7). Como a es de acumulaciéon, hay x € Acon 0 < |x — a| < § (C3-008.D3).

Entonces
IL=M|<I|L—-fQ)|+I|f(x)-M|<2e=|L—-M|

(C3-001.T4): absurdo.
2. Componentes, =. |f;(x) — L;| < |f(x) — L] (C3-001.T2), asf que el § de f para ¢ sirve para cada f;.
3. Componentes, <. Dado ¢, sea §; el de f; parae/ny § := min(éy, ..., 8,) (C1-005.T13).Six € Ay
0<|x—a| <4,

FE =L ) I —Ll<n- = =e
i=1

(C3-001.T5, C1-005.T12).

4. Sucesiones, =. Sea (x;) en A\ {a} con x;, = ayseae > 0 consué.HayK con |x;, —a| < § para
k = K (C3-009.D1),y como x; # a,0 < |x; — a| < §; luego |f(xy) — L| < €. Asi f(x) = L.

5. Sucesiones, <. Supo6n que lim,._,, f = L es falso. Entonces hay g, > 0 tal que paratodoé > 0

existex EAcon0 < |[x —a| <8y |f(x)—L| = &.Coné = 1/k, cada conjunto

Ayi={x€eA:0<|x—a|<1/k, |f(x)—L| = &}
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es no vacio, y por la eleccion numerable en R™ (C3-009.T0) hay una sucesién con xj, € Ay.

6. (xx)estien A\ {a}yx, — a:dado ¢, si 1/N < ¢ (C1-007.C1),parak = N, |x;, —a| < 1/k <
1/N < &.Pero |f(x;) — L| = &, para todo k, asi que f(x;)-»L: contradice la hipétesis.

7. Continuidad. Los pasos 2-6, con «|x — a| < é» en lugar de «0 < |x — a| < d», con f(a) en lugar
de L y con sucesiones en A (sin quitar a), dan las equivalencias para la continuidad.

8. Sia € A esdeacumulacién. La condicién de continuidad es la del limite con L = f(a) mas el punto
x = a, que la cumple siempre (|f(a) — f(a)] = 0 < €). Asi continuaena < lim,_, f = f(a).

9. Si a es aislado. Hay r > 0 con B(a,r) N A = {a} (C3-008.D3). Con § := r, el Gnico x € A con
[x —al|<desay|f(a)—f(a)] <e:fescontinuaena.

A El axioma de eleccion escondido

En el paso 5 se elige un punto x;, por cada k. Es una eleccidn numerable: por eso se cita C3-009.T0,
la version en R™ de EN (C1-012.Ax1). Sin un axioma asf, la caracterizacion por sucesiones no se

puede demostrar.

Teorema C3-012.T2 (algebra y composicion)

Sumas, productos por funciones reales, productos punto y normas de funciones continuas son
continuos; cocientes f/g de funciones reales continuas, donde g # 0, también. Si f : 4 —
R™ es continuaenay g : B - RP (f(A) € B) es continua en f(a), g © f es continua en
a. Las proyecciones x +~ x;, los polinomios en n variables y x = |x| son continuos en R"; la
restriccion de una continua es continua. Lo mismo para limites de sumas, productos, productos

punto, normas y cocientes (con lim g # 0); en la composicion, si im,_,, f = Ly g es continua
en L, limy_q, g(f(x)) = g(L).

Demostracion. Todo se reduce a sucesiones con C3-012.T1.

1. Operaciones. Sean f, g continuas en a (con valores en R™) y ¢ real continua en a. Si x;, = a en 4,
entonces f(x) = f(a), g(xx) = g(a), c(xx) = c(a) (C3-012.T1), y por el dlgebra de sucesiones
en R™ (€3-009.T1) f(x) + g(xi) = f(@) + g(@), c(xi)f (xi) = c(@)f (@), f(xi) - glxie) —
fla)-gla)y|f(xx)| = |f(a)]. Por C3-012.T1, las cuatro funciones son continuas en a.

2. Cocientes. Si f, g son reales, continuasenay g # 0 en 4, para x;, — a se tiene g(x;) = g(a) # 0
y f()/9(x) = f(@)/g(a) (C1-013.T2).

3. Composicién. Six, = aen 4, f(x;) = f(a) en B (C3-012.T1) y, por la continuidad de g en f(a),
g(f(xx)) = g(f(a)). Por C3-012.T1, g ° f es continua en a.
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4. Proyecciones y norma. |x; — a;| < |x — a| (C3-001.T2) y ||x| - |a|| < |x — a| (C3-001.T4): con
6 := g se cumple C3-012.D2. Las constantes son continuas (§ cualquiera).

5. Polinomios. Un monomio ¢ xfi x’ﬁ" es producto de una constante y de proyecciones; por el paso
1 einduccion en el nimero de factores (C1-005.T1) es continuo, y un polinomio es una suma finita
de monomios (otra induccion).

6. Restriccion. Si f es continuaenay A’ € A contiene a a, el mismo 6 sirve parax € A’ (C3-012.D2).

7. Limites. Los pasos 1-3 con sucesiones en A4 \ {a} y la caracterizacién de limites de C3-012.T1 dan

las reglas para limites. En la composicidn, si x;, = a con x; # a, f(x;) = Ly, por la continuidad
degenlL, g(f(x)) — g(L).- B

Teorema C3-012.T3 (las lineales son lipschitzianas)

1/2
ParaAmxny||Allp == (X;;a%) " : 1Ax| < ||Allplx|y |Ax — Ay| < ||Allp|x —y| parax,y € R";

toda transformacion lineal R® - R™ es continua.

Demostracion.

1. Sea a® := (a;q,...,a;y) la fila i de A. Por C3-007.D4, (4x); = a® - x, y por Cauchy-Schwarz
(C3-001.T3), (Ax)? < [a@|?|x|*> = (X, a?)|x|* (C3-001.T2).
2. Sumando sobre i (C1-005.T12),

m
jaxi? = > an? < (D )P = A2,
i=1 i
y como ,/ es creciente (C2-014.T1), |Ax| < ||A|[¢|x|.
3. x » Ax eslineal (C3-007.T3), asi que Ax — Ay = A(x — y) y |Ax — Ay| < ||A|lr|lx — y| (paso 2).
4. Dadoe > 0,8 := ¢/(J|A||r + 1) cumple: |[x —y| < § = |Ax — Ay| < €. Asi x » Ax es continua
(C3-012.D2). Toda lineal T : R™ — R™ es x — Ax para una matriz 4 (C3-007.T3). H

Teorema C3-012.T4 (continuidad y abiertos)

f:A—> R™es continuaen A < para todo abierto V. ¢ R™, f~1(V) es abierto en A < para
todo cerrado F ¢ R™, f~1(F) es cerrado en A. En particular, si f : R® - R es continua, {f > c}

es abiertoy {f = c}, {f < c} son cerrados.
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Idea de la demostracion
Una bola alrededor de f(a) dentro de V se «jala», con el § de la continuidad, a una bola alrededor

de a; y al revés, la bola B(f (a), €) es un abierto, y el radio que da su preimagen es el §.

Demostracion.

. (®)SeanV c R™ abiertoy a € f~1(V).Hay ¢ > 0 con B(f (a),¢) c V (C3-008.D1).
. Por la continuidad en a hay § > Otalquex € Ay |x — a| < § implican |f(x) — f(a)| < €

(C3-012.D2), es decir, f(x) € B(f(a),e) c V.Asi B(a,8) NA c f~Y(V),y f~1(V) es abiertoen A
(C3-008.T4).

3. (¢)Seana € Ay e > 0.V := B(f(a), €) es abierto (C3-008.T1) ya € f~1(V).
. Por hipétesis f~1(V) es abierto en 4, asi que hay v > 0 con B(a,7) N A c f~1(V) (C3-008.T4).

Coné :=r:x €A, |x —a| < §implican f(x) € V, es decir, |f(x) — f(a)| < . f es continua en a.

. Cerrados.ParaF c R™, f~1(R™\F) = A\f~1(F).F escerrado & R™\F esabierto,y f “1(F) es

cerradoenA < A\ f~1(F) es abierto en A (C3-008.D2). Asi la condicién con cerrados equivale

a la condicién con abiertos.

. Caso A = R", m = 1. (c,») es abierto: siu > ¢, B(u,u — c¢) < (c¢,) (C3-008.D1); lo mismo

(—o0,c).Porlo tanto {c} y (—o, c] son cerrados, pues sus complementos (—o, c) U (¢, o)y (c, )
son abiertos (C3-008.T2). Un subconjunto de R™ abierto (cerrado) en R™ es abierto (cerrado),
porque U N R™ = U.Asi {f > ¢} = f~1((c,»)) esabiertoy {f = ¢} = f~({c}), {f < ¢} =

f~1((—,c]) son cerrados. &

A Preimagenes, no imagenes

Una continua no manda abiertos en abiertos: f(x) = x2 manda (—1,1) en [0, 1), que no es
abierto. C3-012.T4 habla de £~ (V).
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Figura 8: Curvas de nivel de g(x,y) = x2y/(x*+y?). Sobre cada recta por el origen (punteadas) g — 0,

pero sobre la parabola y = x?2 (trazo grueso) g vale 1/2.

Ejemplo C3-012.E1 (las rectas no bastan)
f(x,y) := xy/(x? + y?) no tiene limite en (0,0): sobre y = mx vale m/(1 + m?). g(x,y) :=
x%y/(x* + y?) tiende a 0 sobre toda recta por el origen y vale 1/2 sobre y = x2. En cambio

h(x,y) = x*y/(x* + y*) - 0, porque |h| < |y].

1. f.Parax # 0, f(x,mx) = mx?/(x*(1 + m?)) = m/(1 + m?). Con x;, := (1/k,0)y
v := (1/k,1/k), ambas en R? \ {0} y con limite 0 (C1-012.T2, C3-009.T1), f(x;) = 0
y f(yx) = 1/2.Si hubiera limite L, ambas sucesiones darian L (C3-012.T1): 0 = 1/2,
absurdo.

2. g sobre rectas. Para x # 0, g(x,mx) = mx3/(x* + m?x?) = mx/(x? + m?), que tiende a
0 cuando x — 0 (sim # 0, por el algebra de limites en una variable, C1-013.T2; sim = 0
vale 0). Sobre x = 0, g(0,y) = 0.

3. g sobre la pardbola. Para x # 0, g(x,x?) = x*/(2x*) = 1/2. Con z; := (1/k,1/k?) - 0,
g(zr) = 1/2, mientras que g(1/k,0) = 0: por C3-012.T1, g no tiene limite en 0.
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4. h |h(x,y)| = |y|x%/(x? + y*) < |y| < |(x,y)] (C3-001.T2), asi que con § := &, 0 <
|(x,y)| < & implica |h(x,y)| < &:lim(y 0 h = 0.

Ejemplo C3-012.E2 (continua en cada variable no basta)
Con £(0,0) := 0,la f de C3-012.E1 es continua en x para cada y fijo y en y para cada x fijo, y no

es continua en (0, 0).

1. Parayy # 0, x = xyo/(x? + y3) es un cociente de polinomios con denominador positivo:
continua en R (C1-022.T2). Paray, = 0, x = f(x,0) = 0 es constante. Lo mismo en la
otra variable.

2. En (0,0): f(1/k,1/k) = 1/240 = f(0,0), asi que f no es continua en el origen (C3-
012.T1).

Por qué cada hipotesis

A Que a sea punto de acumulacién

SiA=1{0,(1,0)}c R®ya = (1,0),parad < 1nohayx € Acon0 < |x—a| < §:la condicién de
C3-012.D2 se cumple para todo L, y la unicidad del limite falla. Por eso los limites solo se toman

en puntos de acumulacién.

A «Toda sucesién», no algunas

En C3-012.T1 la condicidn es sobre todas las sucesiones. Las rectas por el origen son solo algu-

nas maneras de acercarse: g de C3-012.E1 tiende a 0 sobre todas ellas y no tiene limite.

A En C3-012.T4, continuidad en todo A

f(x)=0six <0y f(x)=1six>0:f1((-1/2,1/2)) = (—,0] no es abierto. La caracteri-

zacion pide continuidad en cada punto.
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Ejercicios

1. Demuestra que limy 5y, 0,0 x3y/(x? +y?) =0.
2. ;Tiene limite en el origen (x? — y2)/(x? + y?)?
3. Demuestra que {(x,y) : x2 + y? < 10} es abierto usando C3-012.T4.
4. Sea A 2 X 2 confilas (3,—2) y (0, 0). Calcula ||A||f y verifica |Ax| < ||A]|g|x| con x = (3,=2).
5. Dauna funcién f : R?> > Ry un cerrado F tales que f(F) no sea cerrado.
Respuestas
Lo x3y|/(x? + y2) < x|yl x2/(x% + y?) < |x||y] < |(x,y)]* (C3-001.T2); con § := min(1, €).
2. No: sobre el eje x vale 1 y sobre el eje y vale —1 (C3-012.T1).
3. T(x,y) = x? + y? es continua (polinomio, C3-012.T2) y el conjunto es T~1((—, 10)).
4. ||Allr = V13 =~ 3.6056; Ax = (13,0), |Ax| = 13 = V13 - V13 = ||A||¢|x|: 1a cota se alcanza.
5. f(x,y) = x ylahipérbola F = {xy = 1} (cerrada: {xy = 1} es un conjunto de nivel de un

polinomio, C3-012.T4). f(F) = R\ {0} no es cerrado.



C3-013 - Coordenadas polares, cilindricas

y esféricas

Motivacion

El radar de la base de drones

El radar de una base de drones no da coordenadas (x, y): da la distancia r al dron y su rumbo
6, medido desde el este, entre —m y 7. ;Cada posicién tiene un unico par (distancia, rumbo)?
Si, salvo la base misma. Pero si un dron pasa justo al oeste de la base, de un poco al norte a un
poco al sur, la lectura del rumbo salta: en (—1,0.001) vale = 3.140593 y en (—1,—0.001) vale
~ —3.140593. Un movimiento de 0.002 cambia la lectura en casi 2.

Doénde falla la analogia: los radares reales miden el rumbo desde el norte y en sentido horario,

de 0° a 360°; aqui se mide desde el eje x, en sentido antihorario, en (—m, ].

Definiciones

Definiciéon C3-013.D1 (polares, cilindricas, esféricas)

Polares P(r,0) := (rcosf,rsen@); cilindricas C(r,0,z) := (rcosf,rsend,z); esféricas

E(p,9,0) := (psen¢@cosf,psen@senb,pcosp).

Las funciones seny cos son las de C2-014.D4, sin ninguna A: todo lo que se usa de ellas estd demostrado

en Calculo II.
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Resultados

Teorema C3-013.T1 (polares)

(a) P escontinuaenR?y |P(r,8)| = |r|. (b) Todo x € R? \ {0} es P(r, ) para un tinicor > 0
y un tnico 8 € (—m,m];r = |x|,y 8 =: argx. (c) arg es continua en R? sin la semirrecta
{(t,0) : t < 0}.

Idea de la demostracion
r es lanorma. El dngulo «sin signo» con el eje positivo es arc cos(x; /r) € [0, ],y el signo lo pone
X. La unicidad sale de que cos es inyectiva en [0, 7], y la continuidad de arg, de tres formulas

continuas en tres abiertos que cubren el plano cortado.

Demostracion.

1. (a) Las componentes (r,8) ~ r cos 8 y r sen 8 son productos de una proyeccién por la composi-
cion de cos (o sen) con una proyeccion, y cos, sen son continuas (C2-014.T5): por C3-012.T2, P
es continua.

2. Por C2-014.T5,

|P(r,0)|> =12 cos? 0 +r?sen?d =r?,

asi que |P(r,0)| = Vr2 = |r| (C2-014.D1, C1-004.T6).
3. (b), existencia. Seax # 0yr := |x| > 0(C3-001.T2). Como |x;| < |x| (C3-001.T2), x, /7 € [-1,1]
y 8y := arc cos(x;/r) € [0, ] cumple cos 8y = x;/r (C2-014.D6).
4. En[0,7],senf, = 0 (C2-014.T4),y
xf x5

20 —1— a2 =11 _ 72
sen“fy=1—cos* 6y =1 Z =2

Dos nimeros = 0 con el mismo cuadrado son iguales (C1-003.T9), asi que sen 8, = |x,| /7.

5. Six, =2 0,seaf := 6y € [0,m]: P(r,0) = (x1,|x3]) = x.Six, <0,seaf := —6: por la paridad
(C2-014.T5),cos 8 = x1/rysen8 = —|x,|/r = x,/r,asi que P(r,0) = x. Ademas senf, > 0,y
como sen0 = senm = 0 (C2-014.T4), 8y € (0,7) y 6 € (—m, 0). En ambos casos 6 € (—m, ].

6. (b), unicidad. Supén P(r,0) = P(r',0') = xconr,r' > 0y 0,0 € (—m,m]. Por el paso 2,r =
|x] = 7',y dividiendo entre r: cos @ = cos6’,senf = sen§’.

7. En (—m, 0) el seno es negativo: si —m < t < 0,sent = —sen(—t) < 0 (C2-014.T5, C2-014.T4).



Céalculo en varias variables I 86

10.

11.

12.

Asiquesisenf > 0,0y 6’ estan en [0, ], donde cos es estrictamente decreciente (C2-014.T4),

ycosf =cosfB' daf =0'".

.Sisenf < 0,0,0" € (—m,0), luego —0,—0' € (0,m) con cos(—60) = cos(—0") (C2-014.T5):

0=0".

. (c)Sea D := R?\ {(t,0) : t < 0}.Six € Dyx, = 0, entonces x; > 0.Asi D = U; U U, U U con

Uy i={x, > 0}, U, := {x, < 0}, U3 := {x; > 0}, abiertos por C3-012.T4 (preimagenes de (0, o)
y (—o0, 0) por las proyecciones, continuas por C3-012.T2).

En U, argx = arccos(x1/|x|) y en U, argx = —arccos(x;/|x|) (paso 5). En Us, cos(argx) =
x1/]%x| > 0; como cos < 0 en [r/2, 7] (cos(m/2) = 0y cos decrece, C2-014.C1, C2-014.T4) y cos
es par,argx € (—m/2,m/2), donde arcsen invierte al seno (C2-014.D6): argx = arcsen(x,/|x|).

Las tres formulas son continuas en sus abiertos: arc cos y arcsen lo son en [—1, 1] (C2-014.T11),
|x] # 0 ahi, y se aplica C3-012.T2 (cociente, composicion).

Seaa € D, en U;, con B(a, p) c U;.Si g; es la formula continua de U;, dado € hay § con |g;(x) —
gi(a)| < epara|x —a| < §,x € U;; conmin(§, p), como arg = g; en B(a, p), |argx — arga| < .
Asiarg es continuaen a (C3-012.D2). R

Figura 9: El argumento 8 = argx y la semirrecta quitada {(¢,0) : t < 0} (trazo grueso): a un lado 6

esta cerca de m, al otro, cerca de —m.

Teorema C3-013.T2 (cilindricas y esféricas)

C y E son continuas. |E(p, p,0)| = |p|. Todo x € R3 con (x1,x;) # (0,0) es E(p, ¢,0) para
Unicosp > 0,9 € (0,m) y 0 € (—m, ], con p = |x| y ¢ = arc cos(x3/p).




Calculo en varias variables I 87

Demostracion.

1. Continuidad. Las componentes de C y E son productos de proyecciones y de sen, cos compuestas
con proyecciones: continuas (C2-014.T5, C3-012.T2).
2. Norma. Por C2-014.T5 dos veces,

|E|? = p? sen? ¢p(cos? O + sen? B) + p? cos? ¢ = p?,

y |E| = |p| (C2-014.D1, C1-004.T6).

3. Existencia. Sea p := |x| > 0. Como x? + x5 > 0, x2 < p?, es decir, x3/p € (—1,1).Sea ¢ :=
arccos(xs/p) € [0,m] (C2-014.D6); como cos0 = 1, cosm = —1 (C2-014.T4) y x3/p # %1,
@ € (0,m).

4, senp > 0ysen?@ =1—x3/p? = (x% + x3)/p?, asi que psen g = |(x4,%3)| > 0 (C1-003.T9).
Por C3-013.T1 (b), (x1,x2) = P(psen ¢, 8) con 8 := arg(xy, x,),y entonces E(p, ¢, 0) = x.

5. Unicidad. Si E(p',¢',0') = xconp’ > 0,¢' € (0,m),08" € (—m,m]: p' = |x| = p (paso 2),
cos @' = x3/p = cos ¢,y cosesinyectivaen [0, 7] (C2-014.T4): ¢' = ¢.Entonces P(psen¢,0") =
(x1,x3) = P(psen¢g,0) conpseng > 0,y por C3-013.T1 (b),6' = 6.1

Ejemplo C3-013.E1 (limites en polares)
x3/(x? + y?) - 0 en el origen: en polares vale r cos3 8 y |r cos® 8| < r. La cota debe ser uni-

forme en 6: para g de C3-012.E1, g(P(r, 8)) — 0 con 6 fijo, y sin embargo g no tiene limite.

1. Para (x,y) # 0,conr := |(x,y)| y 8 := arg(x,y) (C3-013.T1),x = rcosf y x? + y? =r?,
asi que
x*  r3cos’6

_ 3
= =rcos> 6.
x2% + y? T2

2. |rcos® 8| = r|cosB|® < r (C1-004.T2, C2-014.T5). Dado &, § := €:5i 0 < r < §, el valor
estd a menos de € de 0, sin importar 6. Asi el limite es 0 (C3-012.D2).

3. El contraejemplo. Para g(x,y) = x2y/(x* + y?) y 6 fijo con sen 8 # 0,

r cos® 0 sen 0
r2cos* 0 + sen? 8

g(P(r,0)) = =0 (r—0)

ysisenf = 0,g(P(r,0)) = 0.Pero la cota depende de 6: el denominador se hace pequefio

cuando sen 6 es pequefio. Sobre la pardbolay = x2,6 cambiaconry g = 1/2 (C3-012.E1).
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Por qué cada hipotesis

Ax+0y0 € (—m,m]

. P(0,8) = 0 para todo 0: en el origen no hay angulo. Y P(r,8) = P(r,0 + 2m) (C2-014.T5): sin

restringir 6 a un intervalo de longitud 2m, semiabierto, no hay unicidad.

A Quitar la semirrecta (t,0) : t < 0

xx = (=1,1/k) y yx = (=1,—1/k) tienden a (—1,0), y por el paso 10 de la demostracion,

E argx;, = arccos(—1/|x|) = arccos(—1) = myargy, — —m (C2-014.T11, C3-012.T2).Siarg
E fuera continua en (—1, 0), ambas darfan arg(—1,0) = 7 (C3-012.T1). En el origen, arg ni siquiera

esta definida.

Ejercicios

1. Escribe (1,—1) en polares y (1,1,v2) en esféricas.

2. Demuestra con polares que x2y?/(x? + y?) — 0 en el origen.
3. (Tiene limite xy/\/ﬁy2 en el origen?

4. Demuestra que arg(—x) = argx —mw six, > 0.

5. Explica por qué «g(P(r,0)) — 0 para cada 6» no basta para que g tenga limite.

Respuestas

1. r =+2,0 = —arccos(1/v/2) = —m/4 (C2-014.C1). p = 2, ¢ = arccos(v2/2) = n/4,0 = /4.

2. Valer? cos? @sen? 0,y |- | < r?, uniforme en 6.

3. Si,0:valercosOsenfy|-|<r.

4. Siargx =0 € (0,),—x = P(r,0 —m) porcos(t—m) = —cos t,sen(t—m) = —sent (C2-014.C1),
y 8 —r € (—m, 0): por la unicidad, arg(—x) = 6 — m.

5. «Para cada 6» es acercarse por rectas; un limite pide controlar todas las sucesiones (C3-012.T1),

y para eso la cota debe ser la misma para todos los 6.



C3-014 - Funciones continuas en

compactos y en conexos

Motivacion

Dos placas calientes

Una placa cuadrada de metal de lado 1 m, con su borde, tiene temperatura T(x,y) = 20 +
480 x(1—x) y(1—y) °C. Otra, sin borde (el cuadrado abierto), se calienta desde su lado derecho:
S(x,y) = 20 + 30x. ;Cada placa tiene un punto mas caliente?

La primera si: 50 °C en (1/2,1/2). La segunda no: S < 50 en todo punto, pero $(0.999,y) =
49.97 y hay valores tan cerca de 50 como se quiera. La diferencia es que [0, 1]? es compacto y
(0,1)2 no. Es el teorema de Weierstrass de Calculo I, ahora en R™.

Dénde falla la analogia: una placa real tiene grosor y la temperatura se mide con error, asi que

«el punto mas caliente» es una zona; aqui es un punto exacto.

Resultados en compactos

Teorema C3-014.T1 (imagen de un compacto)

Si K € R™ es compactoy f : K - R™ es continua, f (K) es compacto.

Idea de la demostracion
Una sucesion en la imagen viene de una sucesion en K; esta tiene una subsucesion convergente

en K, y la continuidad lleva su limite a la imagen.

Demostracion.

1. Sea (yi) una sucesion en f(K). Cada conjunto {x € K : f(x) = y;} es no vacio; por la elecciéon
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numerable en R™ (C3-009.T0) hay una sucesién (xi) en K con f(x) = yi.

2. K es compacto, luego secuencialmente compacto (C3-010.T4): hay una subsucesién Xg; > x €K
(C1-015.D1).

3. Por la continuidad de f en x (C3-012.T1), Vi, = f(xkj) - f(x),y f(x) € f(K).

4. Toda sucesion en f(K) tiene una subsucesion que converge en f(K): f(K) es secuencialmente

compacto, luego compacto (C3-010.T4). &

Corolario C3-014.C1 (Weierstrass en R")

SiK # @ escompactoy f : K = R es continua, f alcanza un maximo y un minimo en K.

Demostracion.

1. Por C3-014.T1, f(K) c R es compacto, luego cerrado y acotado (C3-010.T4); es no vacio porque
K loes.Seas :=sup f(K) (axioma S).

2. Sear > 0.LabolaB(s,r)de Res (s —1,s + 1) (C1-004.T3). Contiene un punto de f(K): como
s—r <s,hayy € f(K)cons —r < y < s (C1-006.T2). Y contiene un punto fuera de f(K):
s +r/2, que es mayor que el supremo.

3. Sis & f(K), el paso 2 dice que toda bola alrededor de s corta a f(K) y a su complemento:
s € 0f(K) (C3-008.D1). Pero f(K) es cerrado, asi que df (K) < f(K) (C3-008.T3),y s € f(K):
contradiccion.

4. Asis € f(K):s = f(xy) paraalginx, € K,y f(x) < f(x,) paratodo x € K. No se eligio ninguna
sucesion, asi que no hace falta EN.

5. f(K) es acotado inferiormente; su infimo existe (C1-006.T3), y los pasos 2-4 con inff(K) y el
punto inf f(K) —r/2danx; € K con f(x;) = inf f(K). W

Definicion C3-014.D1 (continuidad uniforme, Lipschitz)

f : A - R™ es uniformemente continuaen Asive > 036 >0Vx,y€EA: |[x—y| < =
|f(x) — f(¥)| < ¢ es lipschitziana si existe L > 0 con |f(x) — f(¥)| < L|x — y|. Lo segundo

implica lo primero, y lo primero la continuidad.

La afirmacion final se comprueba asi: si f es lipschitziana con constante L, § := ¢/(L + 1) da |f(x) —

f)| < L|x — y| < ¢; si es uniformemente continua, fijando y = a se obtiene la continuidad en a
(C3-012.D2).
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Teorema C3-014.T2 (Heine en R")

Si K € R™ es compactoy f : K - R™ es continua, f es uniformemente continua en K.

Demostracion.

1. Supdn que no. Entonces hay ¢, > 0 tal que para cada k existen x,y € K con |[x —y| < 1/ky
|f (x) — fF(y)| = &. Por €C3-009.TO (en R?", para pares) se eligen sucesiones (x), (yx) en K con
esas propiedades.

2. Por C3-010.T4 hay una subsucesion xx; = x € K. Como k;j = j (C1-015.T0),

1
oyl < _ _ Z _
|ykj X| = |yk] xkjl + |xkj Xl < ] + |xk]' XI,

que tiende a 0 (C3-001.T4, C1-007.C1): Vi, = X

3. Porlacontinuidad en x (C3-012.T1),f(xkj) - f(x) yf(yk].) - f(x),asique |f(xk].) —f(yk].)| -
0 (C3-009.T1).
4. Pero |f(xk].) - f(yk].)l > g para todo j: contradiccion. B

Margenes y conexos

Teorema C3-014.T3 (distancia a un cerrado; margen alrededor de un compacto)

(a) Si F c R"es cerrado y no vacio, d(x, F) := mf{|x —y| : y € F} se alcanza en alguiny € F,
cumple |d(x,F) —d(z,F)| < |x —z|,yd(x,F) =0 & x € F.(b)SiK ¢ Uconk

compacto y U abierto, existe r > 0 con B(x,r) c U paratodo x € K.

Idea de la demostracion

(a) Se minimiza |x — -| en el compacto F N B(x, R). (b) La distancia al complemento de U es

continua y positiva en K; su minimo es el margen.

Demostracion.

1. (a), se alcanza. Tomay, € FyR := |x —y,|. Ko := F N B(x, R) es cerrado (C3-008.T1, C3-008.T2)
y estd contenido en la bola cerrada, que es compacta (C3-010.E1); por C3-010.T3, K, es compacto,
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Y Yo € Ko.

2. y » |x — y| es continua (C3-012.T2), asf que alcanza un minimo en K, en algiin y* (C3-014.C1).
Siye F\Ky |x—y|>R=|x—y"|.Asi |x —y*| < |x — y| para todo y € F: es el minimo, y por
lo tanto el infimo (C1-006.T3),d(x, F) = [x — y*|.

3. (a), Lipschitz. Seay; € F cond(z, F) = |z — y,|. Entonces

dix,F) s |x —y;| < |x —z| + |z —y;| = |x — z| + d(2, F)

(C3-001.T4). Cambiando x y z, |d(x, F) — d(z, F)| < |x — z| (C1-004.T3).

4. (a), ceros.Six € F,0 <d(x,F) < |x—x| =0.Sid(x,F) =0,cony*delpaso 2, |[x —y*| =0y
x =y* €F (C3-001.T2).

5. (b)SiK = @oU = R™, cualquierr sirve.Sino, F := R™\U es cerrado y no vacio,y ¢(x) := d(x, F)
es lipschitziana (paso 3), luego continua (C3-014.D1).

6. Parax € K c U, x & F, asi que ¢(x) > 0 (paso 4). Por Weierstrass, ¢ alcanza en K un minimo
r:= @(x9) > 0 (C3-014.C1).

7.Six € Ky|y —x| < r,entoncesy & F:silo estuviera, d(x,F) < |x —y| < r < d(x,F). Asi
B(x,r)cU.nl

Figura 10: Un compacto K (gris) dentro de un abierto U (contorno punteado): un mismo radio r sirve

alrededor de cada punto de K.

Teorema C3-014.T4 (imagen de un conexo; valor intermedio)

SiS c R*esconexoy f : S - R™ es continua, f(S) es conexo. Si ademasm = 1,p,q € Sy

f(p) <c < f(q),existex € Scon f(x) =c.
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Demostracion.

1. Supdn que f(S) = A U B con A4, B abiertos en f(S), disjuntos y no vacios. Por C3-008.D2, A
Vnf(S)yB=Wnf(S)conV,W abiertos de R™.

2. f7I(V) = {x € S : f(x) € V} = f~1(A), porque f(x) siempre esta en f(S); igual f~1(W) =
f~1(B). Por C3-012.T4, ambos son abiertos en S.

3. Son disjuntos (porque A N B = @), no vacios (sia € 4,a = f(x) conx € f~1(4)) ysuuniénes S
(porque f(S) = A U B). Asi S seria disconexo: contradiccion (C3-011.D1).

4. Valor intermedio. Con m = 1, f(§) < R es conexo, luego un intervalo (C3-011.T1). Como

f@),f(@) €f(S)yf(P) <c<f(q),cef(S) M

Todas las normas de R"

Tres maneras de medir en la ciudad

En una ciudad con cuadricula se mide en linea recta | - |, en taxi || - ||; o con el medidor de una
app de reparto, ||(x, ¥)|| := |x + 2y| + |y|. Para (3,4): 5, 7 y 15. Si un dron se acerca a su destino
segun el medidor de la app, ;se acerca en linea recta? Si: en la circunferencia unitaria, el medidor
de la app vale al menos 1/v/5 ~ 0.4472 y alo mas V10 ~ 3.1623, asi que 0.4472|x| < ||x|| <
3.1623|x|.

Doénde falla la analogia: en una ciudad real no se atraviesan los edificios, y la distancia en taxi

solo tiene sentido sobre las calles; aqui cada norma mide cualquier vector.

Teorema C3-014.T5 (todas las normas de R" son equivalentes)

Todanorma || - || en R™ es equivalente a | - |; por lo tanto todas las normas de R™ son equivalentes
entre siy dan los mismos abiertos, las mismas sucesiones convergentes y las mismas funciones

continuas.

Idea de la demostracion
La cota de arriba sale de la base canénica. Con ella, || - || es continua, y su minimo en la esfera

unitaria (compacta, sin el 0) es la cota de abajo.

Demostracion.
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. Sea M := max(|le]], ..., |lex|]) (C1-005.T13). Como x = Y, x;e; (C3-001.T1), el tridngulo y la

homogeneidad de la norma (C3-007.D2, por induccién en el nimero de sumandos, C1-005.T12)

dan

n n
el < ) ful lledll < M) [x] < Mnlx]
i=1 i=1

(C3-001.T5).Sea C := Mn; C > 0 porque e; # 0.

. De x|l = |[(x =) + ¥yl < llx =yl + Iyl y de lo mismo con x, y intercambiados (C3-007.D2,

C1-004.T3),

[llxll = Iy 1] < llx =yl < Clx = yl.

Asi || - || es lipschitziana respecto de | - |, luego continua (C3-014.D1).

. Laesfera S := {|x|] = 1} es compacta (C3-010.E1) y no vacia (e; € S). Por Weierstrass (C3-

014.C1), || - || alcanza en S un minimo ¢ := [|x]|, y ¢ > 0 porque x, # 0 (C3-007.D2).

. Six #0,x/|x| € S(C3-001.T2), asi que ||x|| = |x]| ||x/|x]||| = c|x|.Six =0, ||0]| = 0 = c|0].

. Asic|x| < ||x|| £ C|x]| para todo x: || - || es equivalente a | - | (C3-007.D3). Como la equivalen-

cia de normas es una relaciéon de equivalencia (C3-007.T2), dos normas cualesquiera de R™ son

equivalentes.

. Mismos abiertos. Definiendo bolas y abiertos con ||-|| como en C3-008.D1, las cotas dan {||y —a|| <

cr} € B(a,r)y B(a,r/C) c {||ly — a|| < r}; asi, si un conjunto contiene una bola de una norma

alrededor de cada punto, contiene una de la otra.

. Mismas sucesiones convergentes. c|x;, — x| < ||xx — x|| < C|x; — x|: una tiende a 0 si y solo si la

otra (C1-014.T1).

. Mismas continuas. Si |x — a| < § implica |f(x) — f(a)| < ¢, entonces ||x — a|| < ¢d implica lo

mismo, y ||f(x) — f(a)||' < C'e paraotranorma || -||" de R™ con constantes c’, C'; reemplazando

e por £/C’ se obtiene la definicién con las otras normas. B

A Solo en dimension finita

El paso 1 usa una base finita y el paso 3, que la esfera unitaria es compacta. En el espacio de las
funciones continuas en [0, 1], ||fxll: = 1/(k + 1) = 0y ||fkllo = 1 para fi,(x) = x*: esas dos

normas no son equivalentes (C3-007.E1).
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Teorema C3-014.T6 (completitud y convergencia absoluta con cualquier norma)

Sea || - || una norma en RV, (a) Toda sucesién de Cauchy en || - || (Ve > 0 3K Vk,Il > K :
llxx — x;]| < €) converge en || - ||. (b) Si (Vk)kso €s una sucesién en RN y la serie real Y, ||vy||
converge, las sumas parciales s; := 25<=0 v}, convergen (en || - ||, o lo que es lo mismoen |- |)a

uns =: Y, v, ¥ ISl < Xpeo lIvkll- Se aplica a las matrices m X n (= R™", €3-007.D4).

Demostracién. Sean ¢,C > 0 con c|x| < ||x|| < C|x| (C3-014.T5).

1. (a) Si (x;) esde Cauchyen || - ||, dado € hay K con ||x; —x;|| < ce parak,l = K,luego |x;, —x;| < €:
es de Cauchyen | - | (C3-009.D1).

2. Porla completitud de RN (C3-009.T2),x;, —» xen |- |,y ||[xx — x|| < C|xx — x| = 0.

3. (b) Paral > k, por el tridngulo de la norma e induccién (C3-007.D2, C1-005.T1),

l l
bse=sdl =] > = D

j=k+1 j=k+1

4. Como Y, ||vj|| converge, por el criterio de Cauchy para series (C2-024.T4), dado ¢ hay K con
Zi-:k“ llvjill < eparal >k = K. Asi (s;) es de Cauchy en || - || y, por (a), converge a un s.
5. |Isi]l < Zﬁﬁo Vel < Yoo llviell (tridngulo e induccién, C1-005.T1; términos > 0, C2-024.D1).

Como [||s;ll = lIslIl < lIs; — sl = O, |Isi|l = lIs|l, y 1a desigualdad pasa al limite (C1-013.T3). &

Ejemplo C3-014.E1 (cada hipétesis)
1/|x| es continua y no acotada en B(0, 1) \ {0} (no compacto); x; no alcanza maximo en R™; |x|?
no es uniformemente continua en R™; f(x) = 1/x en R \ {0} es continua y su imagen no es un

intervalo.

1. 1/|x| es continua donde x # 0 (C3-012.T2) y 1/|x,| = k para xj, := e, /k: no es acotada,
asi que no tiene maximo. Su dominio no es cerrado (0 es limite de x;, C3-009.T4) y C3-
014.C1 no se aplica.

2. x4 es continua en R™, no acotado (C3-010.T4 falla) y x; (ke;) = k: no hay maximo.

3. Conx:=(t+1/t)eyyy:=te; (t>0),|x—y|=1/ty|x|> —|y|?> =2+ 1/t? > 2. Para
€ = 1, ninglin § sirve: bastat > 1/§ (C1-007.C1). Es C1-025.E1 en R"™.

4. R\ {0} es disconexo (C3-011.E1) y f(R \ {0}) = R\ {0} no es un intervalo: C3-014.T4

pide un dominio conexo.
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Por qué cada hipotesis

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

! Sin cerrado: S(x,y) = 20 + 30x en (0, 1)? no alcanza su supremo 50. Sin acotado: x; en R" no |

tiene maximo, y |x|? no es uniformemente continua (C3-014.E1).

A Continua

I f(x) = 1/|x|six # 0y f(0) = 0 en la bola cerrada B(0, 1), que es compacta: no es acotada,
,  porque no es continua en 0.

A Conexo en C3-014.T4

1/x en R\ {0} toma los valores —1 y 1 y nunca el 0.

Ejercicios

1. Demuestra que ||(x, y)|| := |x + 2y| + |y| es una norma en R2,

2. Calcula el maximo y el minimo de x + y en el disco cerrado x? + y? < 1, sabiendo que existen.

3. Demuestra que todo polinomio en dos variables que toma un valor positivo y uno negativo en un
disco se anula en algtin punto del disco.

4. Calculad((3,4),F) paraF = B(0,1).

5. (Es uniformemente continua x - |x| en R™?

Respuestas

1. Es ||[Mx]|; con M de filas (1,2) y (0,1). Homogeneidad y tridngulo vienen de las de || - ||; (C3-
007.T1) y de la linealidad; si ||x|| = 0, entonces y = 0y x + 2y = 0, asi que x = 0.

2. Existen por C3-014.C1. Por Cauchy-Schwarz, [x + y| = |(1,1) - (x,y)| < V2, con igualdad en
+(1, 1)/\/5: maximo v2, minimo —v/2.

3. El disco es convexo, luego conexo (C3-011.T2), y el polinomio es continuo: C3-014.T4.

4. |(3,4)| = 5; el punto mas cercano es (3,4)/5 y la distancia es 4.

5. Si:||x] = |y|] £ |x —y| (C3-001.T4), es lipschitziana con L = 1.



C3-015 - Graficas, niveles y derivadas

parciales

Motivacion

El mapa topografico del cerro

En el mapa topografico de un cerro la altura es h(x,y) = 1000 — x2 — 2y? metros (x, y en
hectometros). Las curvas del mapa son los puntos de igual altura. Estas en (1,1), a 997 m. Si
caminas hacia el este, la altura a lo largo de tu camino es t = h(t, 1), y supendienteent = 1 es
—2 m/hm. Hacia el noreste, en la direccién (1,1)/v2, 1a pendiente es —6/v2 ~ —4.2426.

Cada pendiente es una derivada de una variable. La pregunta delicada es otra: si un terreno tiene
pendiente en todas las direcciones en un punto, ;puede tener ahi un salto? Si, y lo veremos en
C3-015.E2.

Doénde falla la analogia: un terreno real con un escalén tendria pendientes enormes cerca de él;
la funcién del ejemplo tiene pendientes finitas en todas las direcciones y aun asi salta, porque

sus valores dependen de como te acercas, no solo de la direccion.

Definiciones

Definicion C3-015.D1 (grafica, conjunto de nivel)

Paraf : A > Rcon A c R™: grafica {(x, f(x)) : x € A} € R"*! y conjunto de nivel N.(f) :=
{xed: f(x)=c}

Ejemplo C3-015.E1
Los niveles de x2 + y? son circunferencias (y {0} y ®); los de x? — y?, hipérbolas y las dos

diagonales. Si f : R" - R es continua, sus conjuntos de nivel son cerrados.
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1. x2+y2.Sic > 0,x2+y? = ceslacircunferencia de centro 0 y radio /c; si ¢ = 0, solo (0, 0)
(una suma de cuadrados es 0 solo si ambos lo son, C3-001.T2); si ¢ < 0, ningin punto.

2. x2 —y%Sic # 0,x2 —y% = cesunahipérbola. Sic = 0,x2 —y2 = (x —y)(x +y) =0
equivaleax = y o x = —y (C1-002.T5): las dos diagonales.

3. Cerrados. N.(f) = f~1({c}) y {c} es cerrado; por C3-012.T4, N.(f) es cerrado. Los polino-
mios son continuos (C3-012.T2).

Figura 11: Niveles de x? — y?: las hipérbolas x? — y? = +1, 43 (trazo continuo para ¢ > 0, discontinuo

para c < 0) y el nivel 0, las dos diagonales (trazo grueso).

Definicion C3-015.D2 (derivadas direccionales y parciales)

Sean U c R" abierto, f : U - R,a € Uy v € R" La derivada direccional es D,f(a) :=
lim;_q(f(a + tv) — f(a))/t si existe (si B(a,r) € U, a + tv € U para |t||v] < r). La parcial
dif (@) := D,,f (a), también 0f /dx;(a).

Que U sea abierto garantiza que t = f(a + tv) esta definida en un intervalo abierto alrededor de 0: si

v+ 0yB(ar)cUen(—r/|lv|,r/|v]), porque |a + tv — a| = |t||v| (C3-001.T2).
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Resultados

Teorema C3-015.T1 (calculo de parciales)

0;f (a) esladerivada en a; dela funcién de unavariablet » f(ay, ...,a;_1,t,a;41, -, an); Dy, f (@)

esladerivadaenOdet = f(a+tv);siexiste D,f(a)yc € R, D, f(a) =c-D,f(a).

Demostracion.

1. Direccional. Sea ¢, (t) := f(a + tv), definida en un intervalo abierto alrededor de 0 (comentario
de arriba; si v = 0, en todo R). Como ¢,,(0) = f(a), el cociente de C3-015.D2 es (¢, (0 + t) —
¢,(0))/t, y su limite es ¢;,(0) por definiciéon (C1-027.D1).

2. Parcial Sea y(t) := f(a4,...,ai-1,t,ai+1, .-, ay)- Entonces a + te; es el punto con a; + t en el
lugar i (C3-001.D1), asi que ¢, (t) = P (a; + t). Por la traslacion (C1-017.T2),

1 Yla; +t) —P(a;) Y(s) —Y(a;)
m = lm —=,

t—0 t s—a; s—aq;

y uno existe siy solo si el otro: 9;f (a) = ¢¥'(a;).

3. Homogeneidad, c = 0. f(a+t-0) — f(a) = 0,asique Dyf(a) = lm0 = 0 = 0 D,f(a)
(C1-017.E1).

4. Homogeneidad, ¢ # 0. @.,(t) = f(a + (ct)v) = ¢, (ct).Si ¢, es derivable en 0, por la regla de la
cadenacont » ct (C1-030.T1, C1-028.T2),

Deypf(a) = ¢y (0) = ¢ ,,(0) = ¢ Dy f (). u

Las pendientes del cerro
Para h(x,y) = 1000 —x? —2y? en (1,1): h(t,1) = 998 — t?, cuya derivadaen 1 es —2; h(1,t) =
999 — 2t?, derivada —4 en 1. En la direccién v = (1, 1)/\/5,

2

@p(t) = 1000 — 3(1 + i) . @l(0) = —

~ —4.2426.
V2

NIl o

Ejemplo C3-015.E2 (las parciales no bastan)
Para f de C3-012.E2: 3, f(0) = d,f(0) = 0y f no es continua en 0. Para g(x,y) := x%y/(x* +
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y?), g(0) := 0: existen todas las D,,g(0) (v /v, siv, # 0,y 0siv, = 0), g no es continua en 0 y

v = D,g(0) no es lineal.

1. f. f(t,0) = 0 para todo t (incluido t = 0), asi que 9, f(0) = lim;_,0/t = 0 (C3-015.T1,
C1-017.E1); igual d,f(0) = 0. Pero f no es continua en 0 (C3-012.E2).
2. g,conv, # 0.Parat # 0,

g(tv) —g(0) t>viv, viv,
t Cot(ttvi +t2v3)  t2vf +v3

un cociente de polinomios en t con denominador v5 # 0 ent = 0: tiende a viv,/v: =
v? /v, (C1-018.C1).

3. g, conv, = 0. g(tv) = 0 para todo t, asi que D,,g(0) = 0.

4. No continua. g(x,x?) = 1/2 parax # 0y g(0) = 0 (C3-012.E1, C3-012.T1).

5. Nolineal. D(1,0yg(0) = 0y D(,1)9(0) = 0, pero D¢; 1)g(0) =1 # 0 + 0.

Por qué cada hipotesis

A U abierto

Si a estuviera en el borde del dominio, f(a + tv) podria no estar definida para t pequefio de un
lado, y el limite de C3-015.D2 no tendria sentido en ambas direcciones. Por eso, en este curso,

las funciones de varias variables se derivan solo en abiertos.

A Las direccionales no dan continuidad ni linealidad

C3-015.E2: g tiene todas sus direccionales en 0, no es continua ahi, y v » D, g(0) no es lineal.
La diferenciabilidad (C3-016) pedira que el error de una aproximacién lineal sea pequefio uni-

formemente en todas las maneras de acercarse.

Ejercicios

1. Calcula 9 f y 0,f para f(x,y) = x3y + sen(xy).
2. Calcula D,f(1,2) para f(x,y) = x2y y v = (3, 4) directamente con C3-015.T1.
3. Dibujalos niveles c = 0,1,4 de f(x,y) = max(|x|, [y|)-
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4. Demuestra que f(x,y) = 4/|xy| tiene d,f(0) = 9,/ (0) = 0y no tiene Dy 1)f (0).
5. (Existe D, |x| en x = 0 para algin v # 0?

Respuestas

01f = 3x%y + y cos(xy), d,f = x3 + x cos(xy) (C3-015.T1, C2-014.T6, C1-030.T1).
() = (1 +30)2%@2+4t);9'(0)=2-3-2+1-4=16.

¢ = 0: el origen; ¢ = 1: el borde del cuadrado [—1, 1]%; ¢ = 4: el borde de [—4, 4]
f(t,0) = f(0,t) = 0. Enladiagonal, (f(t,t) — 0)/t = |t|/t, sin limite (C1-028.E1).
No: (|tv| — 0)/t = |v| |t|/t no tiene limite cuando t — 0.

;i ok W



C3-016 - Diferenciabilidad y gradiente

Motivacion

Dos lecturas para todas las direcciones

En el cerro h(x,y) = 1000 — x? — 2y? de C3-015, en (1,1), un dron mide solo dos pendientes:
hacia el este (—2) y hacia el norte (—4). ;Puede predecir con ellas la pendiente en cualquier
direccion u? Si el terreno es «liso» en ese punto, si: es (—2,—4) - u, y parau = (1,1)/V/2 da
—6/V2 ~ —4.2426, 1o mismo que se midié directamente. Para g = x?y/(x* + ¥2) no se podia:
sus parciales en el origen valen 0 y su pendiente en la diagonal vale 1.

«Liso» quiere decir que una sola funcion lineal k = v - k aproxima a h(a + k) — h(a) con un
error pequefio comparado con |k|, en todas las direcciones a la vez. Para el cerro, el error en
k = (0.1,0.05) es 0.015,y 0.015/|k| = 0.134; con k diez veces menor, el cociente es diez veces
menor.

Doénde falla la analogia: un dron real mide pendientes con error y en tramos de longitud positiva;

la derivada es un limite exacto.

Definiciones

Definicion C3-016.D1 (diferenciable, gradiente)

Sean U c R" abierto, f : U » Rya € U. Si existen 9, f (a), ..., 3, f (a), el gradiente es Vf (a) :=

(01f(a), ..., 0,f (). f es diferenciable en a si existe v € R™ con

fla+th)—f(@—v-h _

h=0 A

0;

ese v resulta ser Vf(a) (C3-016.T1), y lalineal df (a) : h = Vf(a) - h es la diferencial de f en

a. Diferenciable en U: en cada punto.

El limite es el de C3-012.D2 para la funciéon h = (f(a + h) — f(a) — v - h)/|h|, definidaen {h # O :
a + h € U}; 0 es punto de acumulacién de ese conjunto porque U es abierto (C3-008.T5).
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Resultados

Teorema C3-016.T1 (diferenciable = direccionales)

Si f es diferenciable en a con el vector v de C3-016.D1, para todo w € R" existe D,,f(a) y
Dy, f(a) = v - w; en particular existen las parcialesy v = (9;f (a), ..., 9,f (a)) = Vf(a). Asives
unicoy D, f(a) = Vf(a) - w.

Idea de la demostracion
Se toma h = tw en la definicién: un error pequefio comparado con |h| = |t||w| sigue siendo

pequefio comparado con t.

Demostracion.

1. Siw=0,f(a+t-0)—f(a) =0y Dyf(a) =0=v-0.Seaw #0yr >0conB(a,r) cU
(C3-008.D1); para |t| < r/|w|,a + tw € U (C3-001.T2).

2. Parah#0cona+h€UseaE(h):=(f(a+h)—f(a)—v-h)/|h|.Para0 < [t| < r/|w]|, como
[tw| = |t]|lw]|y v (tw) = t(v - w) (C3-001.T2),

fla+ tv';) —f@ ItllWI E(tw).

3. Dado € > 0, por la diferenciabilidad hay § > 0 con |E(h)| < &/|w]|si 0 < |h| < 6 (C3-012.D2).
4. Si0 < |t| < min(4,7)/|w|, entonces 0 < |tw| < §,y por C1-004.T2,

fa+tw) = f@
t

v-w|=|w||E(tw)| < e

Asi existe D, f(a) = v-w (C1-017.D1).
5. Conw =¢;:0;f(a) =v-e; = v; (C3-001.T2). Por lo tanto v = Vf(a); si dos vectores cumplen la

definicién, ambos son Vf(a). &

Teorema C3-016.T2

Si f es diferenciable en a, es continua en a.

Demostracion.
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1. Con E como en C3-016.T1yv = Vf(a),parah # 0cona+ h € U,

fla+h)=f(a)=Vf(a) h+I[h|ECh).

2. |Vf(a) - h| < |Vf(a)||h| (Cauchy-Schwarz, C3-001.T3), que tiende a 0;y |h|E(h) - 0-0 =10
(C3-012.T2). Asi limy, o f(a + h) = f(a).
3. a es punto de acumulaciéon de U (C3-008.T5), y por C3-012.T1, f es continua en a. B

Teorema C3-016.T3 (algebra)

Si f y g son diferenciablesenayc € R: f + g, cf y fg son diferenciables en a, con V(f +
9) = Vf + Vg, V(cf) = cVfyV(fg)(a) = g(@)Vf(a) + f(a)Vg(a); sig(a) # 0, hayr > 0
cong # 0en B(a,r) € U (C3-016.T2),y f/g, definida en B(a, ), es diferenciable en a con
V(f/g9) = (gVf — fVg)/g? en a. Las constantes, las proyecciones (Vx; = e;) y los polinomios

en n variables son diferenciables en R™.

Demostracion. Sean Ef, E; las funciones de error de f y g en a (como en C3-016.T1); ambas tienden a
0.

1. Suma y multiplo. El error de f + g conv = Vf(a) + Vg(a) es Ef + E; — 0,y el de ¢f con cVf(a)
es cEf — 0 (C3-012.T2).

2. Producto. Sumando y restando,

fla+mgla+h) —f@ga) - (9(@Vf(a) + f(@Vg(@)-h=gla+h)[f(a+h) —f(a) - Vf(a)-h]
+ f(@[g(a+h) — g(a) —Vg(a) - h]
+(g(a+n) —g(@)Vf(a)-h.

3. Dividido entre |h|: el primer sumando es g(a + h)Ef(h) - g(a) - 0 (g es continua, C3-016.T2);
el segundo es f(a)E,(h) — 0; el tercero tiene valor absoluto < |g(a + h) — g(a)| |Vf(a)| - 0
(C3-001.T3). Asi f g es diferenciable con el gradiente indicado.

4. Cociente. Como g es continuaenay g(a) # 0,con ¢ := |g(a)|/2hayr > 0con |g(x) — g(a)| <
lg(a)|/2 en B(a,r) c U, luego g(x) # 0 ahi (C1-004.T5).

5. Paral/g conv:= —Vg(a)/g(a)’y0 < |h| <7,

1 1 Vg@-h  gla+h)—g(a)—Vg(a)-h 1 1
ga+h) g@  g@? 9(a+hg(a) @ s@re@!

6. Dividido entre |h|: el primer sumando es —E;(h)/(g(a + h)g(a)) — 0,y el segundo tiene valor
absoluto < |Vg(a)| - |1/g(a)? — 1/(g(a + h)g(a))| — 0 (C3-012.T2, C3-001.T3). Asi 1/g es

+Vg(a)-h|
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diferenciableena,y f/g = f - (1/g) lo es por el paso 3, con

V(f/9)(@) = % @) gé(igz) _ 9@ f(a)(a)];(a) 9@

7. Constantesy proyecciones. Para f = c,elerrorconv = 0es0.Parax = x;, (a;+h;)—a;—e;-h =0
(C3-001.T2): Vx; = e;.

8. Polinomios. Un monomio es producto de una constante y proyecciones, y un polinomio es una

suma de monomios; por los pasos 1-3 e induccidén en el nimero de factores y de sumandos (C1-
005.T1), son diferenciables. &

Teorema C3-016.T4 (regla de la cadena con una variable)

(a) Sean] un intervalo abierto, y : | — U derivable en t, y f diferenciable en y(t,). Entonces
foyesderivableentyy (foy) (ty) = Vf(¥(ty)) v (ty). (b) Si f es diferenciable en a, I es

un intervalo abierto con f(U) € Iy g : I = Res derivable en f(a), g o f es diferenciable

enaconV(g e f)(a) = g'(f(@)Vf(a).

Idea de la demostracion

Se escribe f(a + h) — f(a) = Vf(a) - h + |h|E(h) con E continua en 0 (E(0) := 0), se pone
h = y(t) —y(ty) y se divide entre t — t,. Asi nunca se divide entre cero, como en la prueba de
C1-030.T1.

Demostracion.

1. (a) Sea a := y(ty). Define E(h) := (f(a+ h) — f(a) —Vf(a) - h)/|h|sih # 0ya+h €U,y
E(0) := 0. Por la diferenciabilidad y C3-016.T1, limj_,q E(h) = 0 = E(0): E es continua en 0
(C3-012.T1).

2. Paratodo hcona + h € U, incluido h = 0,

fla+h)—=f(a)=Vf(a) h+I|h|ECh).
3. Parat € J,t # ty,seah := y(t) — a (se tiene a + h = y(t) € U). Dividiendo entre t — t,, con
o(t) = |t — to]/(t — to) = 1 (C3-001.T2),

RO —vr- B2+ o0 L2 B0 - o)
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. Cuando t - ty, (y(t) —a)/(t — ty) = y'(ty) (C3-002.D3); por el algebra de limites de curvas

(C3-002.T2), el primer sumando tiende a Vf(a) - y'(ty) y la norma tiende a |y’ (ty)|-

. Y es continua en t, (C3-002.T3), asi que y(t) —a — 0,y como E es continuaen 0, E(y(t) —a) -

E(0) = 0 (C3-012.T2). El segundo sumando tiene valor absoluto |(y(t) — a)/(t — to)| |E(y(t) —
a)| = |y’ (t)]- 0= 0.

. Por lo tanto el cociente tiende a Vf(a) - y'(ty): f ° v es derivable en t, con esa derivada (C1-

027.D1).

. (b) Sea b := f(a).Define n(u) := (g(u) — g(b))/(u—>b) —g'(b) parau € I, u # b,y n(b) := 0;

por C1-027.D1, n es continua en b. Paratodo u € I,

gw) — g(b) = g'(b)(u—b) + (u = b) n(w).

. Conu = f(a+ h)y E la funcién de error de f en q,

g(f(a+h)—gb)—g'B)Vf(a) -h=g'®b) R EH) + (fa+h) - f(@)n(f(a+h).

. Dividido entre |h|: el primer sumando es g’ (b)E (h) — 0. En el segundo, |f(a + h) — f(a)|/|h| <

[VF(a)| + |E(h)| (paso 2y C3-001.T3) esta acotado cercade 0,y n(f(a+ h)) = n(b) = 0 porque
f es continua en a (C3-016.T2) y n en b (C3-012.T2). Asi g o f es diferenciable en a con vector
g'(b)Vf(a) (C3-016.D1,C3-016.T1). W

A Hace falta diferenciable, no solo parciales

Para g = x?y/(x* +y%), g(0) = 0,y y(t) = (t,t*): g(y(t)) = 1/2sit # 0y g(¥(0)) = 0,
asi que g o y no es ni continua en 0, mientras que Vg(0) - y'(0) = 0. La regla de la cadena falla

porque g no es diferenciable en 0.

Corolario C3-016.C1 (direccion de maximo crecimiento)

Si f es diferenciable en a y Vf(a) # 0, para todo u unitario |D,f(a)| < |Vf(a)|,y D,f(a) =
Vf(@)| = u=Vf(a)/IVf(a)l.

Demostracion.

1. Por C3-016.T1 y Cauchy-Schwarz (C3-001.T3), |D,f(a)| = |Vf(a) - u| < |Vf(a)||u] = |Vf(a)|.

2. Siu=Vf(a)/|Vf(a)|, Duf(a) = Vf(a) - Vf(a)/IVf(a)| = |Vf(a)| (C3-001.T2).

3. SiD,f(a) = |Vf(a)| = |Vf(a)||lu|, hay igualdad en Cauchy-Schwarz y, como ambos vectores
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son no nulos, u = AVf(a) para algtin A1 (C3-001.T3). Entonces A|Vf(a)|?> = |Vf(a)|, es decir,
A=1/|Vf(a)|. W

cima

V(1)

Figura 12: Curvas de nivel del cerroh = 1000—x2—2y?y,en (1, 1),ladireccién del gradiente Vh(1,1) =
(—=2,—4) (flecha), perpendicular a la tangente a la curva de nivel (discontinua); la linea punteada va

hacia la cima, que no es la direccién de subida mas rapida.

Definicion C3-016.D2 (punto critico)

a € U es punto critico de f si f es diferenciable en a y Vf(a) = 0.

Ejemplo C3-016.E1

V(x? + 3xy) = (2x + 3y,3x). x — |x| es diferenciable en x # 0 con V|x| = x/|x|, y no lo es en

0 (04 no existe: |t|/t no tiene limite).

1. x2 + 3xy es un polinomio, diferenciable (C3-016.T3), y su gradiente son sus parciales (C3-
016.T1), que se calculan en una variable (C3-015.T1): 2x + 3y y 3x. Su Gnico punto critico
es (0, 0).

2. |x| = \/m con q(x) := x? + --- + x2, polinomio diferenciable con Vg = 2x.Six # 0,
q(x) > 0y / es derivable en (0, o) con derivada 1/(2,/) (C2-014.T1). Por C3-016.T4 (b),
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conU = R*\ {0} el = (0, ),
Vx| = —— 2 = =
x| = x=—.
2|x| | x|

3. En0: (Jtes] —0)/t = |t]|/t,quevale1sit > 0y —1sit < 0: no tiene limite (C1-028.E1).
No existe d;| - |(0), y por C3-016.T1, | - | no es diferenciable en 0.

Ejemplo C3-016.E2 (el argumento es diferenciable)
Sea D := R?\ {(t,0) : t < 0}. arg (C3-013.T1) es diferenciable en D con Varg(x) =

(—x,,x1)/|x|?; en particular |V arg(x)| = 1/|x|.

1. Por C3-013.T1 (c), D es la unién de los abiertos U; := {x, > 0}, U, := {x, < 0}y U3z :=
{x1 > 0}, y enellos arg x es arc cos(x4/|x|), —arc cos(x; /|x|) y arcsen(x,/|x|).

2. EnU; U U, x, # 0,asi que x7 < |x|? y q(x) := x;/|x|] € (—1,1) (C3-001.T2). Por C3-
016.T3y V|x| = x/|x| (C3-016.E1),

& NXxX (x5, =x1x3)

v — 2L -
1= 5 ™ =P PE

3. arccos es derivable en (—1,1) con arccos’u = —1/vV1—u? (C2-014.T11), y
J1—q(x)? = |x3|/]|x| (C2-014.T1). Por C3-016.T4 (b), en U; (|x2| = x3),

|x| ) (x5, —x1%7) _ (=x2,x1)

\Y =—— = ,
RS N TR xP?
y en U, (|x2| = —x, y el signo menos de — arc cos) sale lo mismo.
4. En U3, x;, # 0, p(x) = x/|lx| € (=1,1) con Vp = (—x1x5,x3)/|x|3, y

arcsen’u = 1/V1—u? con \/1—p? = x;/|x|] (C2-014.T11). De nuevo Varg(x) =
(1 /261) (=21 %2, x3) /1% 1 = (—x2, %1) /x|

5. Cada a € D esta en algin U;, que es abierto: hay B(a, p) < U; (C3-008.D1), y ahi arg coin-
cide con una funcion diferenciable en a. El limite de C3-016.D1 solo usa puntos cercanos
a a, asi que arg es diferenciable en a con ese gradiente (C3-016.T1).

6. |(—x3,x1)| = |x| (C3-001.T2), asi que |Varg(x)| = |x|/|x|? = 1/|x|.

Los contraejemplos de C3-017, C3-019 y C3-022 usan este calculo: cerca del corte, arg cambia

casi 2w entre dos puntos cercanos, aunque su gradiente sea pequefio.
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Por qué cada hipotesis

A Diferenciable en C3-016.T1

g de C3-015.E2 tiene Vg(0) = (0,0), pero D(;1,g(0) = 1 # Vg(0) - (1, 1).Y f = xy/(x* + y?)

tiene Vf(0) = 0 sin ser continua en 0: por C3-016.T2, no es diferenciable.

Ay derivable en C3-016.T4

y(@®) = (t],0)y f(x,y) = x: f oy = |t| no es derivable en 0 (C1-028.E1), aunque f es lineal.

Ejercicios

1. Calcula V(xye*) y los puntos criticos de x3 — 3x + y2.

2. Demuestra con la definicién que f(x,y) = xy es diferenciable en todo punto.

3. Un excursionista sigue y(t) = (1 +t,1+ 2t) en el cerro h = 1000 — x? — 2y2. Calcula (h° y)'(0)

de dos maneras.
4. ;En qué direccion baja mas rapido h desde (1, 1), y con qué pendiente?

5. Demuestra que f(x,y) = /|xy| no es diferenciable en el origen.

Respuestas

1. V= (ye*(1 + x),xe*). Puntos criticos de x3 — 3x + y?: 3x?2 —3 = 0, 2y = 0: (+1,0).

2. f(a+h) — f(a) — (az,ay) - h = hyhy y |h hy| < |h|? (C3-001.T2), asi que el error entre |h| es

< |h| - 0.

3. Conlacadena: (—2,—4) - (1,2) = —10. Directo: %[1000 —(A+t)?-2(1+20)?*],_, =-2-8=

—10.

4. En la direccién —Vh/|Vh| = (1,2)/V/5, con pendiente —/20 ~ —4.4721 (C3-016.C1 aplicado a

—h).

5. Silo fuera, por C3-016.T1, D¢; 1)f(0) = Vf(0) - (1,1) = 0; pero (f(t,t) — 0)/t = |t|/t no tiene

limite.



C3-017 - TVM y criterio de las parciales

continuas

Motivacion

La escalera del dron

El dron del cerro h(x,y) = 1000 — x? — 2y? sabe calcular en cada punto las pendientes este
y norte, y sabe que esas pendientes cambian de manera continua. Para predecir el cambio de
altura de a a a + k, sube una «escalera»: primero un tramo hacia el este, luego uno hacia el norte.
En cada tramo, el TVM de Calculo [ convierte el cambio en «pendiente en algiin punto del tramo
por longitud del tramo», y como las pendientes son continuas, esos puntos dan casi la pendiente
en a.

Desde (1,1) con k = (0.1,0.05): el cambio real es —0.415, la prediccién Vh(1,1) - k = —0.4,y
el error 0.015 entre |k| es = 0.134, que se vaa 0 con k.

Doénde falla la analogia: un dron real mide pendientes en un nimero finito de puntos; «continuas

en a» es una condicién sobre todos los puntos cercanos.

El teorema del valor medio

Teorema C3-017.T1 (TVM en varias variables)

Sean U c R" abierto, f : U — R diferenciableen Uy a,b € U con [a,b] < U. Existe 8 € (0,1)
tal que,conc:=a+6(b—a), f(b) —f(a) =Vf(c) - (b—a).

Idea de la demostracién
Serestringe f al segmento: ¢ (t) := f(a+t(b—a)) es una funcion de una variable, y se le aplica

el TVM de Calculo I con la regla de la cadena.

110
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Demostracién. Sea y(t) := a + t(b — a), que manda [0,1] en [a,b] € U (C3-011.D1),y ¢ := f oy en
[0, 1].

1. y es continua (sus componentes son polinomios de grado < 1, C3-002.T3) y f es continua en U
(C3-016.T2): ¢ es continua en [0, 1] (C3-012.T2).

2. Seat € (0,1). Como U es abierto, hay p > 0 con B(y(t),p) c U (C3-008.D1); si b # a, para
s€Ji = (t—p/lb—al,t +p/lb—al), ly(s) —y(®)] = |s — t||b — al < p,asi que y(J,) < U.

3. y es derivable cony’ = b — a (C3-002.T3) y f es diferenciable en y(t). Por la regla de la cadena
en J; (C3-016.T4 (a)), ¢ es derivable en t con ¢'(t) = Vf(y(t)) - (b — a).

4. Por el TVM de una variable (C1-033.T1) hay 8 € (0,1) con ¢(1) — ¢(0) = ¢'(0), es decir, f(b) —
fl@=Vf(a+6(b-a)-(b-a.

5. Sib = a,ambos lados son 0 y cualquier 8 sirve. &

Corolario C3-017.C1 (gradiente cero)

Si U es abierto y conexo, f es diferenciable en U y Vf = 0 en U, f es constante.

Demostracion.

1. Fijap € Uy seaq € U.Por C3-011.T3 hay una poligonal p = x¢, X1, ..., Xx = q con [x;_4,x;] € U.
2. Por C3-017.T1 en cada segmento, f (x;) — f(xj_1) = Vf(¢;) - (xj —xj_1) = 0.
3. Sumando (C1-005.T12), f(q) — f(p) = 0.1

A Sin conexo, no

constante.

EnU = {x # 0} c R, f = 0 en los negativosy f = 1 en los positivos tiene f* = O ynoes ,

______________________________________________________________________________
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El criterio de las parciales continuas

Teorema C3-017.T2 (criterio de diferenciabilidad)

Sean U c R™ abierto, f : U » Rya € U.Siexister > 0 con B(a,r) c U tal que las n parciales

d;f existen en B(a, ), y son continuas en q, f es diferenciable en a.

Idea de la demostracion
Sevade aaa+ hporuna escalera de tramos paralelos a los ejes; en cada tramo se aplica el TVM

de una variable, y la continuidad de las parciales en a hace pequefio el error.

Demostracion.

1. Sea0 < |h| < ry,parak =0, ..,n,px := a+ hje; + -+ hpe, (po = a, p, = a + h). Como
|px — a|? = h% + -+ + hZ < |h|? (C3-001.T2), todos estan en B(a,r).
2. Por la suma telescopica (C1-005.T12),

fa+m=f@ =) (@)~ @)
k=1

3. Fijak.Sihy =0, py = px_1 y el término es 0 = 0y f (Pr—1)hi; Ssea qx = Pr—1-

4. Sihy, # 0,sea@(t) := f(pr_1+tey).Como |py_,+tex—al?> = h2+---+hi_ +t2yh?+--+hi < r?
¢ esta definida para |t| < p := (r? —h? —---—hZ_)Y2,y p > |hy| (C2-014.T1). En ese intervalo
abierto, ¢ es derivable con ¢’ (t) = 0, f (px—1 + tex) (las parciales existen en B(a, r); C3-015.T1).

5. @ es continua en el intervalo cerrado de extremos 0 y h; (C1-028.T1) y derivable en su interior.
Por el TVM (C1-033.T1) hay 7 entre 0y hj, con @(hy) — @(0) = @' (t)hy:

f(r) — fPr-1) = 0k f(qr) by, qk = Pk-1 t Té.

Ademas |q, — al®> = hi + -+ hi_, + 12 < |h|2.
6. Restando Vf(a) - h = };; 0k f (a)hy y usando el triangulo (C1-004.T4) y |hy| < |h| (C3-001.T2),

n

@ +m) = f@ = Vf(@ b = | ) (3 (@) = 0uf @) < ) 10 @) = 0uf @] Inl.
k=1

k=1

7. Dado € > 0, por la continuidad de 9, f en a (C3-012.D2) hay 6}, > O con |9, f(q) — 0 f(a)| < g/n
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sig€ B(a,r)y|q —a| < 8. Sea d := min(r, &y, ..., 6,,) (C1-005.T13).
8. Si0 < |h| < §,cada |q, — a| < |h| < 8, (paso 5), y por el paso 6 el error entre |h| es menor que
n-e/n = &. Asi f es diferenciable en a con vector Vf(a) (C3-016.D1). B

B(a;r)

Figura 13: La escalerade a = py aa + h = p, en el plano: un tramo paralelo a cada eje, y en cada tramo

el punto g, que da el TVM de una variable.

Definicion C3-017.D1 (clase C1)

f € CY(U) silas parciales 9, f, ..., 3, f existen y son continuas en U.

Corolario C3-017.C2

Toda f € C1(U) es diferenciable en U (y continua).

Demostracién. Seaa € Uy B(a,r) € U (U abierto, C3-008.D1). Las parciales existen en B(a,r) y son
continuas en a: por C3-017.T2, f es diferenciable en a, y por C3-016.T2, continua. B

Ejemplo C3-017.E1 (el reciproco falla)
f(x) := |x|?sen(1/|x]) six # 0, £(0) := 0, en R?: es diferenciable en 0 con Vf(0) = 0 (|f (x)| <
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|x|?), pero 9, f (t,0) = 2t sen(1/|t]) — (t/|t|) cos(1/]¢t|) no tiene limite cuando ¢t — 0.

1. Diferenciable en 0. | sen | < 1 (C2-014.T5), asi que |f(h) — f(0) — 0 - h|/|h| < |h|?/|h| =
|h] - 0 (C3-016.D1).

2. La parcial fuera de 0. Por C3-015.T1, 0,f(t,0) es la derivada de s =~ f(5,0) =
s?sen(1/|s|) ent # 0.Paras > 0 es s?sen(1/s); paras < 0, s? sen(—1/s). Por el pro-
ducto y la cadena (C1-029.T2, C1-030.T1, C2-014.T6), en ambos casos queda

9, f(t,0) =2t LI !
0 = sen — — — C0S —.
! ikl 1t |t

3. Sin limite. Para t, := 1/(2km) - 0, sen(2kn) = 0y cos(2kmr) = 1 (C2-014.C1):
01f(ty,0) = —1.Paras, := 1/((2k + 1)m), cos((2k + 1)m) = —1: 0:f (s, 0) = 1. Por
C3-012.T1, 9, f no tiene limite en 0, asi que no es continua ahiy f & C1(R?).

El plano tangente

Definicion C3-017.D2 (plano tangente a una grafica)

Si f es diferenciable en a, el hiperplano tangente a la grafica en (a, f(a)) es {(x,z) € R"*1 :
z=f(a)+Vf(a)  (x—a)}; (Vf(a),—1) es normal a él.

La normalidad es una cuenta: si (x, z) y (a, f (a)) estan en el hiperplano, su diferencia es (x —a, Vf(a) -

(x — a)), y su producto punto con (Vf(a),—1) esVf(a) - (x —a) — Vf(a) - (x —a) = 0 (C3-001.T2).

Ejemplo C3-017.E2

El plano tangenteaz = x> + y?en (1,1,2) esz =2+ 2(x — 1) + 2(y — 1).

Las parciales 2x, 2y son continuas, asi que f € C1(R?) es diferenciable (C3-017.C2) yVf(1,1) =
(2,2) (C3-016.T1, C3-015.T1). Se sustituye en C3-017.D2.
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Por qué cada hipotesis

_______________________________________________________________________________

EnU = R?\ {(t,0) : t < 0}, arg es diferenciable con |Varg(x)| = 1/|x| (C3-016.E2). Con
a=(C-L1)yb = (-1,-1),|argb — arga| = 3n/2 = 4.71, mientras que en todo punto
¢ del segmento [a, b] (si estuviera en U) se tendria |Varg(c) - (b — a)|] < 1- 2. El TVM falla
porque [a, b] corta a la semirrecta quitada. Sin diferenciabilidad: f (x) = |x| en [—eq, ;] cumple
f(e1) — f(—e1) = 0, pero en ¢ = 0 no hay gradiente (C3-016.E1).

A En C3-017.T2, continuas en a

L f =xy/(x?+y?), f(0) = 0, tiene parciales en todo R?, discontinuas en 0, y no es diferenciable
. en 0 (ni siquiera continua, C3-012.E2, C3-016.T2).

___________________________________________________________________________

A En C3-017.T2, parciales en toda una bola

f :=0enlosejesy f := 1 fuera de ellos: 9, f(0) = d,f(0) = 0, pero d,f(t,0) no existe para
t # 0 (el cociente vale 1/s), asi que la continuidad de las parciales en 0 ni siquiera se puede

plantear; y f no es diferenciable en 0 porque no es continua.

Ejercicios
1. Demuestra que f(x,y) = e* cosy es de clase C! en R? y escribe su plano tangente en (0, 0, 1).
2. Sea f diferenciable en R" con |Vf| < M. Demuestra que |f(x) — f(¥)| < M|x — y|.
3. ¢(Es constante una f diferenciable en {(x,y) : y # 0} con Vf = 0?
4. Verifica la escalera del cerro: cona = (1,1) y k = (0.1, 0.05), encuentra q; y q,.
5. Demuestra que f(x,y) = /x2 + y2 es Ct en R? \ {0}.
Respuestas
1. Parciales e* cosy y —e* sen y, continuas (C3-012.T2); plano z = 1 + x.

2.
3.
4,

Por C3-017.T1y Cauchy-Schwarz: |[f (x) — f(¥)| = |Vf(c) - (x —y)| < M|x — y| (R" es convexo).
No necesariamente: el conjunto no es conexo; f = 1siy >0y 0siy <0.
Tramo 1,de (1,1) a (1.1, 1): (t) = 1000— (1+t)?—2,9(0.1)—p(0) = —0.21 = —2(1+7)(0.1),
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T =0.05,q, = (1.05,1). Tramo 2, de (1.1,1) a (1.1, 1.05): =0.205 = —4(1 + 7)(0.05), T = 0.025,
g, = (1.1,1.025).
5. V= (x,y)/+/x? + y?, continuo donde (x,y) # 0 (C3-016.E1, C3-012.T2).



C3-018 - Derivadas de orden superiory

teorema de Schwarz

Motivacion

Dos drones y un cuadrito de la cuadricula

En una placa, la temperatura es T(x,y) = x?y3. Un dron mide la pendiente hacia el este y ob-
serva cémo cambia esa pendiente al moverse al norte; otro mide la pendiente hacia el norte y
observa como cambia al moverse al este. En (1, 2) ambos obtienen 24. La razo6n es un cuadrito

de la cuadricula: la «diferencia doble»
AWy =T(1+h2+h)—T(A+h2)—TA,2+h)+T(,2)

se puede leer como diferencia norte de diferencias este o al revés, y es el mismo niimero; con
h = 0.01,A(h)/h? ~ 24.24.

Pero hay funciones (el ejemplo de Peano) en las que los dos drones obtienen —1 y +1.

Dénde falla la analogia: un dron mide en un cuadrito de tamafo fijo, y A(h) es simétrica siempre;

las derivadas cruzadas son dos limites iterados, y lo que puede cambiar es el orden de los limites.

Definiciones

Definicién C3-018.D1 (parciales de orden superior, clase C¥)

0;0;f := 0;(0;f) donde exista, y asi sucesivamente (9;, -:-9;, f). f € C*(U) (k € N) si todas las
parciales de orden < k existen y son continuas en U; C°(U) = continuas; C®(U) = C*(U) para

todo k. Para f : U » R™, f € C¥ si cada componente lo es.

La definicion recursiva de las parciales de orden k es la de C1-005.T11. Con k = 1 es C3-017.D1. Si

f € C*(U) con k = 1, cada parcial de orden < k es de clase C!, luego diferenciable y continua (C3-

117



Céalculo en varias variables I 118

017.C2).

Resultados

Teorema C3-018.T1 (Schwarz)

Sean U c R™ abierto, f : U » R,i # j,a € Uyr > 0conB(a,r) c U.Sid;f, 0;f,0;0;f y 0;0;f
existenen B(a,r)y 0;0;f, 0;0;f son continuas en a, entonces 9;0;f (a) = 9;0;f (a). En particular,
Slf € CZ(U), 6]81f = 616]f enU.

Idea de la demostracion
La diferencia doble A(h) es simétrica. Con dos TVM se escribe como h? 0;0;f en un punto del
cuadrito, y por simetria como h? 0;0;f en otro; la continuidad en a hace que los dos valores

estén tan cerca como se quiera de las cruzadas en a.

Demostracién.
1. Si0 < |h| <7r/2y|s|, |t| < |h|, entonces |se; + tej| < |s| + |t| < 2]h| < r (C3-001.T5), asi que
a+ se; + te; € B(a,r) (C3-008.D1). Para esos h sea
A(h) := f(a + he; + he;) — f(a + he;) — f(a + hep) + f(a).

2. Seau(s) := f(a + se; + he;) — f(a + se;) para |s| < r/2 (los dos puntos estan en B(a,r)).
Entonces A(h) = u(h) — u(0).

3. Como 0;f existe en B(a,r), u es derivable con
u'(s) = 0;f(a + se; + he;) — 0,f (a + se;)

(C3-015.T1, C1-029.T1); en particular es continua (C1-028.T1).
4. Porel TVM (C1-033.T1) en el intervalo de extremos 0 y h, hay ¢ entre 0 y h con

A(h) = h[0;f(a + oe; + hej) — 0;f (a + oe;)].

5. Seaw(t) := 0;f(a + ge; + te;) para [t| < r/2. Como 0;0;f existe en B(a,r), w es derivable
con w'(t) = 0;0;f(a + oe; + te;) (C3-015.T1, C3-018.D1). Por el TVM, hay 7 entre 0 y h con
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w(h) —w(0) = hd;0;f(£),§ := a+ ge; + te;. Ast
A(h) = h?8;0,f ($), I§ —al <lo| + || < 2|h].

Elotro orden. Conv(t) := f(a+he;+te;)—f(a+te;) setiene A(h) = v(h)—v(0) (lamisma suma
de cuatro términos, en otro orden: aqui se ve la simetria). Los pasos 3-5 con i y j intercambiados

dan
A(h) = h*9;0;f (), [n —a| < 2|h|.

Dado € > 0, por la continuidad de las dos cruzadas en a hay § > 0 tal que |g — a| < § implica
10,01 (q) — 80, (@) < £ ¥ 18:0;£ () — 9;0;f (@)] < & (€3-012.D2).

. Sea h := min(r,8)/4. Entonces 0 < h < r/2y|§ —al,|n —a|] < 2h < §. Porlos pasos 5y 6,

0;0;f(¢) = A(h)/h? = 0;0;f (1), y por el triangulo (C1-004.T4),

|ajaif(a) - aiajf(a)l < |ajaif(a) - ajaif(f)| + |5iajf(77) - aiajf(a)l < 2e¢.

. Como & > 0 es arbitrario, 9;0;f (a) = 0;0;f (a) (C1-003.T9).
10.

Sif € C?(U)ya € U,hayr conB(a,r) c U (U abierto), y las hipétesis se cumplen en B(a, 7). B

a + he; a+ he; + he;

[ _ .

- +

of
077

+ -

[ g
a a+ he;

Figura 14: El cuadrito de la diferencia doble: A(h) suma los valores en las esquinas con los signos indi-

cados. Los puntos ¢ y 1 que dan los dos TVM estan dentro del cuadrito.

A Por qué no se usan sucesiones

La version «tomar h, — 0y pasar al limite» pide elegir oy, y 7, para cada k, es decir, una elecciéon

numerable. La prueba de arriba usa un solo h por cada ¢ y evita esa eleccion.
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Corolario C3-018.C1

Si f € C*(U), cada parcial de orden < k no depende del orden en que se derive: Oy 0y, f =

ain(k) aim)f para toda permutacién r de {1, ..., k}.

120

Demostracién. Por induccién en el orden m < k de la parcial (C1-005.T1).

. Dos vecinos. Sea g := 0

ii_, " 0i,f unaparcialdeordenl —1<k—2(og = f).Como f € ck,
g € C%(U) (C3-018.D1). Por Schwarz, 0;,,,0;,9 = 0;,0;,,, 9,y derivando después con los indices

restantes, la parcial no cambia al intercambiar los indices vecinos i; e i; 1.

. Cualquier permutacién. Con intercambios de vecinos, cualquier indice se lleva a la primera posi-

cién (la que se deriva al final) sin alterar el orden relativo de los demas.

.Asig; -0, f = ain(m) (8 '-'f), donde lo de adentro es una parcial de orden m — 1 con los

indices restantes; por la hipdtesis de induccién, su orden interno no importa. l

Teorema C3-018.T2 (algebra de C¥)

Sean U c R" abiertoy k € N U {0} (0 k = o). Sumas, productos y cocientes (con denominador
sin ceros en U) de funciones de C¥(U) estan en C*(U); los polinomios en n variables estan en
C”(R™).

Demostracién. Por inducciéon en k (C1-005.T1).

1.
2.

k = 0. Sumas, productos y cocientes de continuas son continuos (C3-012.T2).
Férmulas. Por C3-015.T1, cada parcial se calcula en una variable, y por C1-029.T1-T3,
11

0,(f +g)=0if +0i9,  0:(fg)=(0:if)g+fag  0(1/9) =—0;g- 77

. Paso. Si el resultado vale para k y f,g € C¥*1(U), entonces f,g,d;f,0;g € C¥(U), y los lados

derechos del paso 2 estan en C*(U) por la hipétesis de induccién. Asi todas las parciales de f + g,
fg,1/g son de clase C¥, es decir, esas funciones son de clase C**; f/g = f - (1/9).

k = . Es la interseccién de todos los CX.

5. Polinomios. Las constantes y las proyecciones tienen parciales constantes (0 o 1, C1-028.T2), lue-

go son C*; un polinomio se obtiene con sumas y productos. &
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Ejemplo C3-018.E1 (Peano)
flx,y) :=xy(x?> —y?)/(x? + ¥?), £(0,0) := 0,es de clase C' en R?,y 9,0, f(0,0) = =1 # 1 =
010,1(0,0).

1. Fuera del origen, f es un cociente de polinomios con denominador positivo: C* (C3-
018.T2). Por el cociente en una variable (C3-015.T1, C1-029.T3),

y(x* +4x?y? —y*) _ox(xt = 4xPy? —y")
2 232 ’ 02f(x,y) = 2 232
(x*+y%) (x* +y%)

0:1f(x,y) =

2. Enelorigen, f(t,0) = f(0,t) = 0,asi que d,f(0) = d,f(0) = 0 (C3-015.T1).
3. Continuidad de las parciales en 0. Como x* + 4x?y? + y* < 2(x? + y?)? (C1-003.T9),

101 f o < 2|yl < 2]1Ce ), 192 (6 y)| < 2]x| < 2|(x, y)I,

que tienden a 0 (C1-019.T2, C3-012.T1). Asi f € C*(R?) (C3-017.D1).
4. Las cruzadas. Por el paso 1, 3,f(0,y) = y(—y*)/y* = —y paray # 0,y 9,f(0,0) = O:
cont ~ d;f(0,t) = —¢,

01f(0,t) = 0.f(0,0) _
t

020.f(0,0) = Pn&

Igual, d,f (x,0) = x,y d;0,f(0,0) = 1.
5. Diferencia doble. f (h,h) = 0, asi que A(h) = f(h,h) — f(h,0) — f(0,h) + f(0) = 0 para
todo h: el limite «diagonal» A(h)/h?> = 0 no decide nada. Por Schwarz, las cruzadas no

pueden ser continuas en 0.

Por qué cada hipotesis

A Cruzadas continuas en a

La f de Peano cumple todo lo demas: es C?, sus cuatro parciales de segundo orden existen en

todo R? (fuera del origen por el paso 1 de C3-018.E1; en el origen por el paso 4 y lo analogo para |
0104f,0,0,f),ylas cruzadas en 0 son —1 y 1. Lo Uinico que falla es la continuidad de las cruzadas |

en 0.
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Ejercicios

Comprueba Schwarz para f(x,y) = e*”.

Calcula 0,0,05(xyz e*) en dos drdenes distintos.

Parala f de Peano, calcula d,0; f (x, y) fuera del origen y demuestra que no tiene limite en 0.
Demuestra que si f € C2(U) y Vf = (P, Q) en U c R?, entonces d,P = 0,Q.

(Existe f € C2(R?) con d,f = yy 0,f = —x?

oo W

Respuestas

1. 0.f =ye*,0,0.f = e (1 +xy); 0,f = xe*”,0,0,f = e* (1 + xy).

2. Ambos dan e*(1 + x).

3. 0,0:f = (x2 —y?)(x* + 10x2y? + y*)/(x? + y?)3; en el eje x vale 1 y en el eje y, —1.
4. 0,P = 0,0,f = 0,0,f = 0,Q (C3-018.T1).

5

. No: por el ejercicio 4 tendria que ser d,(y) = d;(—x), es decir, 1 = —1.



C3-019 - Formula de Taylor en varias

variables

Motivacion

La computadora del dron que solo suma y multiplica

La computadora de un dron solo sabe sumar y multiplicar. Necesita la intensidad de una sefial
f(x,y) = e*senyen (0.1,0.2), cercade la antena en (0, 0). Con el polinomio de Taylor de orden
2,y +xy, estima 0.22; el valor exacto es = 0.219564. ;Se puede garantizar el error sin conocer
el valor exacto? Si: la formula de Taylor con residuo de Lagrange da |error| < ¢°1(0.3)3/6 ~
0.00497.

No hace falta teoria nueva: sobre el segmento de la antena al punto, la sefial es una funcién de
una variable, y se aplica el Taylor de Calculo I.

Doénde falla la analogia: una computadora real redondea cada operacién; aqui la suma y el pro-

ducto son exactos y el tnico error es el de truncar el polinomio.

Definiciones

Definicion C3-019.D1 (diferencial de orden k, hessiana)

Para f € C*¥(U),x € Uy h € R™:

ALEE) = D 004 )
yd°f(x)(h) := f(x).d*f(x)(h) = Vf(x) - h. La hessiana de f € C?(U) es la matriz simétrica
Hy (x) = (0;0;f (x))i,j, y d*f (x)(h) = h - Hf (x)h.

Las dos igualdades finales se comprueban asi. d* f (x) (k) = X; 8;f (x)h; = Vf(x)-h (C3-001.D2). Hp(x)

123
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es simétrica por Schwarz (C3-018.T1), y
h- He(x)h = Z h; z 0.0, f (x)h; = Z 0,0, (x) hih; = d?F(x) ()
i j i,j

(C3-007.D4, C1-005.T12, C3-018.T1).

Resultados

Teorema C3-019.T1 (derivadas a lo largo de un segmento)

Sean f € C¥(U),a € U,h € R™y ] un intervalo abierto con a + th € U parat € J. ¢(t) :=
f(a+th)esdeclase C¥en ]y @U)(t) = d/f(a + th)(h) paraj =0, ..., k.

Demostracién. Por induccién en j (C1-005.T1) se prueba la férmula para j < k.

1. j=0.¢() = f(a+th) = d°f(a + th)(h).

2. Pasoj = j + 1 (j < k). Por hipétesis, o) (t) = Zil,...,ij gil...i].(a + th) hy, ---hi]., con gi,...i; =
0i, 0, f € C*=J(U) € C*(U) (C3-018.D1).

3. Cada g := Jiy-ij € diferenciable en U (C3-017.C2). Con y(t) := a + th, derivable cony’ = h
(C3-002.T3), laregla de la cadena (C3-016.T4 (a), C3-016.T1) da

n
d
—g(a+th) =Vg(a+th) - h= Zaig(a +th) b,

=1

4. Sumando (C1-029.T1, C1-005.T12),

U (t) = z 0:0;; 0y, f(a + th) hy, -+ by hy = A7+ f (a + th) (h).

iyl

5. Clase C*. o™ (t) = d¥f(a + th)(h) es una suma de funciones t ~ g(a + th) con g continua, por
constantes: continua en J (C3-012.T2). Asi ¢ es de clase C¥ enJ (C2-015.D1). ®
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Teorema C3-019.T2 (Taylor con residuo de Lagrange)

Sean U c R™ abierto, f € C¥*1(U),a € Uy h € R" con [a,a + h] c U.Existe 8 € (0,1) con

k .
dIf@h) _ df(a+omh)
Flatmy=y SO S AR

j=0

Idea de la demostracion

Se restringe f al segmento: ¢(t) = f(a + th) tiene por derivadas las diferenciales de f (C3-
019.T1), y el Taylor de Calculo I aplicado a ¢ entre 0 y 1 es la férmula. El Gnico cuidado: C1-
038.T2 pide un intervalo abierto alrededor de [0, 1], y para eso hace falta un margen alrededor

del segmento.

Demostracion.

1. Sih = 0, cada d/f(a)(0) conj > 1 es una suma de productos con un factor 0, y ambos lados
valen f(a): cualquier 8 sirve. Sea h # 0.

2. El segmento S := [a,a + h] (C3-011.D1) es la imagen de [0, 1], compacto (C3-010.E1), por t ~
a + th, que es continua (C3-012.T2). Por C3-014.T1, S es compacto, y S € U por hipétesis.

3. Por el margen alrededor de un compacto (C3-014.T3 (b)) hay r > 0 con B(x,r) < U para todo
x €S.

4. SeaJ := (—r/|h|,1+r/|h]).Sit € [0,1],a+the S c U.Sit<0,|a+th—a|=|t||h| <r,asi
quea+th€B(a,r)cU.Sit>1,|la+th—(a+h)|=({t—-1D|h|<rya+th€B(a+hr)cU
(C3-001.T2).

5. Por C3-019.T1, ¢(t) := f(a+th) esdeclase C¥**en ]y ) (t) = d/f(a+th)(h) paraj < k+1;
en particular ¢ **D existe en J.

6. Por el residuo de Lagrange (C1-038.T2, con el polinomio de C1-038.D1) en el intervalo abierto J,

con centro 0, punto 1 yn = k, existe 8 entre 0 y 1 con

k .
Ny . o*+D(g
(p(1)=z<p _()1, ® ()1k+1_
j! (k + 1)!

J=0

7. Sustituyendo (1) = f(a + h), 9 (0) = d/f(a)(h) y o **D(8) = d¥*'f(a + 6h)(h) (paso 5)

se obtiene la formula. B
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Figura 15: El segmento [a, a + h] dentro de U y el margen r alrededor de él: 1a funcién t ~ f(a + th)

esta definida en un intervalo abierto J O [0, 1].

Corolario C3-019.C1 (orden 2, forma de Peano)

Sif € C*(U)ya € U, entonces

R(h) _
o0 [RZ

fla+h)=f(@+Vf(a)-h+3h-H(a)h+R(h)  con

Demostracion.

1. Sear > 0 con B(a,r) € U.Para |h| < r,[a,a+ h] € B(a,r) c U, porque la bola es convexa
(C3-011.T2).

2. Por C3-019.T2 con k = 1y C3-019.D1, hay 8 = 6(h) € (0,1) con f(a + h) = f(a) +Vf(a) - h +
~h-He(a+ Oh)h. Asi

1
R(h) = - h- (Hp(a +6h) — He(a))h.
3. Por Cauchy-Schwarz (C3-001.T3) y C3-012.T3,
1 1
IR(W| < 5 |kl [(Hf(a + 6h) — Hp(a)h| < 3 ||Hp(a + 6h) = He (@), 111

4. Las entradas de Hy son continuas (f € C2(U)), asi que x - ||Hf (x) — Hr(a)||F es continua en a
y vale 0 ahi (C3-012.T2). Dado € > 0 hay § > 0 con ||[Hf(x) — He(a)||r < 2esi|x —a| < 4.

5. Si0 < |h| < min(r,§), entonces |a + Oh — a| = 8|h| < &,y por el paso 3, |R(h)|/|h|? < e. Asi
R(h)/|h|* - 0(C3-012.D2). W
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Ejemplo C3-019.E1
El polinomio de Taylor de orden 2 de e* seny en (0,0) es y + xy.

1.

Por C2-012.T1y C2-014.T6 (en una variable, C3-015.T1): 0, f = e*seny, d,f = e* cosy,
0,0.f = e*seny, 0;0,f = 0,0,f = e*cosy, 0,0,f = —e*seny.
En (0,0),cone® = 1,sen0 = 0, cos 0 = 1 (C2-012.T4, C2-014.T4): f = 0,Vf = (0,1 y

L (01
7=\1 o)

3. f(0) + VF(0) - (6, 3) + 5(x,¥) - Hr(0)(x,y) =y + 5(2xy) = y + xy.

4.

La cota del gancho. Cada parcial de tercer orden es +e* seny o te* cosy, de valor ab-
soluto < e* (C2-014.T5). En el segmento de 0 ah = (0.1,0.2), x < 0.1y e* < %1

(C2-012.T1). Como d3f(x)(h) suma los 8 términos 0;,0;,0;, f hi hi, h;,, suvalor absoluto
es < e%1(Jhy| + |hy|)3, y por C3-019.T2 con k = 2, |[f(h) — (y + xy)| < €%1(0.3)3/6 ~

0.004973.

Por qué cada hipotesis

_________________________________________________________________________

______

EnU = R?\ {(t,0) : t < 0}, con f = arg (diferenciable en U con |Varg(c)| = 1/|c|, C3-016.E2),

Vf(c) - h para un c del segmento, y en todo punto c con |c| = 1, |Varg(c) - h| < 2. El segmento

v a=((=1,1)yh=(0,-2):f(a+h)— f(a) = —=3n/2.Con k = 0, la formula diria que eso es |

cruza la semirrecta quitada: no esta en U.

A f de clase C*+1

donde existe, y en el punto medio (0, 0) ni siquiera existe.

E fl(x,y) = |x|,k=0,a =(—1,0),h = (2,0): f(a+ h) — f(a) = 0, perod'f(a + Oh)(h) = +2

______

Ejercicios

1. Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 de f(x,y) = cos(x + 2y) en (0, 0).

2. Escribe f(x,y) = x? + xy + 3 en potencias de (x — 1) y (y — 1) usando C3-019.T2.
3. Demuestra quessi f € C2(R™),Vf(a) =0 y Hg(a) = 0, entonces f(a + h) — f(a) = o(|h|?).



Céalculo en varias variables I 128

4. Acota el error de aproximar €% sen 0.2 con el polinomio de orden 1.

5. ¢Por qué C3-019.T2 pide [a,a + h] c Uynosoloa,a + h € U?

Respuestas
1 2 1
1. f(0) =1,Vf(0) =0,Hf(0) = — (2 4>: 1--(x+ 2y)2.

2. Vf(1,1) = 3,1), Hy = (i 3) ABf=05+3x-D+@y-D+E-1D?+x-Dy-1),
exacto.

3. Es C3-019.C1 con los dos primeros términos nulos.

4. Orden 1: y = 0.2. Por C3-019.T2 con k = 1, |error| < €%1(0.3)?/2 =~ 0.0497; el error real es
[0.2 —0.219564| = 0.0196.

5. Porque la prueba usa ¢(t) = f(a + th) paratodo t € [0, 1] (ver el contraejemplo con arg).



C3-020 - Norma de operador e inversas

Motivacion

La calibracion de la cAmara del dron

La camara de un dron se corrige con una matriz de calibraciéon I +E, donde E es un error pequefio

0.1 02
E= :
( 0 —0.1)

Para deshacer la correccién hace falta (I + E)~1. ;Existe siempre que E sea «pequefio»? ;Qué

de fabrica,

quiere decir pequefio? Y ;se puede calcular solo sumando y multiplicando?
Como1/(1+x)=1-—x+x?—-para|x| < 1,unoespera(l + E)™' =1 —E + E? — ---. Aqui
IE]] = 0.2414, y con solo tres términos, I — E + E? difiere de la inversa exacta en menos de
0.0021 por entrada. La medida correcta de «pequefio» es la norma de operador.

Doénde falla la analogia: una camara real tiene distorsiones no lineales; aqui la calibracion es

exactamente una matriz.

Definiciones

Definicion C3-020.D1 (norma de operador)

Para A m X n: ||A]| := sup{|Ax]| : x € R™, |x| < 1} (existe: el conjunto estd acotado por ||A||r,
C3-012.T3).

El conjunto es no vacio (x = 0) y, por C3-012.T3, |[Ax| < ||A||r|x| < ||A]||f; por el axioma Sy C1-006.D1,

el supremo existe. Geométricamente, ||4|| es lo mas que A estira un vector unitario.
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Figura 16: La circunferencia unitaria (punteada) y su imagen por 4, una elipse; [|A4]|| es la longitud de

Su semieje mayor.

Resultados

Teorema C3-020.T1 (propiedades)

|l - || es una norma en el espacio de las matrices m X n; |Ax| < ||A|||x| para todo x; |a;;| < [|A]| <
1Az IABI < [|ANIBI (B n X p); ||I,]] = 1. Por C3-014.T5, una sucesién de matrices converge

en | - || & converge entrada por entrada, y una funcién x ~ A(x) con valores matrices es
continuaen || - || & lo son sus entradas.
Demostracién.

1. |Ax| < ||A|||x|-Six = 0es0 < 0.Six # 0,x/|x| es unitario (C3-001.T2), asi que |A(x/|x])| < ||A]|
(C1-006.D1), y por la linealidad |Ax]| = |x| [A(x/]|xD| < ||A]l]x].

2. Norma: positividad. ||A|| = |A0| = 0.Si ||A]| = 0, por el paso 1, Ax = 0 para todo x; en particular
la columna j, que es Ae; (C3-007.T3),es 0: A = 0.

3. Homogeneidad. Si ¢ = 0 es claro. Si c # 0, {|cAx|} = |c|{|Ax|} y sup(|c|S) = |c|supS (C1-
006.T4).

4. Tridngulo. Para |x| < 1, |(A + B)x| < |Ax| + |Bx| < ||A]|| + [|B]| (C3-001.T4); ||A|| + ||B]| es una
cota superior, y ||A + B|| < ||4]| + [|B]] (C1-006.D1). Asi || - || es una norma (C3-007.D2).

5. Entradas. a;j = e; - Aej, asi que |a;j| < |Aej| < ||A|| (C3-001.TZ, |e;j| = 1). Frobenius. ||Al|r es
cota superior del conjunto (C3-012.T3), luego ||A]|| < ||All¢-

6. Producto. Para |x| < 1, por AL.1y el paso 1, |(AB)x| = |A(Bx)| < ||Al||Bx| < ||AlllIB]l; asi
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IAB]| < ||AIl|IB].

7. Identidad. |I,x| = |x| < 1 para |x| < 1, conigualdad en eq: ||| = 1.

8. Convergencia y continuidad. Las matrices m X n son R™" (C3-007.D4) y || - || es una norma ahf;
por C3-014.T5 es equivalente a la euclidiana de R™", con las mismas sucesiones convergentes
y las mismas funciones continuas, y en la euclidiana eso es entrada por entrada (C3-009.T1, C3-
012.T1). 1

Teorema C3-020.T3 (serie de Neumann)

Si Eesn Xncon ||E|| < 1,laserie Z;;O(—E)k converge (E° := I,), I, + E es invertible con
(I +E) = %o E)X,y | + E) 7| < 1/(1 = |IE]D).

Idea de la demostracion
Es la serie geométrica 1/(1 + x) = 1 — x + x? — --- con matrices. Converge por comparacién
con Y ||E||* (el espacio de matrices es completo con cualquier norma), y la suma telescépica

muestra que su limite es la inversa.

Demostracion.

1. Por C3-020.T1, || — E|| = ||E|, .|l = 1y IAB|l < |lA|l||B]|. Por induccién (C1-005.T1),
I(=EY* M = I(=E)*(=E)Il < EII*IIE||, asi que [|(—=E)*|| < ||E||* para todo k > 0.

2. ComoO < ||E|| < 1%, |IE||* convergea1/(1—||E||) (C2-024.T3),y por comparacién,, |[(—E)¥||
converge (C2-025.T1).

3. Por(C3-014.T6 (b) en el espacio de las matrices nXn con lanorma de operador, las sumas parciales

l
5= ) (=B
k=0

convergenaun S, con ||S|| < X, I(=E)¥|| < X, IIENI* = 1/(1 — ||E]]) (C1-013.T3, comparando
las sumas parciales).

4. Suma telescépica. Por la distributividad (AL.1),

l l
(U +E)Si = ) (—EY = ) (—E)¥¥1 = Iy = (=E)'*,

y del mismo modo S;(I, + E) = I,, — (—E)"**! (como en C1-005.T8).
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5. Por el tridngulo de la normay ||AB|| < ||A|llIB]l,
Un + E)S = Il < Uy + EX(S = SO + | + E)Sy — Inll < 1l + ENIIS = Sull + IEN™

6. Cuando [ — oo, ||S — S;]| = 0 (paso 3) y ||E||'*** — 0 (C1-014.T3). El lado izquierdo no depende
delyes>0,asiqueesO0 (C1-013.T3): (I, + E)S = I,, (C3-007.D2). Igual, S(I, + E) = I,.
7. Por C3-007.D5, I,, + E es invertible, y por la unicidad de la inversa (C3-007.T4), (I, + E)"! = S;

la cota es la del paso 3.l

A Sin determinantes

Ni esta prueba ni la siguiente usan determinantes ni «inyectiva = invertible». Solo usan la norma,

la completitud (C3-014.T6) y la serie geométrica. Por eso la cadena funcidén inversa — implicita

— Lagrange no depende del determinante (AL.4).

Teorema C3-020.T2 (las invertibles forman un abierto; la inversion es continua)

Sean A n X ninvertible, & := 1/||A™Y||y Bnxncon g := ||B — A|| < a. Entonces B es invertible,
B~ <1/(@a—=PB)y|IB~t =AY < |IB7Y|||A~1||B. En consecuencia el conjunto de matrices

invertibles es abierto (en ]R{nz) y A~ A~ es continua en él.

Idea de la demostracion

B = A(l, + E) con E := A"Y(B — A) pequefio; la serie de Neumann invierte I, + E.

Demostracién.
1. A1 # 0 (porque AA™! = I, # 0), asi que @ > 0 esté bien definido. Sea E := A~1(B — A). Por
AL.1,
A(l,+E)=A+AA™Y(B—A)=A+ (B—A) =B.

2. IIE] < A 1B = All = B/a < 1 (C3-020.T1).
3. Por la serie de Neumann (C3-020.T3), I,, + E es invertible con ||(I,, + E)™|| < 1/(1 — B/a).
4. B = A(I, +E) es producto de invertibles, luego invertible, con B~1 = (I, + E)"14~! (C3-007.T4),
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A1 1 a 1
e g =

1-B/a a a—f a—-p

5. Por AL1, B"Y(A — B)A™ = B7'AA™' — B 'BA™* = B — A% asique [B~! — A7} <

IB=HI B 1lA7H]] (C3-020.T1).

6. Abierto. Por C3-014.T5 hay ¢ > 0 con c|X| < ||X|| para toda matriz X, y también || X]|| < C|X]|,

donde | - | es la euclidiana de R™. Si |B — A| < a/C, entonces ||B — A|| < ay B es invertible: la
bola euclidiana B(4, a/C) estd formada por invertibles (C3-008.D1).

7. Continuidad. Si B < a/2, el paso 4 da ||[B71|| < 2/a,yel paso 5, ||[B~! — A71|| < 28/a?. Dado

£>0,si||B — Al < min(a/2,ca?/2), entonces ||[B™1 — A™Y|| < &. Asi X » X~ es continua en A
con la norma de operador, y por C3-020.T1, también entrada por entrada (C3-012.D2). ®

Ejemplo C3-020.E1

Para la rotacion Ry :=
senf cos@

max |d;|; |[Inll = 1 <vVn = Il sin = 2.

cosf@ —senéb
, IRg|l = 1; para una diagonal, || diag(dy, ..., d,)|| =

1. Rotacién. |Rgx|? = (x; cos @ — x, sen0)? + (x; sen 6 + x, cos 0)? = x? + x3, porque los
términos cruzados se cancelany cos? + sen? = 1 (C2-014.T5). Asf |[Rgx| = |x|, el supremo
sobre |x| £ 1 es 1, alcanzado en e;.

2. Diagonal. Sea M := max |d;| (C1-005.T13). |Dx|? = ¥, d?x? < M?|x|?, asi que |D|| < M;
si|d;,| = M, |De;,| = M, asique ||[D|| = M.

3. Identidad. ||I,|| = 1 (€C3-020.TV) y ||l =VI+ -+ 1=yn>1sin =2

Por qué cada hipotesis

A |E| < 1 enlaserie de Neumann

ConE = —I,, ||E|| = 1,1, + E = 0 no es invertible y Y. (—E)* = ¥ I,, diverge.
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A La norma de operador, no las entradas

0.6

0.6 0.6\ . i
E = 06 tiene entradas menores que 1, pero conu = (1,1)/V2, Eu = 1.2u: ||E|| = 1.2,
y E¥ = 1.2¥=1F hace que }.(—E)* diverja. La hipétesis es sobre ||E]|. E

_______________________________________________________________________________

'E = (0 0) tiene ||E|| = 3,y sin embargo I + E es invertible: como E2 =0, (I + E)(I —E) =1.
. La serie de Neumann no dice nada aqui; no es la iinica manera de invertir. :

Ejercicios

1. Calcula ||A|| para A 50 a=(t 1
. LalCula ara = ara = .
P 0o —5)7F 0 0

2. Con E del gancho, calculal — E + E% y comparala con (I + E)™1.

3. Demuestra que si ||A]| < 1, entonces |Ax| < |x| para todo x # 0.

4. Sea A invertible con ||A™1|| = 2. ;Qué tan lejos de A puede estar B para garantizar que es inverti-
ble?

5. Demuestra que ||4|| = sup{]4x]|/|x] : x # 0}.

Respuestas

1. 5 (diagonal, C3-020.E1). Para la segunda, |Ax| = |x; + x,| < V2|x|, con igualdad en (1,1)/+/2:
V2.

091 —0.2 1/11 —-02/0.99\ _
2.1-E+E*= ;(I+E) 1= : diferencias < 0.0021.
0 1.11 0 1/0.9

3. |Ax| < ||A|l]x] < |x]|.
4. Basta ||B — 4| < 1/2 (C3-020.T2).
5. Parax # 0, |Ax|/|x| = |A(x/|x])| < ||A||; y para 0 < |x| < 1, |Ax| < |Ax|/|x|, asi que los dos

supremos coinciden (para x = 0, |Ax| = 0).



C3-021 - Formas cuadraticas

Motivacion

La temperatura de una placa

Un sensor reporta que, cerca del centro de una placa metalica, la temperaturaes T ~ 20 + h? +
4hk + k? grados, donde (h, k) es el desplazamiento en centimetros. Todos los coeficientes son
positivos: parece que el centro es el punto mas frio de la zona.

No lo es. En (1,—1) el término extravale 1 —4 + 1 = —2,yen (0.1, —0.1) vale —0.02: sobre la
diagonal k = —h la temperatura baja. Lo que decide no es el signo de los coeficientes, sino la
forma enterah » h - Ah.

Dénde falla la analogia: una temperatura real no es exactamente cuadratica. Que los términos
de orden mayor no cambien la conclusién cuando la forma es definida es el criterio del hessiano
(C3-028.T3).

Definiciones

Definicion C3-021.D1 (forma cuadratica)

Para A simétricanxXn, Q4 (h) := h-Ah = Zi'j a;jhih;. Q4 es definida positiva si Q4 (h) > 0 para
todo h # 0; definida negativa si Q4(h) < 0 para todo h # 0; semidefinida positiva (negativa)

si Q4 = 0 (< 0); indefinida si toma valores positivos y negativos.

Laigualdad h - Ah = Zi,j a;jhih; esla definicion de Ah (C3-007.D4) y del producto punto (C3-001.D2).

Dos hechos se usan todo el tiempo:

- Q4 esun polinomio en hy, ..., h,,, luego continua en R™ (C3-012.T2).
- Q4(ch) = c?Q4(h) parac € R: (ch) - A(ch) = (ch) - (cAh) = c?* h- Ah (C3-007.T3, C3-001.T2).

Ademas Q_, = —Qy, asi que todo lo que se diga de «definida positiva» vale para «definida negativa»
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cambiando A por —A.

3h?% 4+ 2hk + k? (definida) h? 4 4hk + k? (indefinida)

AN R
. 1 \
/ 1
.l 1
PR 1
—-_— 1
o
- ./
------ - ‘e
& “.
".’ ———————
/’.
r .
] ==
1 ‘.,
1 /".‘
| !
\ I
\ \ I
1 1

Figura 17: Niveles Q = +1, +3 (continuos los positivos, discontinuos los negativos). Izquierda: forma

definida, elipses. Derecha: forma indefinida, hipérbolas; en la diagonal punteada k = —h la forma es
negativa.

Resultados

Teorema C3-021.T1 (cota cuadratica)

Q4 es definida positiva < existe m > 0 con Q4(h) = m|h|? para todo h; se puede tomar m :=

min de Q4 en la esfera unitaria. Analogo para definida negativa con Q4(h) < —m|h|?.

Idea de la demostracion

Por la homogeneidad, Q4(h)/|h|?> = Q4(h/|h]): todo se decide en la esfera unitaria, que es com-

pacta. Ahi Q4 alcanza un minimo, y ese minimo es positivo.

Demostracién. Sea S := {u : |u| = 1}.

1. (<) Si Q4(h) = m|h|? conm > 0y h # 0, entonces |h|? > 0 (C3-001.T2, C1-003.T5) y Q4(h) =
m|h|? > 0 (C1-003.T4).

2. (=) S es compacta (C3-010.E1) y no vacia (e; € S). Q4 es continua (C3-012.T2).



Céalculo en varias variables I 137

3. Por Weierstrass (C3-014.C1) existe uy, € S con Q4(uy) < Qu(u) paratodou € S.Seam :=

Qa(uo)-
4. uy # 0,asi que m = Q4(uy) > 0 (Q_A definida positiva).
5. Sih#0,u:=h/|h| € S (C3-001.T2) y, por la homogeneidad con ¢ = |h|,

Qa(h) = Qa(Jh|u) = |h|?Qa(u) = m|R|?

(C1-003.T4).

6. Sih =0,Q4(0) =0 =m|0|?.

7. El caso definida negativa es el anterior aplicado a —A4, que es simétrica (AL.1) y cumple Q_4
—Qa- 0

_______________________________________________________________________________

«Q > 0 fuera del origen» no da por si solo una cota m|h|? en un dominio cualquiera: x - x?
es positiva en (0, 1] y su infimo ahi es 0. Lo que salva a Q4 es que el cociente Q,(h)/|h|? solo

depende de h/|h|, que vive en un compacto.

Teorema C3-021.T2 (estabilidad)

Si Q4(h) = m|h|? paratodo hy B es simétrica con ||B — A|| < m, entonces Qg(h) = (m — ||B —
A|D|h|?, y Qg es definida positiva.

Demostracién. Sea 8 := ||B — A||.

1. Bh = Ah+ (B — A)h (AL.1),asique Qg(h) = Q4(h) + h- (B — A)h (C3-001.T2).
2. Por Cauchy-Schwarz (C3-001.T3) y la norma de operador (C3-020.T1),

|h- (B — A)h| < |h||(B — A)h| < Blh]*.

3. Como —|t| < t para todo real t (C1-004.T3), h - (B — A)h = —B|h|?.
4. Sumando con la hipétesis (C1-003.T9):

Qz(h) = m|h|?> — B|h|* = (m — B)|h|.

5. Comom — 8 > 0, el Teorema C3-021.T1 (<) dice que Qp es definida positiva. B
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Esta es la pieza que el criterio del hessiano necesita: si Hy(a) es definida positivay H(x) esta cerca de

Hf(a), también Hf (x) lo es, con una cota uniforme.

Teorema C3-021.T3 (caso 2 X 2)

Para Q(h, k) = ah? + 2bhk + ck?: Q es definida positiva < a > 0y ac — b? > 0; definida

negativa & a < 0y ac — b? > 0; indefinida si ac — b? < 0.

a b
EslaformaQ, de A = ( )
b c

Idea de la demostracion
Multiplicar por a y completar el cuadrado: aQ = (ah + bk)? + (ac — b?)k?. Para los reciprocos,
dos testigos: Q(1,0) = ay Q(—b,a) = a(ac — b?).

Demostracion.

1. Desarrollando (K1-K9, C1-005.T12), para todos h, k:
aQ(h, k) = a*h? + 2abhk + ack?® = (ah + bk)? + (ac — b*)k?.
2. También, sustituyendo:
Q(1,0) =aq, Q(—b,a) = ab? — 2ab? + ca? = a(ac — b?).

3. Definida positiva, <. Seana > 0,ac—b? > 0y (h, k) # 0.Sik # 0,elpaso 1daaQ = (ac—b?)k? >
0 (C1-003.T5, C1-003.T4).Si k = 0, entonces h # 0y Q = ah? > 0.En los dos casos aQ > 0 con
a > 0,luego Q > 0 (C1-003.T7, C1-003.T4).

4. Definida positiva, =. a = Q(1,0) > 0.Como a # 0, (—b,a) # 0y a(ac — b?) = Q(—b,a) > 0;
dividiendo entre a > 0, ac — b? > 0 (C1-003.T7, C1-003.T4).

5. Definida negativa. Q es definida negativa <& —Q = (—a)h? + 2(=b)hk + (—c)k? es definida
positiva & —a > 0y (—a)(—c) — (=b)? = ac — b? > 0 (pasos 3 y 4).

6. Indefinida, a # 0. Siac —b? < 0, por el paso 2,Q(1,0) = ay Q(—b,a) = a(ac — b?) son no nulos
y de signos opuestos (C1-003.T4).

7. Indefinida, a = 0. Entonces ac — b> = —b? < O obligaah # 0,y Q(h,1) = 2bh + c. Con
hy := (£1—c)/(2b) setiene Q(h4,1) = +1. 1
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A Lo que el criterio 2 X 2 no dice

Siac—b? = 0laformaes semidefiniday no definida (por ejemplo h?,0 h?+2hk+k? = (h+k)?), |

y el criterio del hessiano no decidira nada (C3-028.E1).

Criterios generales (con Algebra Lineal)

Paran > 3 el completar cuadrados se vuelve una eliminacién de Gauss. El curso no la necesita: el

criterio del hessiano (C3-028.T3) usa solo la cota m|h|?. Para calcular en ejemplos se citan dos hechos
de Algebra Lineal L.

Teorema C3-021.T4 (criterios generales)

Sea A simétrica. Q4 es definida positiva < todos los valores propios de A son positivos <
detA, > Oparak = 1,..,n (AL.6). Q4 es indefinida < A tiene valores propios de signos

opuestos.

Demostracién. Sean uy, ..., U, ¥ Ay, ..., A, los de AL.5 A Algebra Lineal.

1. SiAv = v con v # 0, entonces Q4 (v) = v - Av = A|v|? (C3-001.T2).

2. (=) Si Q4 es definida positiva y 1 es un valor propio con vector v # 0, el paso 1 da A|v|? > 0,
luego 4 > 0 (C1-003.T4).

3. (&) Los 4; son valores propios (u; # 0), luego positivos. Si x # 0, por AL.5 x = X, (x - u;)u;, asi

quealginx -u; #0,y
Qa0 = ) AiCx-up)? >0
i

(C1-005.T12, C1-003.T5, C1-003.T4).
4. La equivalencia con los menores det A4; es AL.6 A Algebra Lineal.
5. Indefinida, <. Si Av = Av, Aw = uwconv,w # 0y 1> 0>y, elpasoldaQy(v) > 0> Qaw).
6. Indefinida, =. Si Q4(x) > 0, en Q,(x) = X; 4;(x - u;)? alglin A; es positivo (si todos fueran < 0 la
suma seria < 0). Igual, si Q4(y) < 0,algin 4; < 0. W
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Ejemplo C3-021.E1
h? +4hk + k? esindefinida:a = c = 1,b = 2yac—b? = 1—4 = —3 < 0(C3-021.T3). Testigos:
Q(1,0)=1yQ(1,-1) = -2

2 -1 0
La matriz | —1 2 —1 | es definida positiva: sus menores principales valen det4; = 2,
0o -1 2

detA, = 4 — 1 = 3y, por cofactores (AL.4), detA; = 2 -3 — (—1)(—2) = 4; los tres son
positivos (C3-021.T4).

Por qué cada hipotesis

A Que A sea simétrica

A+AT
2

1 4
La clasificacién solo ve la parte simétrica: h- Ah = h - h (AL.1). Por eso (0 1) dala misma

1
forma h? + 4hk + k? que <2 1); el criterio 2 X 2 se aplica a la simétrica, con b = 2, no a las

entradas 4 y 0.

AEn C3-021.T2,|B—4|<m

ConA =1, (m = 1)y B = diag(1,1 — p): ||[B — 4| = f (C3-020.E1). Para § < 1 la forma
Qg = h? + (1 — B)k? sigue definida; con 8 = 1 es h?, que yano lo es.

A En C3-021.T3, el signo de a

ac — b? > 0 solo no basta: —h? — k? tiene ac — b?> = 1 > 0 y es definida negativa.

Ejercicios

1. Clasifica 3h? + 2hk + k?, hk y h? — 6hk + 9k2.

2. Demuestra que si Q4 es definida positiva, todas las entradas diagonales a;; son positivas. ;Vale el

reciproco?
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3. Sea A simétrica con Q4 (h) = m|h|?. Demuestra que |Ah| > m|h| para todo h.
4. Encuentra el mayor f§ tal que toda B simétrica con ||B — I,|| < B da una forma definida positiva.

5. Demuestra que si Q4 es definida negativa, max,|=1 @4(u) < 0,y que Ah = 0 implica h = 0.

Respuestas

1. 3h? + 2hk + k*:a = 3 > 0,ac — b? = 3 — 1 = 2 > 0, definida positiva. hkk:a = 0, b = 1/2,
ac—b? = —1/4 < 0, indefinida. h? — 6hk + 9k? = (h—3k)?: ac — b? = 0, semidefinida positiva
y no definida (vale 0 en (3, 1)).

2. a;; = Q4(e;) > 0.No: h? + 4hk + k? tiene diagonal 1, 1 y es indefinida.

3. Por Cauchy-Schwarz, m|h|? < h - Ah < |h||Ah|; si h # O se divide entre |h|.

4. B = 1:si||B — ]| < 1,C3-021.T2 con m = 1 (min de |h|? en la esfera); el ejemplo diag(1, 0)
muestra que § = 1 ya falla.

5. Aplica C3-021.T1 a —A: Q4(u) < —m < O en la esfera. Si Ah = 0, Q4(h) = h-0 = 0,y como
Q4(h) < Oparah # 0,debe ser h = 0.



C3-022 - La diferencial y la matriz

jacobiana

Motivacion

El radar de un dron

El radar de un dron reporta distancia r y angulo 6, y el programa convierte a (x,y) = P(r, 8).
Enr = 2m,6 = m/6,si raumenta 1 cm y 6 aumenta 0.01 rad, el punto se mueve
(—0.00148,0.02236): unos 0.0224 m, no 0.02. La matriz

cosf —rsen 9)

senf rcosf

JP(2,/6) =(

aplicadaa (0.01,0.01) da (—0.00134, 0.02232), casi lo mismo. La diferencial de una funcién con
varias componentes es esa matriz.
Doénde falla la analogia: la aproximacidn solo es buena para cambios pequefios, y un radar real

mide con ruido.

Parte 1 - La diferencial es una matriz

142
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Definicion C3-022.D1 (diferenciable)

Sean U c R™abierto, f : U > R™ya € U. f es diferenciable en a si existe una matriz A (m xn)
con

l |f(a+h) —f(a) —Ah| _
m =
h—0 |h|

0.

Tal A es Unica: cada f; cumple C3-016.D1 con v el renglon i de A (|f;(a + h) — f;(a) — (Ah);| <
|f (a+h)—f(a)—Ah]), asi que ese renglon es Vf;(a) (C3-016.T1). Df (a) := A es la diferencial
(lalineal h » Ah). Conm = 1es C3-016.D1 (Df(a) es el rengléon Vf(a)); conn = 1,Df (a) esla
columna y’(a) de C3-002.D3.

Teorema C3-022.T1 (componentes y jacobiana)

f es diferenciable en a < cada f; lo es; entonces Df(a) es Unica y es la matriz jacobiana
Jf(a) = (9;fi(a)), y Df(a)v = (Dyfi(a), ..., Dyfm(a)). Diferenciable en a = continua en a.

x = Bx + c tiene diferencial B en todo punto.

Idea de la demostracion

La norma de un vector controla cada componente, y las componentes controlan la norma.

Demostracién. Parah # 0 con a + h € U y una matriz 4, sea q4(h) := (f(a + h) — f(a) — Ah)/|h|.

1. (=) Si A cumple C3-022.D1 y r; es su renglén i, entonces (Ah); = r; - h (C3-007.D4) y

A h) —fi(a)—r;-h
fiCa+ ) Il{I(a) M | ai] < laah)

(C3-001.T2). El lado derecho tiende a 0, asi que f; es diferenciable en a con vector r; (C3-016.D1).

2. Por C3-016.T1,r; = Vf;(a) = (0+fi(a), ..., 0nfi(a)). Asi A = Jf(a): 1a matriz estd determinada.

3. (&) Si cada f; es diferenciable en a, sea A := Jf(a), de renglones Vf;(a). La componente i de
q4(h) tiende a 0 (C3-016.D1, C3-016.T1).

4. Por componentes, q4(h) = 0 (C3-012.T1), y por la continuidad de la norma |gq4(h)| — 0 (C3-
012.T2): f es diferenciable en a con Df (a) = Jf (a).

5. La componente i de Df(a)v es Vf;(a) - v = D, f;(a) (C3-016.T1).

6. Sif esdiferenciable en a, cada f; lo es (paso 1), luego es continuaen a (C3-016.T2),y f es continua
ena (C3-012.T1).
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7. Paraf(x) =Bx+c:f(a+h)—f(a)—Bh =B(a+h)—Ba—Bh = 0(C3-007.T3),asi que gz =0
yDf(a) =B.1

Definicion C3-022.D2 (clase C1)

f:U - R™esdeclase C! en U si todas las d; f; existen y son continuas en U (C3-018.D1).

Teorema C3-022.T2 (C! < Df continua)

Si f es de clase C! en U, es diferenciable en U y ||[Df(x) — Df(a)|| < I/f(x) = Jf(a)|lr = O
cuando x — a. Reciprocamente, si f es diferenciable en Uy x = Df(x) es continua (en || - ||), f

es de clase C1.

Demostracién. Sea a € U.

1. Si f es C!, cada f; € C(U) (C3-022.D2, C3-017.D1), asi que cada f; es diferenciable en U (C3-
017.C2) y f también, con Df (x) = Jf(x) (C3-022.T1).

2. Por C3-020.T1, [|[Df (x) = Df ()|l = IV f (x) =Jf (@)l

3. |Jf(x) —Jf(a)llr es lanorma euclidiana, en R™", del vector de diferencias 9; f; (x) — 9;f;(a) (C3-
012.T3). Cada entrada es continua en a y vale 0 en x = a; por C3-012.T2 y C3-012.T1, ||Jf (x) —
Jf(@llr = 0.

4. Reciprocamente, si f es diferenciable en U, las parciales existen y Df (x) = Jf(x) (C3-022.T1).
Por C3-020.T1,

10jfi(x) = 0ifi(@)| < IDf(x) = Df ()| = 0 (x = a).

5. Cada 0;f; es continua en cada a € U: f es de clase C! (C3-022.D2). W

Definicion C3-022.D3 (jacobiano)

Sim = n, det/f(a) (AL.4) es el jacobiano de f en a. Por AL.4, Df(a) es invertible <
det/f(a) # O; es solo una lectura: ningin teorema del curso sobre la funcién inversa, la im-

plicita o Lagrange la usa.
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Ejemplo C3-022.E1 (polares y esféricas)
cosf -—rsenf

Para las polares, JP(r,0) =
senf rcosH

> y det/JP = r; para las esféricas, detJE =
p?sen @.

1. P(r,8) = (rcos8,rsenf) (C3-013.D1). Derivando en cada variable con la otra fija (C3-
015.T1, C2-014.T6): 0,,P = (cos,sen ), dgP = (—rsen b, r cos ). Son las columnas de
JP (C3-022.T1).

2. detJP =1 cos? 0 + rsen? § = r (AL.4, C2-014.T5).

3. Para E(p,p,0) = (psen ¢ cos b, psen @ sen b, p cos @), las columnas son

sen ¢ cos 0 p cos @ cos O —p sen ¢ sen O
0,E =| senpsenf |, Jd,E =|pcospsend |, 0JgE =| psen¢cosh
cos @ —p sen @ 0

4. Desarrollando por el tercer renglén (AL.4), con los dos menores simplificados por
sen? + cos? = 1 (C2-014.T5):

detJE = cos¢ - p?cospsenp + pseng - psen? ¢

= p?sen ¢ (cos? ¢ + sen? ) = p?sen @.

En Célculo IV estos jacobianos seran el factor del cambio de variables en integrales dobles y triples.

Parte 2 - Dos herramientas para la funcion inversa

La app de mapas

Una app de mapas deforma la ciudad al dibujarla y garantiza que, en ningin punto, estira mas
de 1.2 veces. Dos esquinas a 500 m no pueden quedar a mas de 600 m en la pantalla, si la calle
recta entre ellas estd en la zona dibujada. Si la zona tiene un corte, la garantia local no basta.
Dénde falla la analogia: una app real dibuja con pixeles y no corta el plano; el corte del ejemplo

de abajo es una costura que se pone a proposito.
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Teorema C3-022.T3 (desigualdad del valor medio)

Sean U < R" abierto, f : U —» R™ diferenciable en U, a,b € U con [a,b] € Uy M = 0 con
[IDf(x)|| < M paratodo x € [a, b]. Entonces |f(b) — f(a)| < M|b — a].

Idea de la demostracion
Para una funcidn real si hay TVM con igualdad. Se proyecta f sobre la direccion u := f(b) — f(a)

y se acota con Cauchy-Schwarz.

Demostracion. Seau := f(b) — f(a). Siu = 0 no hay nada que probar; supongamos u # 0.

1. @(x) :=u-f(x) = X; u;fi(x) es diferenciable en U: cada f; lo es (C3-022.T1) y las combinaciones

lineales de diferenciables lo son (C3-016.T3), con
Vo) -h= ) wVfi(x) - h=u-Df()h
i

(C3-022.T1, AL.1).
2. Por el TVM en varias variables (C3-017.T1), como [a, b] € U, existe c € [a, b] con ¢(b) — p(a) =
Vo(c) - (b —a).
3. Ellado izquierdo esu - (f(b) — f(a)) = u-u = |u|? (C3-001.T2).
4. Ellado derecho se acota con Cauchy-Schwarz (C3-001.T3), la norma de operador (C3-020.T1) y
la hipétesis (c € [a, b]):
u-Df(c)(b—a) < |ul[Df(c)(b—a)l
< [ulllIDf(ll b — al
<|u|M|b-al

5. Asi |u|? < |u|M|b — a|, y dividiendo entre |u| > 0 (C1-003.T7, C1-003.T4), |u| < M|b — a|. B

Conn = 1 es la desigualdad del valor medio para curvas (C3-003.C1).



Céalculo en varias variables I 147

U: el plano sin
la semirrecta

arg &2

arg & — T

Figura 18: El plano sin la semirrecta negativa: dos puntos cercanos a ambos lados del corte tienen
argumentos que difieren casi 27, aunque |V arg | < 1 fuera del disco unitario. El segmento que los une

no esta en el dominio.

Teorema C3-022.T4 (la inversién de matrices es C*)

Sean§ C R™ el abierto de las matrices nXn invertibles (C3-020.T2)et: G — R, (M) := M1,
Entonces ( es diferenciable en cada M € G con Di(M)H = —M~*HM™1 para toda H n X n; sus
parciales son d¢;;/0my (M) = —t;, (M) (M), y t € C*(G, ]R"Z).

Idea de la demostracion
Es la versién matricial de (1/m)’ = —1/m?>: (M + H)™* =M™ = —(M + H)"*HM™%, y el
error se controla con la continuidad de la inversidon. Las parciales son productos de entradas de

t: induccién. No hay determinantes.

Demostracién. Las matrices n X n son R"* (C3-007.D4) con la norma euclidiana | X| = ||X||r.SeaM € G.

1. L(H) := —M~*HM™ eslineal en H (AL.1), luego es una matriz n? x n? (C3-007.T3).
2. Como G es abierto,hayr > 0 con M + H € G si |H| < r (C3-020.T2, C3-008.D1). Para esas H
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10.

(AL.1, C3-007.T4):

M+H)T-MT=WM+H) I (M-M+H)M=—-M+H)HM™.

. El error es entonces

RMH):=M+H) ™ =M —L(H)= (M= M+ H))HM .

Por [|[AB]| < [|AIlIB]| (C3-020.T1): IRCEDI < 1M~ = (M + H) || [IH|| IM~H]).

. Paratoda X n x n, cada |x;;| < [|X|| (C3-020.T1), asi que |X|*> = ¥, ; x7; < n?||X||* (C1-005.T12)

y |X| < n||X||; ademas ||H|| < |H| (C3-020.T1).
Conlos pasos4y5,para0 < |H| <r:

IRCED| _ nlRUD|
|H| —  [H]

<nlMTHIIM™ = M + H)7H.

. Cuando H —» 0, (M + H)™! - M~ por la continuidad de la inversi6n (C3-020.T2), y el lado

derecho tiende a 0. Por C3-022.D1, ¢ es diferenciable en M con Di((M) = L.
Parciales. Con H = Ej; (un 1 en el lugar (k,1) y 0 en los demas), C3-022.T1 da dt/dm;,; (M) =
Du(M)Ey; = =M~ Ex;M~?, cuya entrada (i, j) es —t;,(M)y;;(M) (AL.1).

. CL. tes continua (€C3-020.T2); por el paso 8 sus parciales son productos de funciones continuas,

luego continuas (C3-012.T2): ¢ € C! (C3-022.D2).
Induccion. Sit € €7 (j = 1), cada entrada i, esta en C/(G), y por C3-018.T2 las parciales —t;y;
también. Todas las parciales de orden < j + 1 de ¢ son parciales de orden < j de esas funciones,

luego existen y son continuas: ¢ € ¢/** (€3-018.D1).

. Por induccién (C1-005.T1), ¢ € €/ para todo j, es decir,t € C*. W

0 0 1 -1 2 0
H= i —MTTHM ™! = y—M72H = .
10 -1 1 -1 0
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Por qué cada hipotesis

AEn C3-022.T3, [a,b] c U

SeaU := R?\{(t,0) : t < 0}y arglade C3-013.T1. Por C3-016.E2, arg es diferenciable en U con
Varg(x,y) = (=y,%)/(x* + y?), asf que ||D arg(p)|| = |[Varg(p)| = 1/|p| < 1si|p| = 1.Pero
a=(-1,0.01)yb = (—1,—-0.01) estan a distancia 0.02 y |arga — arg b| = 6.263: el segmento

[a, b] cruza el corte y no esta en U.

A No hay igualdad

Paray(t) = (cost,sent)en[0,2x]: ||Dy|| = |y'| = 1yy(2n) —y(0) = 0, pero 2wy’ (c) # 0 para

todo ¢ (C3-002.E2). La desigualdad no se puede mejorar a una igualdad con un c.

a

A La cota en todo el segmento

f(x) =x%en[0,3] cumple |[f'| < 2soloen[0,1],y |f(3) — f(0)| =9 >2-3.

Ejercicios

1. Calcula la jacobiana de f(x,y,z) = (xy, ysenz, e**?) ysuvaloren (1,2,0).

2. Demuestra que si U es convexo, f es diferenciable en U y ||Df|| < M en U, entonces f es lips-

chitziana en U con constante M.

3. Demuestra que si U es abierto y conexo, f : U — R™ es diferenciable y Df = 0Oen U, f es

constante.

4. Seatlainversion conn = 1. ;Qué dice C3-022.T4? Comparalo con C1-029.

5. Verifica con M = I, que Di(I,)H = —H, y deduce que (I, + H)™* = I, — H + R(H) con
|R(H)|/|H| = 0.
Respuestas
y x 0 2 10
1. Jf = 0 senz ycosz |;en(1,2,0):{0 0 2
ex+Z 0 ex+Z e 0 e

2. Parax,y € U, [x,y] € U (convexo) y C3-022.T3 da |f(x) — f(¥)| < M|x — y|.
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3. Cada f; tiene Vf; = 0 (renglon de Df), luego es constante (C3-017.C1).

4. 1((m) =1/menR\ {0}, Di(m)h = —m thm™! = —h/m?:es (1/m)’ = —1/m?.

5. Du(I,)H = —I,HI,, = —H; la definicién de diferenciable da (I, + H)™* — I, + H = R(H) con
|[R(H)|/|H| - 0. (La serie de Neumann, C3-020.T3, da ademas R(H) = Y., (—H)* si ||H|| < 1.)



C3-023 - Regla de la cadena

Motivacion

La placa leida en polares

En una placa la temperatura es T(x,y) = x2 — y2, y un programa guarda la posicién del sensor
en polares, (x,y) = P(r,0). En (,0) = (2,7/6), es decir en (v/3,1), ;a qué ritmo cambia la
temperatura si el sensor se aleja del centro sin girar?

El ritmo es VT'(v/3,1) - ,.P = (2V3,—-2) - (v/3/2,1/2) = 2. Lo mismo sale de escribir T o P =
12 cos 26 y derivar: 2r cos 20 = 2. Al girar, el ritmo es —4v/3 ~ —6.93. Los dos ritmos forman el
renglon VT - JP: la diferencial de la composicidn es el producto de las diferenciales.

Doénde falla la analogia: el programa podria guardar el mismo punto con 6 y 8 + 2m; la regla de

la cadena no lo ve, porque es local.

Resultados

Teorema C3-023.T1 (regla de la cadena)

Sean U € R"yV < R™ abiertos, f : U » R™ con f(U) c V diferenciableenay g : V - RP
diferenciable en f(a). Entonces g o f es diferenciableenay D(g o f)(a) = Dg(f(a))Df(a); en
entradas, 9;(gi ° f)(a) = X; 0:9x(f (@) 9;f;(a).

Idea de la demostracion
Cada funcidn es «lineal mas un error pequeio». Se sustituye una en la otra y se comprueba que
los dos errores, divididos entre |h], tienden a 0, sin dividir nunca entre |f(a + h) — f(a)|, que

puede valer O.

Demostracion. Sean b := f(a), A :=Df(a)y B := Dg(b). Como f(U) cV, g o f esta definida en U.

151
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. Parah # 0 cona+ h € UseaEr(h) := (f(a+h) — f(a) — Ah)/|h|,y Ef(0) := 0. Por C3-022.D1,

Ef(h) — 0 cuando h — 0, asi que Ef es continua en 0 (C3-012.D2).

. Igual, parak # Oconb + k € V sea E;(k) := (g(b + k) — g(b) — Bk)/|k|, E4(0) := 0; E; es

continua en 0.

. Por la definicion de Ef, para todo h con a + h € U (también h = 0):

f(a+h) - f(a) = Ah + |R|Ef(h).

Lo mismo para g: g(b + k) — g(b) = Bk + |k|Eg(k) sib + k € V.

. Seak(h):=f(a+h)—f(a);b+k(h) = f(a+h) € V.Porel tridngulo (C3-001.T4), |cx| = |c]||x]|

(C3-001.T2) y lanorma de operador (C3-020.T1):
k()| < |AR] + |RI|Ef ()] < (1Al + |Er (W] IRl

En particular k(h) = 0 cuando h — 0.

. Por el paso 3 aplicado a g con k = k(h), yluego a f (con B lineal, AL.1):

g(f(a+h)) —g() = Bk(h) + |k(h)|E4(k(h))
= BAh + |h| BE;(h) + |k(h)|Ey(k(h)).

. Para h # 0, por el tridngulo, C3-020.T1 y el paso 4:

lg(f(a+h)) —g(b) — BAh|
Al

< IBIEs (W) + (1Al + |Ef (W)]) |Eq (e (R)).

. Cuando h — 0: E¢(h) — 0 (paso 1); k(h) — 0 (paso 4) y E; es continua en 0 con E;(0) = 0, luego

E4(k(h)) — 0 (C3-012.T2). Por el algebra de limites (C3-012.T2), el lado derecho tiende a 0, y
con él el izquierdo, que es = 0 (C3-012.D2).

. Por C3-022.D1, g o f es diferenciable en a con D(g o f)(a) = BA. La entrada (k,j) de BA es

Zi bkiaij (ALl), con bki = algk(b) y aij = 6]fl(a) (C3-022T1) |

A La prueba «corta» que no sirve

g(f(a+ hl)i)ll— 9(f(@) _ g(f(at h|),lz|_ 9 (@) % falla cuando k = f(a + h) —

f(a) = 0 conh # 0, por ejemplo si f es constante en una direccion. Por eso se usa E; con
E4(0) := 0, como en la prueba de C1-030.T1.

Escribir
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Corolario C3-023.C1 (composicion de clase C¥)

Sif eCt(U,R™)ygeCKV,RP)(k=1)conf(U)cV,gof€CKU,RP).

Demostracién. Por induccién en k (C1-005.T1), para todos los f, g que cumplan las hipétesis.

1. fy g son diferenciables en U y V (C3-022.T2), asf que por C3-023.T1, para cada x € U,
0j(gi° (%) = Z (091 © £)(x) 0;fi (x).
i

2. k = 1. f es continua (C3-022.T1) y d;g; es continua, luego d;g; ° f es continua (C3-012.T2); 9; f;
es continua. Sumas y productos de continuas son continuos (C3-012.T2): las parciales de g o f
son continuasy g o f € C! (C3-022.D2).

3. Dek—1ak(k>2).Sif € Ckyg € C¥ entonces f € C¥"1yad,g, € C¥"1(V) (C3-018.D1). Por
la hipétesis de induccién, 9;g; o f € C*¥~1(U).

4. También 9;f; € C¥~1(U). Por C3-018.T2, la suma de productos del paso 1 estd en C¥~*(U).

5. Las parciales de orden < k de g; o f son parciales de orden < k — 1 de sus primeras parciales,

que existen y son continuas (paso 4): g o f € C* (C3-018.D1). H

Teorema C3-023.T2 (el gradiente es ortogonal a los niveles)

Sean U c R™ abierto, F : U — R diferenciable, J un intervalo abiertoy y : | - U derivable con

F(y(t)) = cparatodot € J. Entonces VF(y(t)) - y'(t) = 0.

Demostracion.

1. t » F(y(t)) esla constante c en J, asi que su derivada es 0 (C1-028.T2).
2. Por la cadena con una variable (C3-016.T4), esa derivada es VF (y(t)) - y'(t). B
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tangente

Figura 19: Niveles de F = x? — y2. En p = (2, 1), sobre el nivel 1, VF (p) es perpendicular a la recta

tangente.

Definicion C3-023.D1 (hiperplano tangente a un nivel)

SiF € CY(U),F(p) = cy VF(p) # 0, el hiperplano tangente a N.(F) enp es {x : VF(p) - (x —
p) = 0}.

Que todo vector ortogonal a VF (p) sealavelocidad de una curva en el nivel es mas dificil: pide la funciéon

implicita, y es C3-026.C2.

Ejemplo C3-023.E1
El plano tangente ax? + y?> + z2 =3en(1,1,1)esx + y + z = 3.Si f € C1(U), la gréfica de f
es el nivel 0 de F(x, z) := f(x) — z,y C3-023.D1 da el plano de C3-017.D2.

1. F(x,v,2z) = x?> + y? + z? es un polinomio, de clase C?, con VF = (2x,2y,2z) (C3-015.T1,
€3-016.T1); VF(1,1,1) = (2,2,2) # 0.

2. Elplanoes2(x —1)+2(y—1)+2(z—1) =0,esdecir x +y + z = 3.

3. Paraf € CY(U),F(x,z) := f(x)—zesdeclase C! en UXR (C3-016.T3) con VF (a, f (a)) =
(Vf(a),—1) % 0.

4. El hiperplano Vf(a) - (x —a) — (z — f(a)) = 0esz = f(a) + Vf(a) - (x — a): el de
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C3-017.D2.

Por qué cada hipotesis

A g diferenciable, no solo con parciales

Sean g(x,y) := xy/(x? + y?),g(0) := 0,y f(t) = (t,t). Existen Vg(0) = 0y f'(0) = (1,1); la
«regla» daria (g o f)'(0) = 0.Pero g(f(t)) = 1/2sit # 0y g(f(0)) = 0: g o f ni siquiera es
continua en 0. Falla porque g no es diferenciable en 0 (C3-015.E2).

A\ Ni siquiera todas las direccionales bastan

I Con g(x,y) := x%y/(x* + y?), g(0) := 0, todas las D,,g(0) existen (C3-015.E2),y con f(t) = |
L(6t2),g(f(t)) =1/2parat # 0: g ° f no es continua en 0. |

A f diferenciable |

Con f(t) = (|t],0) y g(x,y) = x (lineal), g o f = |t| no es derivable en 0.

______________________________________________________________________________

Ejercicios

1. Seau(x,y) = f(x* — y%,2xy) con f € C'(R?). Expresa d,u y dyu con las parciales de f.

2. Demuestra que si f es diferenciable y f(tx) = t?f(x) paratodot > 0y x # 0 (homogénea de
grado p), entonces Vf(x) - x = pf(x) (Euler).

3. Calcula el plano tangente a z = xy en (1, 2, 2) de las dos maneras de C3-023.E1.

4. Sea L(x) = Bx lineal. Demuestra con C3-023.T1 que D(L o f)(a) = B Df (a).

5. Demuestra que si F € C*(U) yy es una curva en un nivel de F que pasa por un punto critico p de

F, C3-023.T2 no da ninguna informacion en p.

Respuestas

1. Con (s,t) = (x® — y%,2xy): Oyu = 2x0:f + 2y 0,f y Oyu = =2y 0,f + 2x 9,f, evaluadas en
(s, t).
2. Fijaxyderivat » f(tx) = tPf(x) ent = 1: por C3-016.T4, Vf(x) - x = pf(x).
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3.Vixy) = 21)en(1,2):z = 2+2(x—1)+(y —2).ConF = xy—2 VF = (2,1,-1)y
2x—1)+ (y —2) — (z — 2) = 0: el mismo plano.

4. DL(y) = B en todo punto (C3-022.T1), asi que D(L o f)(a) = BDf(a).

5. Enp, VF(p) =0y 0 -y'(t) = 0 para cualquier y': la conclusion es trivial.



C3-024 - Contracciones: punto fijo de

Banach

Motivacion

El plano de tu sala sobre el piso de tu sala

Imprimes el plano de tu sala a escala 1:50 y lo dejas caer sobre el piso de la misma sala, girado
como sea, sin que se salga. Hay exactamente un punto del plano que queda justo encima del
lugar que representa.

Para encontrarlo basta repetir: toma un punto del piso, busca dénde lo dibuja el plano, toma ese
nuevo punto, y asi. Cada paso acerca los puntos 50 veces mas. Es el teorema del punto fijo de
Banach, y serd la herramienta para resolver ecuaciones f(x) = y en la funcién inversa.

Dénde falla la analogia: un plano de papel se dobla y tiene grosor, asi que no es exactamente una

contraccion; y si el plano se sale de la sala, falla 1a hipétesis ¢ (F) C F.

Definiciones

Definicion C3-024.D1 (contraccion)

SeaF c R™. ¢ : F = F es una contraccion si existe ¢ € [0,1) con |¢(x) — @ (V)| < c|x —y| para

todos x,y € F. x es punto fijo si ¢(x) = x.

Toda contraccion es lipschitziana, luego continua (C3-014.D1).

157



Céalculo en varias variables I 158

Resultados

Teorema C3-024.T1 (Banach)

Sean F c R™ cerrado y no vacioy ¢ : F — F una contraccion de constante c. Entonces ¢ tiene

un Unico punto fijo x*, y para cada x, € F la sucesién x4 := @(x;) converge a x* con

k

s = xo|
X — x| £ ——.
e — x| < ——

Idea de la demostracion
Los saltos |x,,+q — Xxi| decrecen como una progresiéon geométrica, asi que la sucesién es de
Cauchy. Converge por la completitud de R"; el limite estd en F porque F es cerrado, y es fijo

porque ¢ es continua.

Demostracién. Como F # @, hay x, € F; sead := |x; — xg|.

1. Como ¢(F) C F,larecursién xj,1 = @(x;) define una sucesion (x;) en F (C1-005.T11).
2. Paratodo k > 0, |x;4; — x| < c®d. Por induccién (C1-005.T1): para k = 0 es una igualdad
(c® = 1); si vale para k, por C3-024.D1y C1-003.T4,

IXkt2 = Xr1| = 1@ (1) — ()| < € |xpqq — x| < c*Hd

(C1-005.T9).
3. Paral > k, por el tridngulo repetido (C3-001.T4, C1-005.T1), el paso 2 y la suma geométrica
(C1-005.T12, C1-005.T8; si ¢ = 0 la suma vale d o 0 y la cuenta sigue):

-1 -1

X — x| < Z |%j 41 — %] < Zcfd
j=k j=k
kdl—cl‘k ckd
=c
1-c 1-c

(C1-003.T7,C1-003.T4: 1/(1 —¢) > 0y 0 < c7F),

4, Como 0 < ¢ < 1,c* - 0(C1-014.T3). Dado € > 0 hay N con cVd/(1 — ¢) < £ (C1-013.T2),y
paral >k = N, ck = cNck=N < ¢V (€C1-005.T9, C1-003.T4). Asi |x; — xi | < &: (x;) es de Cauchy
(C3-009.D1).

5. Por la completitud (C3-009.T2), x, — x* para algin x* € R", y como F es cerrado, x* € F
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(C3-009.T4).

6. @ es continua en x* (C3-014.D1), asi que ¢ (x;) = @(x*) (C3-012.T1). Pero ¢ (x;) = Xp41 = X~
(C3-009.T1, una subsucesion). Por la unicidad del limite (C3-009.T1), ¢ (x*) = x*.

7. Unicidad. Si o (y*) = y* cony* € F:

[x* =y = lo&™) — )| < clx™ —y7|,

asique (1 —¢o)[x*—y*| <0;comol—c>0,|x*—y*|=0yy* =x"(C1-003.T4, C3-001.T2).
8. Cota del error. Fijo k, en el paso 3 hacemos Il — oo: |x; — x| — |x* — x| (C3-009.T1), y la
desigualdad pasa al limite (C1-013.T3): |x* — x| < c¥d/(1—¢). 1

A La cota es del peor caso

1
i
1
. Lacotanonecesita conocer x*: solo c y el primer salto. Por eso suele ser pesimista (ver el ejemplo
I
]
I
1

con cos).

Por qué cada hipétesis

Ejemplo C3-024.E1 (cada hipoétesis)

x + x/2 en (0,1] (no cerrado) no tiene punto fijo; ¢(x) = x + 1/x en [1, ) cumple |@(x) —
@()| < |x —y| six # y y no tiene punto fijo (no basta «< 1» sin una c fija). cos manda [0, 1]
en [0,1] y es contraccién con ¢ = sen1 < 1: las iteraciones x, ., = cos x; convergen al Unico
x* =cosx™ (= 0.739).

1. F cerrado. x = x/2 manda (0,1] en (0,1/2] < (0,1] conc = 1/2.Si x = x/2, entonces
x = 0 & (0, 1]. Las iteraciones tienden a 0, que se escapa de F.

2. Una c fija. Parax,y = 1: ¢(x) = x = 1, asi que ¢ manda [1, o) en si mismo, y
-9 =c-(1-—=) 0<l-—<1
ex) —oly)=x—-Yy %y = o

(C1-003.T7).Six # vy, |p(x) — ()| < |x — y|. Pero ¢(x) —x = 1/x > 0: no hay punto
fijo. El factor 1 — 1/(xy) se acerca a 1 cuando x, y crecen, y ninguna ¢ < 1 sirve.

3. cosen [0,1]. Como m > 2 (C2-014.C3),1 < w/2 < m. cos es decreciente en [0, ] (C2-
014.T4), asi que cos([0,1]) < [cos1,1],y cos1 > 0 (C2-014.C1): cos manda [0, 1] en
[0,1].
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4. Para x # y en [0,1], por el TVM (C1-033.T1, C2-014.T6) hay ¢ entre ellos con cosx —
cosy = —sen¢ (x — y).

5. sen’ = cos > 0 en (—m/2,m/2) (C2-014.C1), asi que sen es estrictamente creciente en
[0,/2] (C1-034.T2); consen0 = 0y sen(m/2) = 1 (C2-014.C1): 0 < sené <senl < 1.

6. Asi| cosx —cosy| < (senl)|x —y|,y por C3-024.T1 hay un tinico x* € [0, 1] con cos x* =

x*. Numéricamente x* =~ 0.739085.

Y =CoSx
1.0 ~
y:/;?
A / \
0.5 z* ~0.739
0.0 + l :
0.0 0.5 1.0

Figura 20: La telarafa de x;,; = cos x; desde x, = 0: los saltos se encogen y la espiral se cierra sobre

el inico punto fijo.

Conc =senl ~ 0.841471y |x; — x| = 1, la cota garantiza error < 107° en k = 91 pasos; de hecho

bastan 33, porque cerca de x* el factor real es sen x* = 0.674.

. @) = x/2 + 3 es contraccién (¢ = 1/2) de [0, 1] en R, pero su unico punto fijo, 6, no esta en
. [0, 1]: las iteraciones salen de F.
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Ejercicios

1. Demuestra que @(x) = % cosx + % tiene un dnico punto fijo en Ry da una cota para |x;9 — x*|
desde x, = 0.

2. Sean F cerradonovacioy ¢ : F — F talque ¢™ := @o---0¢@ (mveces) es contracciéon. Demuestra
que ¢ tiene un unico punto fijo.

3. Demuestra la cota a posteriori |x;, — x*| < ilxk — X1l

4. Sea A una matrizn X n con ||A|| < 1y b € R™. Demuestra que x = Ax + b tiene solucién tinica y
compdrala con la serie de Neumann (C3-020.T3).

5. ¢(Esp(x) = Vx2 4 1 una contraccién de R? ; Tiene punto fijo?

Respuestas

1. |o'| = %| sen| < %, asf que es contraccion de R (cerrado) con ¢ = 1/2 (TVM). x; = 3/4: |x19 —
x*| < (1/2)1°(3/4)/(1/2) = 3/2'* ~ 0.00146.

2. @™ tiene un Unico fijo x*. ¢ (x*) también es fijo de ™ (™ (@(x™)) = (™ (x")) = @(x¥)), luego
@(x*) = x*. Todo fijo de ¢ lo es de ¢™: unicidad.

3. Aplica la cota del teorema a la sucesidon que empieza en x,_q: |x; — x*| < c|xp — xx_11/(1 — ©).

4. ¢(x) = Ax + b cumple |p(x) — ()| < ||A|||x — y] (C3-020.T1): contraccién de R™. La solucién
esx* =, —A)7b=3, A¥b, y la iteracién desde x, = 0 da las sumas parciales.

5. |o(x) — ()| < |x —y|six £y (TVM con |¢’'(t)| = |t|/Vt? + 1 < 1), pero no es contraccion:
el cociente tiende a 1 cuando x, y — 0. No tiene punto fijo: Vx2 + 1 > |x| > x.



C3-025 - Teorema de la funcion inversa

Motivacion

Los mandos de un dron

Un dron tiene dos mandos (u, v); en reposo estan en (0, 0), y la posiciéon que alcanzaes f (u,v) =
(u + v3/3,v + u?/4). Para llevarlo a y = (0.05,—0.03) no hay férmula. Pero en el reposo
Df(0,0) = I, no aplasta ninguna direccidn, y la correcciéon p = p + (y — f(p)), repetida des-
de (0,0), llega en 4 pasos a |[f(p) — y| < 10710, con p =~ (0.0500096,—0.0306252). Cerca del
reposo, la solucién existe y es tnica.

Doénde falla la analogia: un dron real tiene limites fisicos y ruido, y el teorema no dice qué tan

grande es «cerca».

A Regla de esta clase

Ninguna demostracion de este capitulo usa determinantes (AL.4). «D f (a) invertible» se lee «ja-
cobiano # 0» (C3-022.D3), pero lo que se usa es la norma de operador (C3-020) y la inversién
C*” (C3-022.T4).

Parte 1 - Inyectiva cerca y con imagen abierta

Teorema C3-025.T1 (inyectividad local e imagen abierta)

Sean U c R™ abierto, f : U » R" de clase C' ya € U con A := Df(a) invertible (C3-007.D5;
se lee «jacobiano # 0», C3-022.D3, pero la prueba no usa determinantes). Sea A := 1/(2||A7Y]]).
Exister > 0con W := B(a,r) c Uy ||Df(x) — A|| < A parax € W,y entonces:

@ |f(x) —f)| = Alx — y| parax,y € W; en particular f es inyectiva en W.

(b) V := f(W) es abierto.

162
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(c) Df(x) esinvertible para todo x € W.

Idea de la demostracion
f(x) = y equivale a que x sea punto fijo de ¢, (x) := x + AY(y — f(x)). Cerca de a, Do, es
pequefa, asi que ¢,, es una contraccion: de ahi la inyectividad (a) y, con Banach, que la imagen

es abierta (b).

Demostracion.

1. AA™1 =1, #0,asique A" # 0y ||A71|| > 0 (AL.1, C3-020.T1): A > 0 estda definido.

2. x » Df(x) es continua en a (C3-022.T2). Como U es abierto,hayr > 0con W := B(a,r) c Uy
[IDf(x) — A|| < Aparatodo x € W (C3-008.D1, C3-012.D2Z; se toma el menor de los dos radios).

3. Fijoy € R", sea ¢, (x) := x + A™Y(y — f(x)) en U. Por C3-022.T1 (la identidad y las constantes)

y la cadena con la lineal z » A~1z (C3-023.T1), @y es diferenciable con

Dpy(x) =1, —A™'Df(x) = A"(A - Df (x))

(AL.1).
4. Parax € W, por C3-020.T1 y el paso 2:

1

D@y I < IAHIIA = DFEOIl < [IA7HIA =

5. Labola W es convexa (C3-011.T2): si x,x" € W, [x,x'] € W. Por la desigualdad del valor medio

(C3-022.T3) con M = :

! 1 ! !
loy(X) =y (XD = Slx—=x|  (x,x" €W).
6. (a). Porladefinicion de ¢y, (AL.1), x —x" = (¢, (x) =@y, (x")) + A2 (f (x) — f (x")). Por el tridngulo
(C3-001.T4), el paso 5y C3-020.T1:

o= x| < Slx = x|+ AT G = F&

Restando y dividiendo entre ||A72|| > 0: |f(x) — f(x")| = A|x — x'|. Si f(x) = f(x), entonces
|x —x'| <0yx =x": f esinyectivaen .

7. (b). Seayy € V,y, = f(x,) con x, € W.Como W es abierto, hay p > 0 con K := B(x,,p) € W
(C3-008.D1, tomando p la mitad del radio de una bola abierta en W).
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8. Seay con |y — yo| < Ap. Como ¢, (xp) = x + A™Y(y — y,), para x € K, por el tridngulo, el paso
5y C3-020.T1:

IA

lpy () = @y (xo)| + 1471 (v = ¥o)
1 _ 1 1
P+ ATy =yl <sp+3p=p.

l@y (%) = X0l

IA

Asi @, (K) C K.
9. K es cerrado (C3-008.T1) y no vacio, y ¢y | es contraccion con ¢ = % (paso 5). Por Banach (C3-
024.T1), hay x € K con ¢,,(x) = x, es decir, Ay — f(x)) = 0.
10. Multiplicando por 4 (C3-007.T4,AL.1),y — f(x) = 0:y = f(x) € f(W) = V. Asi B(yy,Ap) C V,
y V es abierto (C3-008.D1).
11. (c). Parax € W, ||Df (x) — A|| < 2 < 1/||A™1||; por C3-020.T2, Df (x) es invertible. B

A La misma A en todos los pasos

La correccion usasiempre A = D f(a),no D f(x) como el método de Newton. Asi D¢, es pequefia
en toda la bola a la vez, hay una sola constante % y Banach se aplica; y no hace falta saber antes

que Df (x) es invertible: sale en (c).

Parte 2 - La inversa es diferenciable

Teorema C3-025.T2 (teorema de la funcién inversa)

En las condiciones de C3-025.T1, g := (f|y) ™' : V > Wesdeclase C1 yDg(y) = Df(g(y))™ 1
paratodo y € V.Siademas f € C¥(U,R™) (k = 1), g € C*¥(V,R™).

Idea de la demostracién
Por (a), g es lipschitziana. El error de g se escribe con el error de f,lo quedaDg = (Df o g)~ .
Esaférmulaesto (Df o g) conlainversion ¢, que es C* (C3-022.T4): cada grado de suavidad de

g da uno mas.

Demostracion.

1. Por C3-025.T1 (a), f|w : W — V es biyectiva, asi que g esta bien definida. Para y,y’ € V, con
x=gw),x' =g®)en(@):|gy)—g®»")| < |y—y'|/A En particular g es continua (C3-014.D1).
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10.

. Fijoy € V,sean x := g(y) y B := Df(x)™}, que existe por C3-025.T1 (c). Como V es abierto,

y + k € Vsi |k| es pequefio. Para tales k = 0 seah := g(y + k) — x: entonces f(x + h) =y + k,
h # 0 (g esinyectiva) y |h| < |k|/A (paso 1).

. Como BDf(x)h = h (C3-007.T4, AL1)y f(x + h) — f(x) = k:

g +k)—g() =Bk =h—B(f(x +h) = f(x)) = =B(f(x + b) — f(x) = Df (X)h).

SeaE(h) :=|f(x+h) — f(x) — Df(x)h|/|h| para h # 0y E(0) := 0; E es continua en 0 porque
f es diferenciable en x (C3-022.T2, C3-022.D1). Por C3-020.T1 y el paso 2:
lg(y + k) —g(y) — Bk| |l _ lIBI|

ikl S||B||E(h)mSTE(h).

. Cuandok - 0,h =g(y+k)—g(y) — 0 (g es continua),y E(h) —» 0(C3-012.T2). Por C3-022.D1,

g es diferenciable eny con Dg(y) = B = Df(g(y))~ 1.

C. Contlainversién de C3-022.T4,Dg = 1o (Df o g) enV. g es continua, x » Df(x) es continua
en W (C3-022.T2) con valores en el abierto G de las invertibles (C3-025.T1 c), e ¢ es continua
(C3-020.T2). La composicién es continua (C3-012.T2), y por C3-022.T2, g € C1(V,R™).

C*. Supongamos f € C¥y g € C/(V) con1 < j < k. Las entradas d;fi de Df estan en ck=tw) c
C/(W) (C3-018.D1).

. Por C3-023.C1, Df o g € CI(V, ]R”Z), con valores en G; como t € C*(G) (C3-022.T4), de nuevo

por C3-023.C1,Dg = 1o (Df o g) € C/ (V).

. Las entradas de Dg son las primeras parciales de g (C3-022.T1), y estan en C/: g € C/*' (C3-

018.D1).
Por induccién en j (C1-005.T1), desde j = 1 (paso 6) hastaj = k: g € C*(V,R™). B

Por qué cada hipotesis

Ejemplo C3-025.E1 (local no es global; cada hipétesis)

P (polares) cumple C3-025.T1 en cada (7, 8) con r # 0 y no es inyectiva en (0,0) X R. x ~ x3
es biyectivay C* en R, y su inversa no es derivable en 0 (Df(0) = 0). f(x) := x + 2x? sen(1/x),
f(0) := 0, tiene f'(0) = 1yno esinyectiva en ningin intervalo alrededor de 0 (f' no es continua
en 0: f'(1/(2km)) = —1).

1. Polares. P es C™ (C3-018.T2, C2-014.T6) con JP(r, 8) de C3-022.E1. Parar # 0, la matriz
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( cos @ sen @
K 8=

—senf/r cosf/r
014.T5): JP es invertible y C3-025.T1 se aplica. Pero P(1,0) = P(1,2r) = (1,0) (C2-

014.T5): P no es inyectiva.

) cumple K JP = JPK = I, (AL.1, con sen? + cos? = 1, C2-

2. x3. f(x) = x3 es estrictamente creciente, continua y sobre (C1-023.C2 parax > 0y la
imparidad), C*®, con f'(0) = 0. Si su inversa g fuera derivable en 0 = f(0), la cadena
(C1-030.T1) en g(f (x)) = x daria1 = g'(0)f'(0) = 0.

3. x + 2x?sen(1/x). |2hsen(1/h)| < 2|h|, asi que f'(0) = hmj_(1 + 2hsen(1/h)) = 1
(C1-027.D1). Parax # 0 (C1-029.T2, C1-030.T1, C2-014.T6):

f'(x) =1+ 4xsen(1/x) — 2 cos(1/x).

4. Conxy :=1/(2km) y y, := 1/((2k + 1)m) (C2-014.C1): f'(xx) = —1y f'(yx) = 3. Todo
intervalo alrededor de 0 contiene x; y y, para k grande (C1-007.C1).

5. Si f fuera inyectiva en un intervalo I 3 0, seria estrictamente monétona ahi (C1-026.T2),
y su derivada seria= 0 entodo/ o < 0 entodo / (C1-019.T3, por el signo de los cocientes).

Contradice el paso 4.

y=x+222sen(l/x)

-0.1 0.0 0.1

Figura 21: La grafica de x + 2x2 sen(1/x) cerca de 0 oscila alrededor de larecta’y = x: tiene pendiente

1 en el origen, pero no es monétona en ningun intervalo que lo contenga.
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A Lo que cada ejemplo enseia

- Polares: el teorema es local. Df invertible en todas partes no da una inversa global.
- x3:sin Df(a) invertible puede haber inversa, pero no diferenciable.
- x + 2x2sen(1/x): Df(a) invertible en un solo punto no basta; hace falta que D f sea con-

tinua (que f sea C1), para que ||Df(x) — A|| < A en una bola.

Ejercicios

. Sea f(x,y) = (e* cosy,e* seny). Demuestra que Df(x, y) es invertible en todo punto (sin deter-

minantes, exhibiendo la inversa) y que f no es inyectiva.

. Para f del ejercicio 1 y su inversa local g cerca de f(0,0) = (1,0), calcula Dg(1, 0).

. Demuestra que si f es como en C3-025.T1, entonces f manda abiertos contenidos en W en abier-

tos.

. Sea f(x) = x + x? en R. Encuentra el mayor intervalo abierto alrededor de 0 donde se aplica el

teorema y la formula de g'.

. ¢{Por qué la prueba de (b) usa la bola cerrada B(x,, p) y no la abierta?

Respuestas

cosy —sen cos sen
Jf = ex< Y y) y e‘x( Y y) es su inversa (sen? + cos? = 1). f(0,0) =

seny  cosy

£(0,21m).

—seny cosy

. Dg(1,0) =Df(0,0)"t =I;t =1,.
. Si 0 c W es abierto, para x, € O hay p con B(x,,p) € 0,y los pasos 8-10 dan B(f(x,),1p) <

£(0).

. f'(x) =142x # 0salvoenx = —1/2;en (—1/2, ) f esinyectiva, con g(y) = (—=1+,/1 + 4y)/2

yg»=1/f'"(gy)) =1/{y1+4yparay > —1/4.

. Banach pide un conjunto cerrado (C3-024.T1): enla abierta, el punto fijo podria estar en el borde

y no pertenecerle.



C3-026 - Teorema de la funcion implicita

Motivacion

Un sendero en un mapa topografico

En un mapa topogréfico, la curva de nivel de 2,000 m de una colina en forma de domo es (en
km, centrada) la circunferencia x? + y? = 1. Cerca de (0.6, 0.8) el sendero es la graficade y =
W, con pendiente —0.6/0.8 = —0.75. Cerca de (1,0), donde el sendero va de norte a sur,
no: a cada x < 1 le tocan dos puntos. Ahi, en cambio, se puede despejar x = \/1—73/2

El teorema de la funcién implicita dice cuando una ecuacion F (x, y) = 0 se puede despejar cerca
de un punto, y con qué derivada. En Calculo I la derivacién implicita (C1-031.D1) suponia que
se podia; aqui se demuestra.

Doénde falla la analogia: un sendero real tiene ancho; el teorema solo describe un pedazo peque-

fio del nivel alrededor de un punto, nunca el sendero entero.

Parte 1 - Despejar cerca de un punto

Teorema C3-026.TO (inversa por bloques)

I, 0
SiAesm XnyBesm X minvertible, lamatriz(n+m) X (n+m) M := (: B) es invertible,

I 0
conM~1 = ( B:A B_l). Reciprocamente, si M es invertible, B lo es.

Demostracién. Todas las cuentas son productos por bloques (AL.1).
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I, 0
1. Sea N := . Entonces (C3-007.T4)

—B7'A B!
N I, 0\ (L o
A—BB™'A BB™! 0 I,/

NM = n 0 =1
_B-'A+B- 14 B-1B) ™™

Asi M es invertibley M~1 = N (C3-007.D5).
N1 N
3. Reciproco. Sea N' = e
Na1 Ny
primer renglén de bloques de MN' es (Ny4, Ny5), asi que Ny; = I, y Ny, = 0.

4. Elbloque (2,2) de MN' =1 es AN;, + BN,, = I,,;, es decir, BN,, = I,,.
5. Elbloque (2,2) de N'M =1es No; - 0 + Ny, B = I, es decir, Nyu B = I;,.
6. Por C3-007.D5, B es invertible con B~ = N,,. R

) (bloques del tamafio de los de M) con MN' = N'M = I, . El

A Los dos lados

El paso 5 no sobra: «BN,, = I, implica N,,B = I,,» es cierto para matrices cuadradas, pero su

prueba usa rango y nulidad, que el curso no necesita. Leer los dos productos lo evita.

Notacion: paraF : U » R™ con U ¢ R™*™, D, F eslamatriz m X n de las parciales respecto de x, ..

y Dy F lam X m de las parciales respecto de y;, ..., ymm; asi JF = (DyF Dy F) (C3-022.T1).

O Xn

Teorema C3-026.T1 (teorema de la funcién implicita)

Sean U c R™*™ abierto (puntos (x,y),x € R®,y € R™),F : U > R™declase C'y (a,b) € U con
F(a,b) =0y D,F(a,b) := (3F;/dy;(a, b)) invertible. Existen abiertos Uy < U con (a,b) € Uy y
W c R" cona € W,yunatnica ¢ : W - R™ tal que, para (x,y) € Uy: F(x,y) =0 & x €W
yy = @(x). Ademas (x, p(x)) € Uy parax € W, ¢ es de clase C!, p(a) = b, DyF(x,¢(x)) es

invertible y

Do(x) = =DyF (x,(x)) 'DxF (x,9(x)) ~ (x €W).

SiF € Ck ¢ecCk.
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Idea de la demostracion

I 0
G(x,y) := (x, F(x,y)) no mueve x y mide cuanto falla la ecuacién. Su jacobiana es " ,
DyF D,F

invertible por C3-026.T0. La funcién inversa da G ~1, que tampoco mueve x; el nivel F = 0 es la

imagen por G~ del «piso» {(x, 0)}.

Parte 2 - La demostracion y la derivacion implicita

Demostracion de C3-026.T1.

1. Sea G : U » R™™, G(x,y) := (x, F(x,y)). Sus componentes son las proyecciones x; y las F;, asi
que G es de clase C* (y C¥ si F lo es) (C3-022.D2, C3-018.T2), con

I, 0
JoGoy) = (DxF(x, ) DyF(x, y))

(C3-022.T1).

2. Como D, F(a,b) es invertible, JG(a, b) lo es (C3-026.T0).

3. Porla funcién inversa (C3-025.T1, C3-025.T2) aplicada a G en (a, b), hay una bola abierta U, c U
con centro (a, b) tal que G es inyectiva en U, V; := G(U,) es abierto, JG(p) es invertible para todo
p € U,y H := (Gly,)™* : Vo = Uy es de clase C* (C¥ si F lo es).

4. H no mueve x: si H(x,z) = (x',y"), entonces (x,z) = G(x',y") = (x",F(x',y"),yx" = x (C3-
001.D1). Asi H(x, z) = (x, h(x, z)), donde h, formada por las dltimas m componentes de H, es de
clase C* (C*) (C3-022.D2).

5. SeaW := {x € R" : (x,0) € V,}. Es la preimagen del abierto V; por x = (x,0), que es continua
(C3-012.T2), luego es abierto (C3-012.T4). Como G(a,b) = (a,F(a,b)) = (a,0),a € W.

6. Sea ¢(x) := h(x,0) parax € W. Entonces (x,¢(x)) = H(x,0) € Uy y G(x,p(x)) = (x,0), es
decir, F(x, (x)) = 0. Como H(a,0) = (a,b), p(a) = b.Y ¢ es C* (C¥), por ser composicién de h
conx = (x,0) (C3-023.C1, C3-022.T1).

7. Equivalencia. Sea (x,y) € U,.Si F(x,y) = 0, entonces G(x,y) = (x,0) € V,,asiquex € W,y
como G es inyectiva en Uy, (x,y) = H(x,0) = (x,9(x)): vy = @(x). Reciprocamente, six € Wy
y = @(x), F(x,y) = 0 por el paso 6.

8. Unicidad. Si ¢ : W - R™ cumple la misma equivalenciay x € W, el punto (x, ¢(x)) € U, cumple
F = 0 (paso 6), asi que ¢(x) = @(x).

9. D, F invertible. Parax € W, (x,(x)) € Uy, asi que JG(x,®(x)) es invertible (paso 3), y por el
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reciproco de C3-026.T0 su bloque Dy, F (x, ¢(x)) lo es.

Iy

10. Férmula. x - (x, @(x)) tiene jacobiana ( > (C3-022.T1). Derivando F(x,@(x)) = O conla

De(x)
cadena (C3-023.T1) y multiplicando por bloques (AL.1):

0 = DyF(x, 9(x)) + Dy F(x, p(x)) Dop(x).

11. Multiplicando por D, F (x, @(x)) talaizquierda (C3-007.T4): Dp(x) = —DyF(x, @(x)) D, F(x, p(x)).
[ |

Corolario C3-026.C1 (una ecuacion)

Si U c R? es abierto, F € CY(U), F(a,b) = 0y d,F(a,b) # 0, cerca de (a,b) el nivel F = 0
es la grafica de una ¢ de clase C! con ¢'(x) = —9,F(x, (x))/9,F (x, (x)). Esto justifica la
derivacién implicita de C1-031.D1.

Demostracion.

1. Conn = m = 1, D,F(a,b) esla matriz 1 X 1 (d,F(a, b)), invertible porque d,F(a,b) # 0, con
inversa (1/0,F(a, b)) (C3-007.D5).

2. C3-026.T1da Uy, Wy ¢@; la formula de D¢ con matrices 1 X 1 es la del enunciado.

3. La derivacién implicita de C1-031.D1 derivaba F(x,y(x)) = 0 con la cadena suponiendo que y

era derivable; el paso 2 garantiza esa y = ¢, de clase C?, cerca de cada punto con d,F # 0.l

La derivacion implicita de Calculo I
Parax3+y3=2en(1,1):F = x3+y3—2,0,F = 3y? = 3 # 0. Por C3-026.C1 hay ¢ de clase
C'con (1) = 1y ¢'(1) = —3x2/3y? = —1.En (2/3,0), 3,F = 0y la curva tiene tangente

vertical.

Corolario C3-026.C2 (curvas en un nivel)

Sean U c R" abierto (n = 2), F € C'(U), F(p) = cy VF(p) # 0.Paratodov € R" con
VF(p)-v=0existend > 0yy: (—5,8) » Udeclase C' con F(y(t)) =¢,y(0) =pyy'(0) = v.
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Idea de la demostracion
Se despeja la coordenada x; con d;F (p) # 0 en funcién de las demads, se mueven esas demas en
linea recta con velocidad ¥, y la férmula de D¢ junto con VF(p) - v = 0 dice que la coordenada

despejada se mueve con velocidad v;.

Demostracion.

1. Como VF(p) # 0, hay i con 9;F(p) # 0.Paraz € R" seaZ € R""! el vector sin la coordena-
dai,y o(2,s) € R" el que inserta s en el lugar i. ¢ es lineal y biyectiva (una permutacion de
coordenadas), luego C* (C3-022.T1).

2. U := 07 1(U) es abierto (C3-012.T4),y F(2,5) := F(d(2,5)) — ces C' en U (C3-023.C1), con
F(p,p;) = 0.Por la cadena (C3-023.T1), 3,F (p,p;) = 0;F(p) # 0y 613'/62]- (#,p;) = 0;F (p) para
j#i.

3. Por C3-026.T1 conn —1ym = 1:hay W ¢ R" ! abiertoconp € Wy ¢ : W - R de clase C?
con ¢ (p) = p;, F(W, p(W)) = 0y (W, p(W)) € U paraw € W,y

0;F
e =-LB G0

4. Como W es abierto, hay p > 0 con B(p,p) € W (C3-008.D1); sea § := p/(|?| + 1). Para |t] < 4,
pHtoew.

5. Seay(t) := a(ﬁ +t0, (P + tﬁ)) para |t| < 8. Es de clase C! (C3-023.C1, C3-002.T3), estaen U
(paso 3), F(y(t)) = F(.) +c =cyy(0) = o(B,p;) = p.

6. Las componentes j # i de y son p; + tv;, con derivada v; (C3-002.T3). La componente i es ¢ (p +
t?), con derivada en 0 igual a Vg (p) - © (C3-016.T4), que por el paso 3 es

1 1
~3F®) ;EJjF(p) v = _W( —8;F(P)v;) = v,

porque VF(p) - v = 0 (C3-016.T1, C3-001.D2).
7. Asiy'(0)=v. 0

Con C3-023.T2, esto dice que los vectores ortogonales a VF (p) son exactamente las velocidades en p

de las curvas C* en el nivel. Es la pieza que usa Lagrange (C3-029.T1).
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Ejemplo C3-026.E1 (la circunferencia)
Para F(x,y) = x?> + y2 — 1: cercade (0,1), y = V1 — x2; cerca de (1,0), ,F = 0y ninguna
funcién y(x) describe el nivel (para x < 1 hay dos valores +vV1 — x2, para x > 1 ninguno),

aunque si x = /1 — y2.

1. Cercade (0,1). 0,F(0,1) = 2 # 0,y C3-026.C1 da ¢. Enlaventana{y > 0}, F = 0 &
y = V1 —x2, por la unicidad de la raiz positiva (C2-014.T1); asi ¢(x) = V1 — x?, con
@' (x) = —x/V1 —x2 = —9,F/3,F (C1-030.T1).En x = 0.6: ¢’ = —0.75.

2. Cercade (1,0). 0,F(1,0) = 0. Supongamos que hubiera Uy 3 (1, 0) abierto y una funcién
y(x) con«F(x,y) =0y (x,y) €Uy & y = y(x)».Haye > 0conB((1,0),¢) c Uy. Para
x € (1—¢%/2,1),los dos puntos (x, im) estan en el nivel, son distintos y distan de
(1,0) menos que &, pues (x —1)? + 1 — x? = 2 — 2x < £2. Contradiccién.

3. x en funcién de y. 0:F(1,0) = 2 # 0, y el mismo argumento del paso 1, con los papeles
cambiados, da x = \/1—7312 cerca de (1,0).

y=V1-—z?

N

: tangente vertical

Figura 22: La circunferencia cerca de (0, 1) es la grafica de y = V1 — x? (trazo continuo); cerca de

(1,0), donde la tangente es vertical, es la grafica de x = /1 — y? (discontinuo).
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Por qué cada hipotesis

A DyF(a,b) invertible

Eslo que falla en (1, 0) en el ejemplo anterior. Y aun cuando si hay una solucién continua, puede

no ser derivable: y3 — x = 0 en (0, 0) tiene d,F = 0y su solucién y = 3/x no es derivable en 0.

A F de clase C?!

Sea g(y) := y+2y%sen(1/y),g(0) := 0,y F(x,y) := g(y) —x. Entonces 9,F (0,0) = g'(0) = 1,
pero g no es inyectiva en ningun intervalo alrededor de 0 (C3-025.E1): en cualquier ventana hay

x con dos y distintos tales que F(x,y) = 0. Falla porque d,F no es continua.

AEn C3-026.C2, VE (p) # 0

Elnivel 0 de F = x2 — y? sonlas rectas y = +x,y VF(0) = 0. Toda v cumple VF(0) - v = 0, pero
no hay curva C?! en el nivel cony(0) = 0y y'(0) = (1,0): sobre el nivel |y,| = |y1],yv1(t)/t = 1
mientras y,(t)/t = 0.

Ejercicios

1. Demuestra que x? + y? + z2 = 3 define z = ¢(x,y) cercade (1,1,1) y calcula Vg(1, 1).

2. Paraelsistemax +y+z = 0,x? + y? + z2 = 2, cerca de (0,1, —1): ;se pueden despejar (y, z)

en funcion de x? Calcula (y’(0),z'(0)).

3. Demuestra que e” + y = x define una tnica y = ¢(x) en todo R, de clase C*®, y calcula ¢'(1).

4. Con C3-026.C2, construye una curva en la esfera x? + y? + z? = 3 que pase por (1,1,1) con

velocidad (1, -1, 0).

5. Explica por qué C3-026.T0 no necesita que A sea cuadrada.

Respuestas

1. 8,F =2z =2 # 0.Vp = —(3F,8,F)/9,F = —(2,2)/2 = (—1,-1).

2. Dy F o L1 ) ivertibl (i (2 1)DF 1,07,y ¢,z
. = = , invertible (inversa = . = (1,0)', ,z)) =
2 2y 2z 2 -2 t\p 1) yv

-2(2,2) = (-1/2,-1/2).
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3. ¥ » e”+y esestrictamente creciente, continua y con limites +oo: biyectiva. 9, F = e” +1 # 0, asi
que @ es C* cerca de cada punto (C3-026.T1conF € C®).Enx =1,y = 0:¢'(1) = 1/(e®+1) =
1/2.

4. Sedespejaz = \3—x2—y2yy(t) = 1 +t1—-t,3—-(1+)2-(1-1)2) = (1 +t,1—
t,V1—2t2);y'(0) = (1,—1,0).

5. Los productos por bloques solo piden tamafios compatibles: BB~!A tiene sentido con A de m X n.




C3-027 - Divergencia, rotacional y

laplaciano

Motivacion

Un tocadiscos

Un tocadiscos gira a 1 rad/s. La velocidad de cada punto del disco es F(x,y,z) = (—=y,x,0): un
punto a 15 cm del centro va a 0.15 m/s, uno a 5 cm, a 0.05 m/s. Un molinillo diminuto puesto
sobre el disco gira, sin embargo, igual en todas partes: lo que lo hace girar es la diferencia de
velocidades entre sus dos lados, y esa diferencia no depende del lugar. El rotacional mide eso, y
vale (0,0, 2) en todo punto.

Doénde falla la analogia: «el molinillo gira con velocidad % rot F» es una lectura fisica que aqui
no se demuestra; la justifica el teorema de Stokes, en Célculo IV. En este capitulo div y rot solo

se definen y se calculan.

Definiciones

Definicion C3-027.D1 (divergencia, rotacional, laplaciano)

Sea U c R™ abierto. Para un campo F € C}(U,R™): divF := Y, 0;F;. Paran = 3:
rotF := (ang - 63F2, 63F1 - 61F3, ale - azFl) («V X F»).

Para f € C%(U): laplaciano Af :=Y,; 9;0;f = divVf; f esarménicasi Af = 0.

La notacién V X F recuerda el producto cruz (C3-006.D1): formalmente es (04, 9,, 93) X (Fy, F5, F3).

176



Calculo en varias variables | 177

Resultados

Teorema C3-027.T1 (identidades)

Sean U c R3 abierto, f,g € C2(U)y F € C?(U,R3?). rot(Vf) = 0; div(rotF) = 0; div(gF) =
Vg-F+gdivF;rot(gF) =Vg X F + grotF; A(fg) = gAf +2Vf - Vg + fAg.

Idea de la demostracion
Las dos primeras: cada componente es una resta de parciales cruzadas, que Schwarz iguala. Las

otras: la regla del producto en cada parcial.

Demostracion. Recordemos que 9;0;f := 9;(9;f) (C3-018.D1) y que, por Schwarz, para h € c?(),
0;0;h = 0;0;h (C3-018.T1). Cada parcial es la derivada en una variable (C3-015.T1), asi que es lineal y
cumple la regla del producto (C3-016.T3).

1. rotVf = 0. Con F = Vf = (9,f,0,f,05f) (C3-016.T1), la primera componente es d,(d3f) —
03(0,f) = 0,03f — 030,f = 0 (C3-018.T1). Las otras dos, igual.

2. divrotF = 0. Por linealidad de las parciales:

divrotF = 0,(0,F; — 03F,) + 0,(03F; — 0,F3) 4+ 05(0,F, — 0,F;)
= (0102F3 — 0,01 F3) + (0205F; — 030, F;) + (0301 F, — 0,03F),

reagrupando (C1-005.T12). Cada paréntesis es 0 por C3-018.T1, pues cada F; € C2.

3. div(gF). Por la regla del producto, d;(gF;) = (0;9)F; + g 0;F;; sumando en i (C1-005.T12),
div(gF) =Vg-F + gdivF (C3-001.D2).

4. rot(gF). La primera componente es

02(gF3) — 03(gF;) = (0,9 F3 — 039 ;) + g(0,F; — 05F3),

quees (Vg X F); + g(rotF), (C3-006.D1). Las otras dos, igual, permutando los indices.
5. A(f g). Por la regla del producto dos veces:

0;0;(fg9) = ai(aifg +f6ig) =0;0;f g+20,f9;g9+ [ 90,9,

ysesumaeni (C1-005.T12,C3-001.D2). &
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Ejemplo C3-027.E1
F = (—y,x,0):divF = 0yrotF = (0,0,2) (giro); F(x) = x: divF = 3yrotF = 0; 1/|x]| es

armonica en R3 \ {0}.

1. Giro.divF = 0;(—y)+0,x+050 = 0yrotF = (3,0—03x, d3(—y)—040, 0;x—0,(—y)) =
(0,0,2) (C3-015.T1).

2. Radial. divx =1+ 1+ 1 = 3; cada componente del rotacional es una resta como d,x3 —

dzx, = 0—0.
3. 1/|x|. En R3 \ {0}, V|]x| = x/|x| (C3-016.E1), y por la cadena con t ~ 1/t (C3-016.T4,

C1-029.C1),

1 1 x x
SETRN T RN TR P

4. Derivando otra vez (regla del producto; 9;|x|™3 = —3|x|™* x;/|x| por la cadena con t +

t~3):

|x| [x®  |x]?

5. Sumandoeni = 1,2,3, con x? + x5 + x2 = |x|? (C3-001.D2):

1 3 3|x|?
= 0.

|x| x>~ x|
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Figura 23: El campo del tocadiscos F = (—y,x, 0): las flechas crecen con la distancia al centro, pero

rot F = (0,0, 2) en todo punto.

A Circular no es rotar

ElremolinoV = (—y,x,0)/(x%+y?), definido fuera del eje z, hace que las particulas den vueltas,

y sin embargo

y ~ y2 — x? x2 — y? ~

=4 d = =0
1,2 +y2 + 2x2 +y2 (xz +y2)2 + (xz +y2)2 ’

1

1

1

1

1

|

1

\ (rotV);
l

.y las otras dos componentes también son 0. Dar vueltas alrededor de un eje y tener rotacional
, distinto de 0 en cada punto son cosas distintas. (La diferencia entre las dos se entiende con
I

I

1

integrales de linea, en Calculo IV.)

_______________________________________________________________________________

. rotVf = 0 necesita que las parciales cruzadas coincidan. Con la f de Peano (C3-018.E1), que
I esClynoC?0,0,f(0) = —1 # 1 = 0,0, (0): la expresion 9,(9,f) — 9,(9,f), que seriala |
| tercera componente de rot Vf, existe en el origen y vale 2. (Ahi Vf no es C?, asi que C3-027.D1

ni siquiera aplica.)
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Ejercicios

. Calculadivyrotde F = (yz,xz,xy). ;Es F un gradiente?

. Demuestra que A(x? — y?) = 0y que A|x|? = 2n en R™,

. Calcula div(]x|?x) en R3 con la regla del producto.

. Demuestra que si f y g son armonicas, f g es armoénica siy solo si Vf - Vg = 0.

. Para F € C?(U,R?), demuestra que rot(rot F) = V(divF) — AF, donde AF := (AF,,AF,,AF,),

Ul B W N

verificando la primera componente.

Respuestas
1. divF =0;rotF =(x—x,y—y,z—2) = 0.5{: F = V(xyz).
2. A(x?*—y?)=2-2=0.AYx? =Y 2=2n(enR3,6).
3. div(gF)cong = |x|?,F = x: Vg - x + g divx = 2|x|? + 3|x|? = 5|x|>.
4. A(fg) = gAf +2Vf -Vg+ fAg = 2Vf - Vg.
5. La primera componente de rotrot F es 0,(0,F, — 0,F;) — 03(03F; — 0,F3); sumando y restando

0101 F; y usando Schwarz, es 9, (div F) — AF;.



C3-028 - Extremos locales y criterio del

hessiano

Motivacion

Un dron sobre un mapa topografico

Un dron recorre un terreno de altura f(x,y) y su sensor marca pendiente 0 en todas las di-
recciones. Puede estar en el fondo de un valle, en una cima o en un puerto de montafia: para
f =x3—3x+y?en (—1,0),laaltura sube sobre el eje y (f(—1,0.1) — f(—1,0) = 0.01) y baja
sobre el eje x (f(—1.1,0) — f(—1,0) = —0.031).

Peor: en el terreno f = (y — x2)(y — 2x2), el dron puede volar en linea recta desde el origen en
cualquier direccion y ver que la altura sube, y aun asi el origen no es el fondo de un valle: sobre
la pardbola y = 3x2/2 la altura es negativa. Este capitulo da la condicién necesaria (pendiente
0, curvatura semidefinida) y el criterio que si asegura un extremo: la hessiana definida, con una
cota que no depende de la direccidn.

Doénde falla la analogia: un terreno real tiene rugosidad a toda escala; aqui f es de clase C2.

Parte 1 - Pendiente cero y curvatura que no estorba

Definicion C3-028.D1 (extremos)

SeanA c R, f: A > Rya € A. aesun maximo local de f si existe r > 0 con f(x) < f(a)
para todo x € A N B(a,r); estricto si f(x) < f(a) para x # a en ese conjunto; analogo para
minimo local; maximo global si f(x) < f(a) para todo x € A. Un punto silla es un punto

critico (C3-016.D2) que no es maximo ni minimo local.
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Teorema C3-028.T1 (condicion necesaria)

Si U c R" es abierto, a € U es un extremo local de f : U — Ry existe D, f(a), entonces

D,f(a) = 0; en particular, si f es diferenciable en a, Vf(a) = 0.

Demostracién. Supongamos que a es un maximo local; para un minimo se aplica lo mismo a —f, con
D,(—f)(a) = —D,f(a) (C3-015.T1).

1.

Por C3-028.D1 y porque U es abierto, hayr > 0 con B(a,r) c Uy f(x) < f(a) parax € B(a,r)

(C3-008.D1; se toma el menor de los dos radios).

. Siv=0,Dyf(a) =lim;,,0/t =0.Siv # 0,sea ¢(t) := f(a + tv) para |[t| < r/|v|; entonces

a+tv € B(a,r) (C3-001.T2) y ¢ (t) < ¢(0): ¢ tiene un maximo local en el punto interior 0.

3. ¢ es derivable en 0 con ¢'(0) = D, f(a) (C3-015.T1). Por Fermat (C1-032.T1), ¢'(0) = 0.

Si f es diferenciable en a, existen las parciales (C3-016.T1) y 9;f (a) = D, f(a) = 0 para cada i:
Vf(a) =0.1

Teorema C3-028.T2 (condicion necesaria de segundo orden)

Si f € C?(U) y aesun minimo local, Vf(a) =0y Hy(a) es semidefinida positiva (analogo para

maximo).

Demostracion.

1.
2.

f € C?(U) implica f € C*(U), luego diferenciable (C3-017.C2); por C3-028.T1, Vf(a) = 0.
SearconB(a,r) c Uy f(x) = f(a) en B(a,r) (C3-028.D1, C3-008.D1). Supongamos que hay h
con h - Hr(a)h < 0; entonces h # 0.

. @(t) := f(a+th) esta definida para |t| < r/|h|, es de clase C? ahi, y por C3-019.T1y C3-019.D1:

9'(0)=Vf(a)-h=0,  ¢"(0)=d*f(a)(h) =h-Hp(a)h <O.

. Por el criterio de la segunda derivada (C1-034.T4, versién maximo), ¢ tiene un maximo local

estrictoen 0: hay § > O con f(a + th) < f(a) para0 < |t]| < 6.

. Para 0 < [t| < min(6,r/|h]), el punto a + thestden B(a,r)y f(a + th) < f(a): contradice el

paso 2.
Asi h - H(a)h = 0 para todo h: Hr(a) es semidefinida positiva (C3-021.D1). Para un maximo, se

aplica lo anteriora —f, con H_y = —Hy. B
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A Necesarias, no suficientes

y sobre el eje x toma valores negativos. Y si a no es interior, nada de esto vale: f(x,y) = x en

: 0 0
| x? — y?* tiene Vf(0) = 0y essilla. x* + y? tiene Vf(0) = 0y Hs(0) = (0 2) semidefinida,
' [0,1]? tiene un minimo en (0, 0) con Vf = (1,0).

Parte 2 : El criterio del hessiano

Teorema C3-028.T3 (criterio del hessiano)

Sean U c R™ abierto, f € C?>(U)ya € U con Vf(a) = 0.

a) Si Hr(a) es definida positiva, a es un minimo local estricto.
f p
b) Si es definida negativa, a es un maximo local estricto.
8

(c) Siesindefinida, a es un punto silla.

Idea de la demostracion
Taylor con residuo de Lagrange escribe f(a + h) — f (a) con la hessiana en un punto intermedio.
Cerca de a, esa hessiana sigue cumpliendo una cota %|h|2 (estabilidad, C3-021.T2), la misma

para todas las direcciones. No se diagonaliza la hessiana.

Demostracion.

1. (a). Por C3-021.T1 haym > 0 con h - Hf(a)h = m|h|? para todo h.
2. Las segundas parciales son continuas en a, asi que ||Hs(x) — He(a)||r = 0 cuando x - a (C3-
012.T3,C3-012.T1). Hayr > 0 con B(a,r) € Uy, parax € B(a,r) (C3-020.T1),

IIH (x) = Hp ()|l < |Hp (%) = He(@)llr < 5
3. Cada Hf(x) es simétrica (C3-019.D1). Por la estabilidad (C3-021.T2), parax € B(a,r) y todo h:

h-Hp()h = (m = Z)|h|? = Z|h|2
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4. Sea 0 < |h| < r.Labola es convexa (C3-011.T2), asi que [a,a + h] € B(a,r),y Taylorconk = 1
(C3-019.T2,C3-019.D1) da 8 € (0,1) con

fla+h) =f(@+Vf(a)-h+h-H(a+0h)h.
5. Como Vf(a)=0ya+ 6h € B(a,r), el paso 3da
fla+h) —f(a) =5 h-Hp(a+6hh = 2|2 >0

(C1-003.T4, C1-003.T5). Asi f(x) > f(a) para 0 < |x — a| < r: minimo local estricto.

6. (b). —f cumple (a): H_;(a) = —Hf(a) es definida positiva (C3-021.D1). Un minimo local estricto
de —f es un maximo local estricto de f.

7. (c). Si Hg(a) es indefinida, hay hq, h; con hy - He(a)hy > 0 > h; - He(a)h,. Si a fuera minimo local,
Hp (a) seria semidefinida positiva (C3-028.T2), lo que contradice h,; si fuera maximo local, seria
semidefinida negativa, lo que contradice h;.

8. Como f es diferenciable en a con Vf(a) = 0 (C3-017.C2), a es punto critico (C3-016.D2) que no
es extremo local: es un punto silla (C3-028.D1). &

Corolario C3-028.C1 (dos variables)

Sin=2,cond:=09,0,f(a),B := 8,0,f(a),C := 0,0,f(a)yD := AC—B?:siD >0y A > 0,
minimo local estricto; siD > 0y A < 0, maximo local estricto; si D < 0, punto silla. SiD = 0 el

criterio no decide.

Demostracion.

A B
1. Por Schwarz (C3-018.T1), 3,0, f (a) = 0,0,f (a) = B, asi que H¢(a) = (B C) yh-He(a)h =

Ah? + 2Bhk + Ck? para h = (h, k).

2. Porelcaso 2 x 2 (C3-021.T3): D > 0y A > 0 = definida positiva; D > 0y A < 0 = definida
negativa; D < 0 = indefinida. C3-028.T3 da las tres conclusiones.

3. SiD = 0, el Ejemplo C3-028.E1 muestra funciones con D = 0 en un punto critico que son minimo,

maximo y silla: el criterio no puede decidir. B
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Ejemplo C3-028.E1 (casos degenerados)
En (0, 0) la hessiana es semidefinida y no definida para x* + y* (minimo), —x* — y* (méximo),
x*—y*yx?+y3 (sillas) y x3 — 3xy? (sillade mono, H = 0). f(x,y) := (v — x2)(y — 2x?) tiene

un minimo en 0 sobre cada recta por el origen y no es minimo local (f < 0 sobre y = 3x2/2).

1. Hessianas. Para x* + y*, x* — y* y x3 — 3xy?, todas las segundas parciales son multiplos
2 0
de x2,y%,x 0 y,y valen 0 en el origen: H = 0. Para x? + y3, H(0) = (0 0). En todos los

casos V£(0) = 0 (C3-015.T1, C1-028.T2).

2. x* 4+ y* > 0 fuera del origen (C1-003.T5): minimo estricto. —x* — y*: maximo estricto.

3. x*—y*valet* > 0en (t,0)y—t* < 0en(0,t); x*>+y3 vale t3 en (0, t), con los dos signos;
x3 — 3xy? vale t3 en (¢, 0). Los tres son puntos criticos que no son extremos: sillas.

4. Peano. Sobre y = mx: f(x,mx) = x?(m —x)(m — 2x).Sim # 0y 0 < |x| < |m|/2, los
factores m — x y m — 2x tienen el signode m,y f > 0 (C1-003.T4, C1-003.T5). Sim = 0,
f(x,0) = 2x* > 0; sobrex = 0, f(0,y) = y? > 0. En cada recta, el origen es minimo
estricto.

2

2 4
5. Pero f(x,3x%/2) = % (= 7) = —xT < Oparax # 0,y (x,3x%/2) — 0: el origen no es

0 0
minimo local. Su hessiana, de f = y? — 3x%y + 2x%, es (0 2): semidefinida.

Figura 24: Peano: entre las parabolas y = x% e y = 2x? (sombreado) f < 0. Cada recta por el origen

(punteada) sale de la zona sombreada cerca del origen; la parabola y = 3x2/2 (discontinua) no.
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Ejemplo C3-028.E2
f(x,y) = x3 — 3x + y?: puntos criticos (1, 0); (1,0) es minimo local estricto (D = 12 > 0,
A=6>0)y(—1,0) puntosilla (D = —-12).

1. Vf=(3x?2-3,2y) =0 & x =41,y = 0(C3-015.T1, C3-016.T1, C3-028.T1).
6x 0
2. He(x,y) = <0 2). En(1,0):A=6,D =12.En(-1,0): A = —6,D = —12.C3-028.C1

da las dos conclusiones.

3. El minimo no es global: f(x,0) = x3 — 3x - —oo cuando x —» —o.

Por qué cada hipotesis

A La cota uniforme

El Ejemplo de Peano muestra por qué la prueba de C3-028.T3 necesita h - Hr(x)h = Z|h|? con
J f 2

E la misma m para todas las direcciones h: mirar cada recta por separado no basta. Con Hs(0)
E definida esa cota existe (C3-021.T1, compacidad de la esfera); con Hf(0) solo semidefinida, no.

AVfla) =0

I f =x%?+y?+xtiene hessiana 21, (definida positiva) en todas partes, y 0 no es extremo: V£ (0) =

(1,0). El criterio se aplica en puntos criticos.

E La prueba usa Taylor con f € C? y la continuidad de Hp en a. Si las segundas parciales existen

pero no son continuas, la hessiana en a no controla a la hessiana cerca de a.

Ejercicios

1. Clasifica los puntos criticos de f(x,y) = x? + xy + y? — 3x.
2. Clasifica los puntos criticos de f(x,y) = x* + y* — 4xy.
3. Demuestra que si Hy(a) es definida positivay Vf(a) = 0,hayr > 0yc > 0 con f(x) = f(a) +

c|x —al®> en B(a,7).
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4. Sea f(x,y,z) = x> + y? + z2 + xy + yz. Demuestra que 0 es minimo local estricto usando AL.6.

5. Seaf € C>conVf(0) =0y Hf(0) semidefinida positivay no nula. ;Puede ser 0 un maximo local?

Respuestas

1. Vf=@2x+y—-3,x+2y)=0en(2,-1);A=2,B=1,C =2,D =3 > 0: minimo local estricto.
2. Vf = (4x3 —4y,4y3 —4x) = 0:y = x3,x% = x,asi x € {0,1,—1}: (0,0), (1,1), (—1,-1).

12x%2  —4
H = ( ) En (0,0): D = —16,silla. En (+1,41): D = 128, A = 12: minimos locales

-4 12y2
estrictos.
3. Esel paso 5 de la prueba de C3-028.T3, con ¢ = m/4.
210
4.H=|1 2 1 |, menores2,3,4 >0 (AL.6 A Algebra Lineal): definida positiva, y V£ (0) = 0.
0 1 2
5. No. Si 0 fuera maximo local, H := H(0) seria también semidefinida negativa (C3-028.T2), asi

que h - Hh = 0 para todo h. Como H es simétrica, h;; = %(QH(ei +¢;) — Qu(e) — QH(ej)) =0
parai # jy h;; = Qq(e;) = 0: H = 0, contra la hipétesis. (Puede ser silla: x? — y*))



C3-029 - Multiplicadores de Lagrange

Motivacion

La pantalla de diagonal fija

Las pantallas se venden por su diagonal. Con diagonal fija de v2 m, el ancho x y el alto y cumplen
x? + y? = 2. ;Qué forma da mas 4rea xy? La cuadrada, de 1 m x 1 m, da 1 m? una 16:9 con la
misma diagonal da 288/337 ~ 0.8546 m?.

En la mejor pantalla, la hipérbola xy = 1 toca a la circunferencia sin cruzarla: sus normales, Vf
y Vg, son paralelas. Eso es el método de los multiplicadores de Lagrange: Vf(a) = AVg(a).
Doénde falla la analogia: las pantallas son 16:9 por el contenido que muestran, no por su area; y

en el modelo los anchos negativos también cuentan.

Parte 1 - Una restriccion

Definicion C3-029.D1 (extremo condicionado)

Sean U c R™ abierto, f : U > R,g: U —>R™ (m<n)yM :={x € U : g(x) = 0}. Un extremo
local de f sujeto a g = 0 es un extremo local de f|;; (C3-028.D1 con 4 = M).

Teorema C3-029.T1 (Lagrange, una restriccion)

Sean U c R™ abierto (n = 2), f,g € C1(U), M := {g = 0} y a € M un extremo local de f|, con
Vg(a) # 0. Entonces existe A € R con Vf(a) = AVg(a).

Idea de la demostracion
Por cada direccién v tangente a M (es decir, v L Vg(a)) hay una curva en M con esa velocidad

(C3-026.C2). En ella f tiene un extremo, asi que Vf(a) - v = 0. Aplicado a la parte de Vf(a)

188
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ortogonal a Vg(a), esa parte es 0. No hace falta algebra lineal.

Demostracién. Supongamos que a es un maximo local de f|, (el minimo es igual): hay r > 0 con
f(x) < f(a)parax € M N B(a,r) (C3-028.D1).

. Seav € R" conVg(a)-v = 0.Como g € C1(U), g(a) = 0y Vg(a) # 0, por C3-026.C2 hay § > 0

yy:(=6,8) > Udeclase C! con g(y(t)) =0,y(0) = ayy'(0) = v.

. Cada y(t) esta en M. y es continua en 0 (C3-002.T3), asi que hay 6’ € (0,5] cony(t) € B(a,r)

para [t| < §'. Paraesost, f(y(t)) < f(a) = f(y(0)): f o y tiene un maximo local en el punto
interior 0 (C1-032.D1).

. f es diferenciable en a (C3-017.C2), asi que f o y es derivable en 0 con (f ¢ ¥)'(0) = Vf(a) - v

(C3-016.T4). Por Fermat (C1-032.T1), Vf(a) - v = 0.

. Sean A := Vf(a) - Vg(a)/|Vg(a)|? (definido porque Vg(a) # 0, C3-001.T2) y w := Vf(a) —

AVg(a). Entonces (C3-001.T2)

w-Vg(a) = Vf(a) - Vg(a) — A|Vg(a)|* = 0.

5. Porelpaso3 conv =w:Vf(a) -w=0.
6. Asi (C3-001.T2)

w2 =w-Vf(a)—Aw-Vg(a) =0—-0=0,

luegow =0y Vf(a) =1AVg(a). B

A El método, no el teorema

C3-029.T1 da una condicion necesaria: en un extremo condicionado, Vf = AVg. Los puntos que
la cumplen son candidatos. Para saber cudl es el maximo hace falta saber que el maximo existe
(por ejemplo, M compacto, C3-014.C1) y comparar los valores. Y f = x3 sujetoay = 0 cumple

Vf(0) =0 =0- Vg sin que 0 sea extremo.

Ejemplo C3-029.E1 (primera mitad: xy en la circunferencia)
Enx?+y? = 2, f = xy alcanza su maximo 1 en (41, +1) (mismo signo) y su minimo —1 en los

otros dos.
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1. g := x>+ y%2—2esC!conVg = (2x,2y),quenoes 0 en M (0 ¢ M) (C3-016.T1, C3-
015.T1).

2. M = {g = 0} es cerrado (C3-012.T4) y acotado (M < B(0,+/2)), luego compacto (C3-
010.T4); f es continua. Por Weierstrass (C3-014.C1), | alcanza un maximo y un minimo,
que son extremos locales de f| .

3. Por C3-029.T1, en ellos (y, x) = A(2x,2y):y = 2Ax y x = 21y, asi que x = 4A%x.

4. Six = 0,entoncesy = 0,que no estien M.Asi 4% = 1,1 = i%yy = 4x;conx?+y? =2,
x% =1 (C1-003.T5). Los candidatos son (+1, +1).

5. f=1en(1,1)y(—1,-1),f =—1en(1,—1) y (—1,1). El maximo es 1 y el minimo —1.

Figura 25: Niveles de f = xy (hipérbolas) y la restriccién x? + y? = 2 (discontinua). En los cuatro

extremos, la hipérbola xy = +1 toca a la circunferencia: Vf || Vg.
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Parte 2 - Varias restricciones

Teorema C3-029.T2 (varias restricciones)

Sean U c R" abierto, f € C1(U),g € C*(U,R™)conm < n,M := {g = 0} ya € M un ex-
tremo local de f|), tal que Vg, (a), ..., Vg, (a) son linealmente independientes. Entonces existe
(A4, o, An) € R™ con Vf (a) = X; 4;Vg;(a).

Idea de la demostracion
Con AL.3 se eligen m coordenadas que se pueden despejar; con la funcién implicita, M es cerca
de a la graficay = ¢(u). Entonces h(u) := f(u, ¢(u)) tiene un extremo libre, Vh = 0, y de ahi

se despeja el renglon de multiplicadores.

Demostracién. Supongamos que a es un maximo local de f|,, con r como en C3-028.D1.

1. Elegir coordenadas. Las filas de Jg(a) son los Vg;(a) (C3-022.T1), linealmente independientes, y
m < n. Por AL.3 A Algebra Lineal hay columnas j; < -+ < j,,, cuya submatriz m X m es invertible.
Sea o la permutacion lineal de coordenadas que pone esas columnas al final; f c 0y g © 0 son
C! (C3-023.C1), sus jacobianas son las de f y g con las columnas permutadas (C3-023.T1), y el
enunciado para ellas implica el enunciado para f y g (multiplicando por la matriz inversa de la
permutacion, AL.1). Asi, sin perder generalidad, x = (w,y) conu € R*™,y € R™, y D, g(a)
invertible.

2. M como grdfica. Sea a = (ug,yy). Por la funcién implicita (C3-026.T1) hay abiertos Uy 3 ay
W3uyye: W - R™declase C! con ¢(ug) = yo, (u, @(w)) € Uy y g(u, ¢(u)) = 0 parau € W,
y

Do(up) = —Dyg(a)~'Dyg(a).

3. Extremo libre. u » (u,@(u)) es continua (C3-012.T2) y vale a en u,; la preimagen del abierto
B(a,r) es un abierto W' < W conu, € W' (C3-012.T4). Parau € W', (u,¢(u)) € M n B(a,r),
asi que h(u) := f(u, @(u)) < f(a) = h(uy): h tiene un maximo local en u, interior de W'.

4. Vh = 0. h es diferenciable en u, (C3-023.T1, C3-017.C2), y por C3-028.T1, Dh(u,) = 0. Por la
cadenay el producto por bloques (C3-023.T1, AL.1):

0 = Dh(uo) = Dyuf(a) + Dy f(a) Dp(uo) = Dyuf (a) — Dy f (a) Dyg(a)~*Dyg(a).
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5. Los multiplicadores. Sea el renglén A := D, f (a) Dyg(a)‘1 (1 x m). Entonces (AL.1, C3-007.T4)

ADyg(a) =Dyf(a),  ADyg(a) = Dyf(a)

(la segunda por el paso 4).
6. Juntando los bloques, Df (a) = (Dyf(a) Dyf(a)) = A(Dyg(a) Dyg(a)) = ADg(a). Como los
renglones de Dg(a) sonlos Vg;(a) (C3-022.T1), esto es Vf(a) = };; 4;Vg;(a). A

Un dron sobre una cipula y una rampa
La cipula x? +y2+ 22 = 1 cortalarampa x + y + z = 1 en una circunferencia. Su altura minima
es—1/3.

1.gi=x*>+y?>+z2—1,g,=x+y+z—1,f =2zVg, = 2(x,y,2) yVg, = (1,1,1) son
dependientes solo si x = y = z,y entonces 3x = 1y x? + y?> + z2 = 1/3 # 1: en M son
independientes.

2. M es compacto (cerrado y acotado), asi que f alcanza maximo y minimo (C3-014.C1).

3. Por C3-029.T2:(0,0,1) = u;(2x,2y,22) + u,(1,1,1). Las dos primeras componentes dan
2p1x = 2p,y.Sipg = 0,laprimeradapu, =0ylaterceral = 0; asix = y.

4. Entonces 2x + z = 1y 2x% + z? = 1; sustituyendo z = 1 — 2x: 6x%2 —4x = 0, x € {0,2/3}.

5. Candidatos: (0,0,1) conz =1y (2/3,2/3,—1/3) con z = —1/3. El minimo es —1/3 y el

maximo 1.

Ejemplo C3-029.E1 (segunda mitad: la cuspide)
La hipétesis Vg(a) # 0 no sobra:en M = {y? —x3 = 0}, f = x tiene su minimo en (0, 0), donde
Vg =0y Vf = (1,0) no es multiplo de Vg.

1. Si(x,y) € M,x3 = y2 >0 (C1-003.T5),asique x > 0 (six < 0,x3 < 0): f =0 = £(0,0)
en M,y (0,0) es el minimo.

2. Vg = (—3x2,2y) vale (0,0) en el origen, y Vf = (1,0) # A - 0 para todo A.

3. La conclusion de C3-029.T1 falla porque falla una hipdtesis: en el pico de la cispide no

hay curvas C! en M con todas las velocidades tangentes.
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Por qué cada hipotesis

A Gradientes independientes

EnR3, g, =zyg, = z—x?definen M = {x =0,z = 0}, el ejey. f = x es 0 en M, asi que todo
punto de M es extremo. Pero en M, Vg, = Vg, = (0,0, 1) son dependientes,y Vf = (1,0,0) no

es combinacion de ellos.

A fygdeclase C!

E La prueba usa C3-026.C2 y C3-026.T1, que piden C'; y la regla de la cadena, que pide f diferen- |
i ciable. :

___________________________________________________________________________

Ejercicios

. Encuentra los extremos de f = x + y en x? + 4y? = 5,

. Encuentra la caja rectangular de volumen xyz maximo cuyas tres dimensiones suman 3 (x + y +

z=3,x,y,z > 0).

3. Encuentra el punto de larectax + y = 2, z = 0 mas cercano a (0, 0, 1) usando dos restricciones.

Demuestra que si a es un extremo de f |, con M = {g = 0} y Vg(a) # 0, entonces el hiperplano

tangente a M en a esta contenido en el hiperplano tangente al nivel {f = f(a)}, si Vf(a) # 0.

. (Por qué C3-029.T1 pide n = 2? ;Qué pasa conn = 1?

Respuestas

1.

(1,1) = 1(2x,8y): x = 4y,20y%2 =5,y = i%. Maximo 5/2 en (2, %), minimo —5/2 en (-2, —%)

(la elipse es compacta).

. (vz,xz,xy) = A(1,1,1)dax = y = z = 1 (en (0,)3), volumen 1. El maximo existe en el

compacto {x,y,z = 0,x + y + z = 3} y no estd en el borde (volumen 0).

f=x?+y24+(z-1D% g1 =x+y—2,9, = z:(2x,2y,2(z— 1)) = u;(1,1,0) + u,(0,0,1) da

x =y =1,z = 0; distancia V3.
SiVg(a) - (x —a) = 0,entonces Vf(a) - (x —a) = AVg(a) - (x —a) = 0.

. Conn=1yVg(a) = g'(a) # 0, M eslocalmente el punto a (g es estrictamente monotona cerca),

y todo punto aislado es extremo: la conclusion vale con A = f'(a)/g'(a), pero C3-026.C2 (que

pide n = 2) no se aplica; el caso es trivial.



C3-030 - Extremos absolutos y

aplicaciones

Motivacion

La placa circular

Una placa circular de radio 1 se calienta de forma desigual: su temperatura, sobre la del ambien-
te, es f(x,y) = x%2 + 2y? — x. ;D6nde esta el punto mas caliente? La tentacién es buscarlo en
(0,+1), donde 2y? es mayor; ahi f = 2. Pero el maximo es 9/4, en (—1/2,+v/3/2): el término
—Xx premia ir a la izquierda.

El método es siempre el mismo: en un compacto el maximo existe; esta en el interior, donde
Vf = 0, o0 en la frontera, donde se usa Lagrange; y se comparan los candidatos.

Doénde falla la analogia: una placa real pierde calor por el borde y su temperatura cambia con el

tiempo; aqui f es una funcidn fija.

Resultados

Teorema C3-030.T1 (método para extremos absolutos)

Sean K c R" compacto no vacioy f : K = R continua. f alcanza su maximo y su minimo
(C3-014.C1), y cada punto donde los alcanza estd en dK o es un punto de int K donde f no es
diferenciable o donde Vf = 0.

Demostracion.

1. Por Weierstrass (C3-014.C1), f alcanza su maximo y su minimo en K.

2. Seap € K donde f alcanza su maximo (el minimo es igual). R" es la unién disjunta de int K, K
e int(R™ \ K) (C3-008.T3),y p € K no estd en la dltima; asi p € intK op € 9K.

3. Sip € intKy f es diferenciable en p: intK es abierto (C3-008.T3),y f(x) < f(p) para todo

194
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x € intK, asi que p es un maximo local de f|;,.x (C3-028.D1). Por C3-028.T1 con U = intK,
Vf(p)=0.1

En la practica, si dK es un nivel {g = 0} con Vg # 0, un maximo de f en dK es también un maximo de

flak,y C3-029.T1 da los candidatos de frontera.

Ejemplo C3-030.E1 (la placa circular)
En el disco x? + y2 < 1, f = x? + 2y? — x tiene minimo —1/4 en (1/2,0) (critico interior) y

méximo 9/4 en (—1/2, +v/3/2) (Lagrange en la circunferencia).

1. K = B(0,1) es compacto (C3-010.E1), su interior es B(0, 1) y su frontera la circunferencia
(C3-008.E1). f es un polinomio, continuo y diferenciable en R2.

2. Interior. Vf = 2x —1,4y) = 0 & (x,y) = (1/2,0), que esta en B(0,1) (C3-015.T1,
C3-016.T1); f(1/2,0) = —1/4.

3. Frontera. g = x* + y?> — 1,Vg = (2x,2y) # 0 en la circunferencia. Por C3-029.T1, en un
extremo de f enella: 2x — 1 = 2Ax y 4y = 24y.

4. Delasegunda,y =004 =2.Siy =0:(£1,0),con f(1,0) =0y f(—=1,0) = 2.S5i1 = 2:
2x—1=4x,x=-1/2,y> =3/4yf(-1/2.£V3/2) = T+ >+ =

5. Comparacién. Por C3-030.T1, el maximo y el minimo estan entre los valores —%, 0,2,

minimo es —1/4 en (1/2,0) y el maximo 9/4 en (—1/2, +v3/2).

9
=:el
4
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Figura 26: Niveles de f = x? + 2y2 — x en el disco. El minimo (cuadrado) es un punto critico interior;

los maximos (circulos) estan en el borde.

A La frontera no se puede olvidar

f = x eneldisco tiene Vf = (1, 0): no hay candidatos interiores. Sus extremos, +1 en (%1, 0),
estan en la frontera. Y sin compacidad no hay garantia: x? + y? en el disco abierto no alcanza su

supremo 1.

Un valor propio por Lagrange

Teorema C3-030.T2 (valor propio por Lagrange)

Si A es simétrica n X n, Q4 alcanza su maximo en la esfera unitaria en algin u, y Au = Au con
A = Q4(uw). En particular toda matriz simétrica real tiene un valor propio real, y ese 4 es el

mayor de sus valores propios.

Idea de la demostracion

La esfera es compacta, asi que Q4 alcanza su maximo en ella. La esfera es el nivel de |x|?> — 1, con
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gradiente 2x,y VQ4 = 2Ax: Lagrange dice exactamente Au = Au.

Demostracién. Sea S 1= {x : |x| = 1}.

1.n=1A4A=(a),S={+1},04(x) =ayA(l)=a-1:1=a.

2. n = 2. S escompacta y no vacia (C3-010.E1) y Q4 es continua (polinomio): alcanza su maximo en
algtin u € S (C3-014.C1), que es un méaximo local de Q, sujetoa g := |x|?> — 1 = 0 (C3-029.D1).

3. Vg(x) = 2x # 0en S (C3-016.T1, C3-016.T3). Para el gradiente de Q,(x) = Zi'j a;jX;x;j, por
C3-015.T1y la simetria a;; = a;; (AL.1):

0Qa(x) = Z agjxj + z Ajrx; = 2(AX)g,

j i
es decir, VQ,4(x) = 2Ax.

4. Por Lagrange (C3-029.T1) hay ¢ con 2Au = u - 2u: Au = pu, y u # 0: u es valor propio.

5. Quw) =u-Au =u-uu = plu|® = u (C3-001.T2). Asi u = .

6. Es el mayor. Si Aw = vw conw # 0,seaw’ := w/|w| € S; también Aw' = vw' (AL.1),y
v=0,w) <) =11

A Qué demuestra y qué no

C3-030.T2 es el primer paso del teorema espectral (AL.5). El resto, que hay una base ortonormal
de vectores propios, se obtiene repitiendo el argumento en el complemento ortogonal de u: eso

queda en Algebra Lineal I.

Dos aplicaciones mas

Ejemplo C3-030.E2 (desigualdad de las medias)

Para xq, ..., X, > 0, (X1 - )™ < (x; + *-- + x,,)/n, con igualdad solo si todos son iguales.

1. Sin = 1, es unaigualdad. Sean > 2y K := {x € R" : x; > 0, )}, x; = n}. K es cerrado
(interseccion de preimagenes de cerrados, C3-012.T4) y acotado (0 < x; < n): compacto

(C3-010.T4).

2. P(x) := xq -+ x, es continua, y alcanza su maximo en K (C3-014.C1). Como P(1, ...,1) =1,



Céalculo en varias variables I 198

en todo punto de maximo p, P(p) = 1 > 0, asi que todas las p; > 0 (C1-005.T9).

3. Sea U := (0,0)", abierto, y g(x) := X;x; —n,conVg = (1,..,1) # 0. Como M :=
Un{g =0} cK,pesun maximo de P|y.

4. Por Lagrange (C3-029.T1, C3-015.T1): 9;P(p) = Il;»;p; = 4 para cada i, es decir,
P(p)/p; = A. Como P(p) > 0,4 > 0y p; = P(p)/A para todo i: todas iguales, y como
sumann,p = (1,...,1).

5. Asixq - x, < 1 enK, con igualdad solo en (1, ..., 1) (todo punto de maximo es ese).

6. Para x; > 0 cualesquiera, sea s := (x; + - + x,)/n > 0ey; := x;/s; entonces y € K
y 1y = [1x;/s™ < 1 (C1-005.T9): [1x; < s™ y ([1x;)/™ < s (€C1-023.C2). La igualdad

obligaay = (1, ..., 1), es decir, x; = s para todo i.

Ejemplo C3-030.E3 (distancia a un hiperplano)
La distancia del origen al hiperplano a - x = ¢ (a # 0) es |c|/|a|, alcanzada en ca/|a|?: por

Cauchy-Schwarz (que da también la existencia del minimo) y, paran > 2, de nuevo por Lagran-

ge.

1. Con Cauchy-Schwarz. Si a - x = c, entonces |c| = |a - x| < |a||x| (C3-001.T3), asi que
x| = [c]/]al.

2. xo := ca/|a|? esta en el hiperplano (a - xq = c|a|?/|a|?> = ¢)y |xo| = |c|/|al: 1a cota se
alcanza.

3. Con Lagrange (n = 2).El minimo de |x|? en el hiperplano existe (paso 2); cong = a-x—c,
Vg = a # 0y (C3-029.T1 da 2x = Aa. Sustituyendoena -x = c: A|a|?/2 = ¢,y x =

ca/lal? = x,.

Ejercicios
1. Encuentra el maximo y el minimo de f = xy en el tridngulo de vértices (0, 0), (2, 0), (0, 2).
2. Encuentra los extremos de f = x? — y? en el disco x? + y? < 4.
2 1
3. Encuentra el mayor valor propio de (1 2) maximizando Q4 en la circunferencia unitaria.

4. Calculala distancia del origen al plano x — 2y + 2z = 6.
5. Demuestra la desigualdad entre la media aritmética y la cuadratica: (x; + - + x,)/n <
JOZ + -+ xE)/n.
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Respuestas

1. Interior: Vf = (y,x) = 0 soloen (0, 0), que es vértice. Frontera: en los catetos f = 0;enx+y = 2,
f =x(2 —x), maximo 1 en (1, 1). Maximo 1, minimo 0.

2. Interior: (0, 0), f = 0 (silla). Frontera,x = 2cost,y = 2sent: f = 4 cos 2t. Maximo 4 en (2, 0),
minimo —4 en (0, £2).

3. Q = 2h? 4+ 2hk + 2k? = 2 + 2hk en la circunferencia, maximo en (1,1)/v2: 1 = 3.

4. |c|/lal = 6/N1T+4+4=2.

5. Por Cauchy-Schwarz con (1, ..., 1): X x; < v/n_[X x7; se divide entre n.



C3-031 - Cierre de Calculo III

Motivacion

Un mapa de metro

A lo largo del curso hubo un dron que media distancias con un radar, que se movia con dos
mandos y que sobrevolaba terrenos con fondos, cimas y puertos; una placa que se calentaba;
una app que deformaba un mapa; una pantalla de diagonal fija. Detras de todo hubo una sola
lista de 205 piezas, cada una demostrada con las anteriores, salvo cinco hechos de Algebra Lineal
[ declarados desde el principio.

Este capitulo es el mapa de esa lista: siete lineas, una por capitulo, y una ruta principal que va
de la completitud de R™ a los multiplicadores de Lagrange.

Doénde falla la analogia: en el metro puedes ir y volver; en el curso las vias tienen un solo sentido

(una pieza solo usa piezas anteriores), y eso es justo lo que evita los circulos viciosos.

Lo que se demostro

1. Curvas (C3-001 a C3-006). R" con el producto punto, Cauchy-Schwarz (C3-001.T3) y el trian-
gulo; curvas derivadas componente a componente; la longitud de arco de Calculo II, ahora en R",
con £(y) = [ |y'|; el pardmetro de arco; curvatura, torsién y Frenet-Serret.

2. Normas (C3-007). Espacios vectoriales y normas; || - ||, || * [|; toda lineal de R™ en R™ es una
matriz; matriz invertible y reglas de AL,

3. Topologia (C3-008 a C3-014). Abiertos, cerrados y frontera; completitud (C3-009.T2) y
Bolzano-Weierstrass (C3-009.T3) en R"; Heine-Borel (C3-010.T4); conexidad; continuidad;
Weierstrass (C3-014.C1) y Heine en R"; todas las normas de R" son equivalentes (C3-014.T5).

4. Funciones de R" en R (C3-015 a C3-019). Parciales y direccionales; diferenciabilidad y gra-
diente; TVM (C3-017.T1); parciales continuas = diferenciable; Schwarz; Taylor con residuo de
Lagrange (C3-019.T2), obtenido de Taylor en una variable a lo largo de un segmento.

5. Transformaciones lineales (C3-020, C3-021). Norma de operador; serie de Neumann (C3-

020.T3); las invertibles forman un abierto y la inversién es continua (C3-020.T2); formas
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cuadraticas, la cota m|h|? y su estabilidad.

. Funciones de R" en R™ (C3-022 a C3-027). Jacobiana; desigualdad del valor medio (C3-

022.T3); la inversion es C* (C3-022.T4); regla de la cadena (C3-023.T1); Banach (C3-024.T1);
funcién inversa (C3-025.T1, C3-025.T2); funcién implicita (C3-026.T1); divergencia, rotacional

y laplaciano.

. Extremos (C3-028 a C3-030). Condiciones necesarias; criterio del hessiano sin diagonalizar (C3-

028.T3); Lagrange con una (C3-029.T1) y con varias restricciones (C3-029.T2); extremos abso-
lutos; un valor propio real por Lagrange (C3-030.T2).

La ruta principal

Cada flecha es un «usa:» de TEOREMAS-C3.

. Completitud de R™ (C3-009.T2) - Banach (C3-024.T1).
. Compacidad de la esfera (C3-010.T4) y Weierstrass (C3-014.C1) — equivalencia de normas (C3-

014.T5) — convergencia absoluta en matrices (C3-014.T6) — serie de Neumann (C3-020.T3) -
las invertibles son un abierto (C3-020.T2) — la inversion es C* (C3-022.T4).

3. TVM (C3-017.T1) - desigualdad del valor medio (C3-022.T3).

. Desigualdad del valor medio + Banach + invertibles abiertas — inyectividad local e imagen abierta

(C3-025.T1).

5. C3-025.T1 + regla de la cadena (C3-023.T1) + inversién C*® — la inversa es C' y C¥ (C3-025.T2).

. Inversa por bloques (C3-026.T0) + funcién inversa — funcién implicita (C3-026.T1) — curvas en

un nivel (C3-026.C2).

. Curvas en un nivel + Fermat (C1-032.T1) — Lagrange con una restricciéon (C3-029.T1) — valor

propio real (C3-030.T2).

A Sin determinantes

Ninglin teorema de esta ruta usa el determinante (AL.4). «D f(a) invertible» se lee como «jaco-
biano # O0», pero las pruebas usan la norma de operador, la serie de Neumann y la derivada

H - —M~'HM™1 de la inversidn.

Lo que se cit6 de Algebra Lineal
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Pieza Qué dice Dénde se us6
AL.1 algebra de matrices, norma de operador, formas
transpuesta cuadraticas, cadena, inversas,
bloques, VQ, = 24x
AL.3 rango por filas = por columnas;  solo Lagrange con varias
submatriz invertible restricciones (C3-029.T2)
AL.4 determinante; invertible < solo para leer el jacobiano
det#0 (C3-022.D3) y en ejemplos
(C3-021.E1, C3-022.E1)
AL.5 teorema espectral solo en los criterios generales
(C3-021.T4)
AL.6 criterio de Sylvester solo en los criterios generales
(C3-021.T4)

AL.2 («inyectiva < invertible») se eliminé: la serie de Neumann (C3-020.T3), la inversa por bloques
con su reciproco (C3-026.T0) y la inversion C*® (C3-022.T4) lo hicieron innecesario. El criterio del hes-
siano (C3-028.T3) no necesita AL.5 ni AL.6: le basta la cota m|h|? (C3-021.T1). Y el primer paso del

teorema espectral, que una simétrica tiene un valor propio real, si se demostré (C3-030.T2).

De Calculo I siguen el axioma EN (eleccion numerable), que en R" entra a través de C3-009.TO, y la

recursion C1-005.T11, demostrada en el apéndice de C1-005.

Lo que no se enuncio

El teorema del rango y el lema de Morse, opcionales del programa 0093, no se enuncian: el curso no

deja piezas sin demostrar (TEMARIO, decisién 7).

Lo que viene: Calculo IV

- Integrales miultiples. Fubini y el cambio de variables, donde los jacobianos de C3-022.E1
(detJP = r,detJE = p? sen @) seran el factor de escala de areas y volumenes.

- Integrales de linea y de superficie, con las curvas del capitulo 1.

- Green, Stokes y Gauss, donde div y rot (C3-027) tendran su significado fisico: flujo y circulacidn.

- Convergencia uniforme, que cierra las piezas de Calculo II que quedaron para Calculo IV.



Céalculo en varias variables I 203

Ejercicios

Sigue en TEOREMAS-C3 los «usa:» de C3-029.T1 hasta llegar a una pieza de Calculo I. ;Cual es?
;Qué parte de la prueba de la funcién inversa falla si R™ no fuera completo?
Explica por qué el criterio del hessiano no necesita diagonalizar la hessiana.

;Donde se usé la compacidad de la esfera unitaria en el curso? Da tres lugares.

oo W

;Por qué la versién C* de la funcién inversa no necesita la formula de la adjunta?

Respuestas

1. Por ejemplo, C3-029.T1 usa C1-032.T1 (Fermat) directamente; también, a través de C3-026.C2
— (C3-026.T1 - C3-025.T1 — C3-024.T1, llega a C1-014.T3 (a™ — 0).

2. Laimagen abierta (C3-025.T1 b): el punto fijo de ¢, sale de Banach, que usa la completitud (C3-
009.T2).

3. Porque usa la cota h - He(a)h = m|h|? (C3-021.T1, compacidad de la esfera) y su estabilidad
(C3-021.T2); no hacen falta valores propios.

4. Laequivalencia de normas (C3-014.T5), la cota cuadratica (C3-021.T1) y el valor propio real (C3-
030.T2).

5. Porque Dg = (o (Df o g) y la inversién t es C* (C3-022.T4), demostrado con Di(M)H =
—M~*HM™! yla continuidad de t.
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