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Prólogo

Este libro continúa Cálculo diferencial y Cálculo integral con el mismo objetivo: demostrar todo. Cada
teorema del cálculo en varias variables que aparece aquı́ se demuestra completo, paso a paso, sin «es
fácil ver», sin «se deja al lector» y sin usar nada que no se haya demostrado antes, aquı́ o en los dos
primeros libros.

El recorrido sigue el programa de Cálculo Diferencial e Integral III de la Licenciatura en Matemáti‑
cas de la Facultad de Ciencias de la UNAM, en sus siete temas y en su orden: las funciones de ℝ en ℝⁿ
(curvas, longitud de arco, curvatura, torsión y las fórmulas de Frenet–Serret); los espacios normados;
la topologı́a de ℝⁿ (abiertos, cerrados, compactos con el teorema de Heine–Borel, conexos) y la con‑
tinuidad de funciones de ℝⁿ en ℝᵐ; las funciones de ℝⁿ en ℝ (derivadas parciales, diferenciabilidad,
gradiente, el teorema del valor medio, el teorema de Schwarz y la fórmula de Taylor); las transforma‑
ciones lineales (norma de operador y formas cuadráticas); las funciones de ℝⁿ en ℝᵐ (la diferencial, la
regla de la cadena, el punto ϐijo de Banach y los teoremas de la función inversa y de la función im‑
plícita, con divergencia, rotacional y laplaciano); y los máximos y mı́nimos (el criterio del hessiano y
los multiplicadores de Lagrange). Los dos temas opcionales que sostienen a los demás (espacios nor‑
mados y transformaciones lineales) sı́ se incluyen; el teorema del rango y el lema de Morse, también
opcionales, no.

Cómo está hecho

– Todo parte de los mismos axiomas. Los axiomas de los números reales (K1–K9, O1–O3 y S), el
principio de elección numerable (EN) y lo demostrado enCálculo diferencial yCálculo integral son
el punto de partida. Los resultados de los libros anteriores se citan con su número, por ejemplo
«(C1‑033.T1)» o «(C2‑014.T11)»; los de este libro empiezan con C3.

– Cada paso dice qué usa. Las justiϐicaciones aparecen entre paréntesis con el número del resulta‑
do que se aplica, por ejemplo «(C3‑014.C1)». El número indica la clase (C3‑014) y la pieza dentro
de ella (C1 = primer corolario). Detrás del libro hay un inventario de 205 piezas en el que cada
una declara de qué depende, y un programa comprueba que ninguna use algo posterior.

– Nada se redeϐine. La longitud de una curva es la de Cálculo integral con la norma de ℝⁿ; la conti‑
nuidad y la derivada en una variable son las de Cálculo diferencial; seno, coseno, π y las funciones

I



Cálculo en varias variables I II

trigonométricas inversas son las que se construyeron desde la integral, ya sin⚠.
– La elección se dice cuando se usa. EN habla de subconjuntos de ℝ; su versión en ℝⁿ se demues‑

tra (C3‑009.T0) y se cita en cada prueba que elige un punto por cada número natural. Cuando una
prueba puede evitar la elección, la evita: Weierstrass en ℝⁿ (C3‑014.C1), el teorema de Schwarz
(C3‑018.T1) y la bisección de Heine–Borel (C3‑010.T2) se demuestran sin elegir sucesiones.

– Intuición primero, formalidad siempre. Cada capı́tulo abre con una situación cotidiana (un
dron que mide distancias, el GPS de un excursionista, una placa que se calienta, un mapa que
se deforma) y dice dónde falla la analogı́a. Después vienen la deϐinición o el teorema formal, su
demostración y un contraejemplo por cada hipótesis, para que se vea por qué está ahı́.

Álgebra lineal: qué se demuestra y qué se cita

Cálculo III se cursa en la Facultad en paralelo con Álgebra Lineal I. El libro demuestra lo que el cálculo
usa y es corto de probar:

– las reglas de ℝⁿ, el producto punto, la desigualdad de Cauchy–Schwarz y la del triángulo (C3‑
001); el producto cruz y el marco ortonormal de ℝ³ (C3‑006);

– las normas ‖·‖₁ y ‖·‖_∞ y la equivalencia de todas las normas de ℝⁿ (C3‑007, C3‑014); que
toda transformación lineal de ℝⁿ enℝᵐ es unamatriz y es lipschitziana (C3‑007, C3‑012); qué es
una matriz invertible y las reglas de A⁻¹ (C3‑007);

– la norma de operador, la serie de Neumann, que las matrices invertibles forman un abierto y
que la inversión es continua (C3‑020) y de clase C^∞ (C3‑022.T4);

– las formas cuadráticas deϐinidas, su cota m|h|² y el criterio 2 × 2 (C3‑021); la inversa de una ma‑
triz por bloques (C3‑026.T0); y que todamatriz simétrica tiene un valor propio real, demostrado
con multiplicadores de Lagrange (C3‑030.T2).

Cinco hechos de la teorı́a general se citan sin demostración, cada uno con número propio y marcado
«⚠ AƵ lgebra Lineal» (capı́tulo C3‑007): el álgebra de matrices y la transpuesta (AL.1), el rango (AL.3),
el determinante (AL.4), el teorema espectral (AL.5) y el criterio de Sylvester (AL.6). Ninguno sostiene
la cadena principal del curso: la función inversa, la implı́cita y Lagrange no usan determinantes, y el
criterio del hessiano no diagonaliza. El determinante solo sirve para leer el jacobiano y en ejemplos;
el teorema espectral y Sylvester, en los criterios generales de positividad. Fuera del bloque AL no hay
piezas con⚠: nada se enuncia aquı́ para demostrarse después.

Lo que pertenece a Cálculo IV no se enuncia en este libro: las integrales múltiples (Fubini y el cambio
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de variables, que usará el jacobiano de C3‑022), las integrales de lı́nea y de superϐicie, y los teoremas
de Green, Stokes y Gauss, que darán su sentido fı́sico a la divergencia y al rotacional de C3‑027.

Cómo leerlo

Cada capı́tulo corresponde a una clase en video (algunos, a dos partes) del curso Cálculo en varias
variables I: todas las demostraciones, explicadas paso a paso de PyPro (pypro.mx). Se puede leer solo,
pero funciona mejor junto con el video: el video da la idea y la imagen; el libro da cada detalle por
escrito.

Los recuadros ayudan a orientarse:

– Teorema, deϐinición, ejemplo: el enunciado exacto, tal como se usa después.
– Idea: la estrategia de la demostración en una o dos frases.
– En la vida diaria: la situación cotidiana y el lı́mite de la analogı́a.
– Cuidado: errores frecuentes, lo que pasa si se quita una hipótesis y por qué una pieza lleva⚠.

Al ϐinal de cada capı́tulo hay ejercicios con sus respuestas. El último capı́tulo (C3‑031) es un mapa de
lo demostrado, del bloque de AƵ lgebra Lineal y de dónde se usó cada pieza citada.
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tantas generaciones dematemáticas ymatemáticos. Este libro sigue su programadeCálculoDiferencial
e Integral III y no existirı́a sin él.

A los creadores de Claude, en Anthropic, por su esfuerzo de condensar el conocimiento del mundo en
un modelo capaz de revisar, cuestionar y veriϐicar cada lı́nea de una demostración. Claude Opus 5.5
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C3‑001 ·ℝ𝑛: vectores, producto punto y
norma

Motivación

Los dos tramos del dron
Un dron de reparto sale de la base y vuela dos tramos rectos. Su GPS los reporta en kilómetros
(este, norte, arriba): primero 𝑢 = (2, 1, 2) y luego 𝑣 = (3, 4, 0). El primer tramo mide 3 km y el
segundo 5 km. ¿Puede el dron terminar a más de 8 km de la base?
Termina en 𝑢 + 𝑣 = (5, 5, 2), a √54 ≈ 7.35 km. La respuesta general es la desigualdad del
triángulo, y su corazón es la de Cauchy–Schwarz: |𝑢 ⋅ 𝑣| ≤ |𝑢||𝑣|. Aquı́ 𝑢 ⋅ 𝑣 = 10 ≤ 15. Solo se
llega a los 8 km si el segundo tramo sigue la dirección del primero.
Dónde falla la analogı́a: la Tierra es curva y el GPS mide sobre un elipsoide; aquı́ el espacio es
plano y las coordenadas son exactas.

En Cálculo I y II todo ocurrió en la recta. Este capı́tulo da las reglas de ℝ𝑛: suma, producto por escalar,
producto punto y norma. Todo se demuestra desde los axiomas de campo y orden y la raı́z cuadrada de
C2‑014.

El espacioℝ𝑛

Deϐinición C3‑001.D1 (ℝ𝑛)

Para 𝑛 ∈ ℕ, ℝ𝑛 es el conjunto de las 𝑛‑adas 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) de reales (funciones {1, … , 𝑛} → ℝ,
𝑖 ↦ 𝑥𝑖); 𝑥 = 𝑦 ⟺ 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 para 𝑖 = 1,… , 𝑛. Suma 𝑥 + 𝑦 ∶= (𝑥1 +𝑦1, … , 𝑥𝑛 +𝑦𝑛), producto por
escalar 𝑐𝑥 ∶= (𝑐𝑥1, … , 𝑐𝑥𝑛) (𝑐 ∈ ℝ), 0 ∶= (0,… , 0), −𝑥 ∶= (−𝑥1, … , −𝑥𝑛), 𝑥 − 𝑦 ∶= 𝑥 + (−𝑦).
Base canónica: 𝑒𝑖 tiene un 1 en el lugar 𝑖 y 0 en los demás.ℝ1 se identiϐica conℝ;ℝ𝑛 ×ℝ𝑚 con
ℝ𝑛+𝑚, (𝑥, 𝑦) ↦ (𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑚).
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Teorema C3‑001.T1 (reglas de ℝ𝑛)

Para 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ𝑛 y 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ: (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧); 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥; 𝑥 + 0 = 𝑥; 𝑥 + (−𝑥) = 0;
𝑐(𝑑𝑥) = (𝑐𝑑)𝑥; 1𝑥 = 𝑥; 𝑐(𝑥 + 𝑦) = 𝑐𝑥 + 𝑐𝑦; (𝑐 + 𝑑)𝑥 = 𝑐𝑥 + 𝑑𝑥. Además 𝑥 = ∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖𝑒𝑖 .

Idea de la demostración
Dos 𝑛‑adas son iguales si coinciden en cada lugar. Cada regla, leı́da en el lugar 𝑖, es un axioma de
campo.

Demostración.

1. En el lugar 𝑖, ((𝑥 + 𝑦) + 𝑧)𝑖 = (𝑥𝑖 + 𝑦𝑖) + 𝑧𝑖 = 𝑥𝑖 + (𝑦𝑖 + 𝑧𝑖) = (𝑥 + (𝑦 + 𝑧))𝑖 (C3‑001.D1, K1).
2. Igual: (𝑥+𝑦)𝑖 = 𝑥𝑖+𝑦𝑖 = 𝑦𝑖+𝑥𝑖 (K2); (𝑥+0)𝑖 = 𝑥𝑖+0 = 𝑥𝑖 (K3); (𝑥+(−𝑥))𝑖 = 𝑥𝑖+(−𝑥𝑖) = 0

(K4).
3. (𝑐(𝑑𝑥))𝑖 = 𝑐(𝑑𝑥𝑖) = (𝑐𝑑)𝑥𝑖 (K5); (1𝑥)𝑖 = 1 ⋅ 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 (K6).
4. (𝑐(𝑥 + 𝑦))𝑖 = 𝑐(𝑥𝑖 + 𝑦𝑖) = 𝑐𝑥𝑖 + 𝑐𝑦𝑖 y ((𝑐 + 𝑑)𝑥)𝑖 = (𝑐 + 𝑑)𝑥𝑖 = 𝑐𝑥𝑖 + 𝑑𝑥𝑖 (K9, K2).
5. Cada igualdad vale en todos los lugares, luego vale enℝ𝑛 (C3‑001.D1).
6. El lugar 𝑖 de∑𝑛

𝑗=1 𝑥𝑗𝑒𝑗 es∑
𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗(𝑒𝑗)𝑖 (C1‑005.T12, la suma se hace lugar a lugar). Como (𝑒𝑗)𝑖 = 0

si 𝑗 ≠ 𝑖 y (𝑒𝑖)𝑖 = 1, la suma vale 𝑥𝑖 (K3, K6).■

Producto punto y norma

Deϐinición C3‑001.D2 (producto punto y norma)

Para 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛: 𝑥⋅𝑦 ∶= ∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖𝑦𝑖 y |𝑥| ∶= √𝑥 ⋅ 𝑥 (C2‑014.D1;𝑥⋅𝑥 ≥ 0por ser sumade cuadrados).

La distancia entre 𝑥 e 𝑦 es |𝑥 − 𝑦|. Para 𝑛 = 1, |𝑥| = √𝑥2 es el valor absoluto (C1‑004.D1); para
𝑛 = 2, |(𝑥, 𝑦)| = ඥ𝑥2 + 𝑦2 es la de C2‑019.E1.

Para 𝑛 = 1: |𝑥| (valor absoluto) es≥ 0 y su cuadrado es 𝑥2 (C1‑004.T6); por la unicidad de C2‑014.D1,
√𝑥2 = |𝑥|. Ası́ la notación no choca.
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Teorema C3‑001.T2 (propiedades del producto punto)

Para 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ𝑛 y 𝑐 ∈ ℝ: 𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑥; (𝑥 + 𝑦) ⋅ 𝑧 = 𝑥 ⋅ 𝑧 + 𝑦 ⋅ 𝑧; (𝑐𝑥) ⋅ 𝑦 = 𝑐(𝑥 ⋅ 𝑦);
𝑥 ⋅ 𝑥 ≥ 0, y 𝑥 ⋅ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0; |𝑥| ≥ 0 y |𝑥| = 0 ⟺ 𝑥 = 0; |𝑐𝑥| = |𝑐||𝑥|; |𝑥|2 = 𝑥 ⋅ 𝑥;
|𝑥 ± 𝑦|2 = |𝑥|2 ± 2𝑥 ⋅ 𝑦 + |𝑦|2; |𝑥𝑖| ≤ |𝑥| para cada 𝑖; 𝑒𝑖 ⋅ 𝑥 = 𝑥𝑖 .

Demostración.

1. 𝑥 ⋅ 𝑦 = ∑𝑥𝑖𝑦𝑖 = ∑𝑦𝑖𝑥𝑖 = 𝑦 ⋅ 𝑥 (K6 en cada sumando).
2. (𝑥 + 𝑦) ⋅ 𝑧 = ∑(𝑥𝑖 + 𝑦𝑖)𝑧𝑖 = ∑𝑥𝑖𝑧𝑖 + ∑𝑦𝑖𝑧𝑖 (K9, C1‑005.T12 a).
3. (𝑐𝑥) ⋅ 𝑦 = ∑𝑐 𝑥𝑖𝑦𝑖 = 𝑐 ∑𝑥𝑖𝑦𝑖 (K5, C1‑005.T12 a).
4. Cada 𝑥2𝑖 ≥ 0 (C1‑003.T5, C1‑003.T9), ası́ que 𝑥 ⋅ 𝑥 ≥ 0 (C1‑005.T12 d).
5. Si 𝑥 ⋅ 𝑥 = 0: para cada 𝑖, 0 ≤ 𝑥2𝑖 ≤ ∑𝑗 𝑥2𝑗 = 0 (C1‑005.T12 d, los demás sumandos son≥ 0), luego

𝑥2𝑖 = 0 y 𝑥𝑖 = 0 (C1‑003.T5). El recı́proco es directo: 0 ⋅ 0 = 0.
6. |𝑥| = √𝑥 ⋅ 𝑥 ≥ 0 y |𝑥|2 = 𝑥 ⋅ 𝑥 (C2‑014.D1). |𝑥| = 0 ⟺ 𝑥 ⋅ 𝑥 = 0 ⟺ 𝑥 = 0 (C2‑014.T1:

√𝑢 = 0 ⟺ 𝑢 = 0; paso 5).
7. |𝑐𝑥|2 = (𝑐𝑥) ⋅ (𝑐𝑥) = 𝑐2(𝑥 ⋅ 𝑥) = |𝑐|2|𝑥|2 (pasos 1, 3, C1‑004.T6). |𝑐||𝑥| ≥ 0 (C1‑004.T1, paso 6)

tiene el mismo cuadrado que |𝑐𝑥| ≥ 0, ası́ que son iguales (C2‑014.D1).
8. Por los pasos 1‑3, |𝑥 + 𝑦|2 = (𝑥 + 𝑦) ⋅ (𝑥 + 𝑦) = 𝑥 ⋅ 𝑥 + 2𝑥 ⋅ 𝑦 + 𝑦 ⋅ 𝑦; con−𝑦 en lugar de 𝑦 sale

el signo−.
9. Por el paso 5, 𝑥2𝑖 ≤ |𝑥|2; como ambos lados son ≥ 0 y 𝑥2𝑖 = |𝑥𝑖|2 (C1‑004.T6), |𝑥𝑖| ≤ |𝑥| (C1‑

003.T9).
10. 𝑒𝑖 ⋅ 𝑥 = ∑𝑗(𝑒𝑖)𝑗𝑥𝑗 = 𝑥𝑖 (como en C3‑001.T1).■

Teorema C3‑001.T3 (Cauchy–Schwarz)

Para 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛: |𝑥 ⋅ 𝑦| ≤ |𝑥||𝑦|, con igualdad si y solo si uno de los dos es múltiplo escalar del
otro.

Idea de la demostración
La distancia al cuadrado de 𝑥 al punto 𝑡𝑦 de la recta de 𝑦 no es negativa. En el mejor 𝑡 (el pie de
la sombra de 𝑥) vale |𝑥|2 − (𝑥 ⋅ 𝑦)2/|𝑦|2.

Demostración.



Cálculo en varias variables I 4

1. Si 𝑦 = 0: 𝑥 ⋅ 𝑦 = 0 y |𝑦| = 0 (C3‑001.T2), se cumple la igualdad 0 = 0, y 𝑦 = 0 ⋅ 𝑥 es múltiplo de
𝑥.

2. Supongamos 𝑦 ≠ 0. Entonces |𝑦|2 > 0 (C3‑001.T2) y 𝑡0 ∶= (𝑥 ⋅𝑦)/|𝑦|2 está deϐinido (C1‑003.T7).
3. Por C3‑001.T2,

0 ≤ |𝑥 − 𝑡0𝑦|2 = |𝑥|2 − 2𝑡0(𝑥 ⋅ 𝑦) + 𝑡20|𝑦|2.

4. Al sustituir 𝑡0 (K1‑K9):

|𝑥 − 𝑡0𝑦|2 = |𝑥|2 − (𝑥 ⋅ 𝑦)2
|𝑦|2 .

5. Multiplicando por |𝑦|2 > 0 (C1‑003.T4, C1‑003.T9): (𝑥 ⋅ 𝑦)2 ≤ |𝑥|2|𝑦|2.
6. Ambos lados son cuadrados de números≥ 0: (𝑥 ⋅𝑦)2 = |𝑥⋅𝑦|2 (C1‑004.T6) y |𝑥|2|𝑦|2 = (|𝑥||𝑦|)2.

Por C1‑003.T9, |𝑥 ⋅ 𝑦| ≤ |𝑥||𝑦|.
7. Igualdad. Con 𝑦 ≠ 0, hay igualdad ⟺ (𝑥 ⋅ 𝑦)2 = |𝑥|2|𝑦|2 ⟺ |𝑥 − 𝑡0𝑦|2 = 0 (paso 4) ⟺

𝑥 = 𝑡0𝑦 (C3‑001.T2). En particular, la igualdad implica que 𝑥 es múltiplo de 𝑦.
8. Recı́procamente, si 𝑥 = 𝑐𝑦: |𝑥 ⋅𝑦| = |𝑐| |𝑦|2 = |𝑐𝑦||𝑦| = |𝑥||𝑦| (C3‑001.T2, C1‑004.T2). Si 𝑦 = 𝑐𝑥,

la misma cuenta con los papeles cambiados.■

x

y
t0y

Figura 1: La sombra de 𝑥 sobre la recta de 𝑦: el punto 𝑡0𝑦 es el más cercano a 𝑥 y el segmento de 𝑥 a
𝑡0𝑦 es perpendicular a 𝑦. Cauchy–Schwarz dice que la sombra no es más larga que 𝑥.
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Teorema C3‑001.T4 (desigualdad del triángulo)

Para 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ𝑛: |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|; ห|𝑥| − |𝑦|ห ≤ |𝑥 −𝑦|; |𝑥 − 𝑧| ≤ |𝑥 −𝑦|+ |𝑦 − 𝑧|. Para 𝑛 = 2
es C2‑020.T1.

Demostración.

1. Por C3‑001.T2, C1‑004.T1 y C3‑001.T3:

|𝑥 + 𝑦|2 = |𝑥|2 + 2𝑥 ⋅ 𝑦 + |𝑦|2

≤ |𝑥|2 + 2|𝑥||𝑦| + |𝑦|2

= (|𝑥| + |𝑦|)2.

2. Ambos lados son≥ 0; por C1‑003.T9, |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|.
3. 𝑥 = (𝑥 − 𝑦) + 𝑦 (C3‑001.T1), ası́ que |𝑥| ≤ |𝑥 − 𝑦| + |𝑦|, es decir |𝑥| − |𝑦| ≤ |𝑥 − 𝑦|. Cambiando

los papeles, |𝑦| − |𝑥| ≤ |𝑦 − 𝑥| = |𝑥 − 𝑦| (C3‑001.T2 con 𝑐 = −1).
4. Por C1‑004.T3, ห|𝑥| − |𝑦|ห ≤ |𝑥 − 𝑦|.
5. 𝑥 − 𝑧 = (𝑥 − 𝑦) + (𝑦 − 𝑧) (C3‑001.T1); el paso 2 da |𝑥 − 𝑧| ≤ |𝑥 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑧|.
6. Para 𝑛 = 2 y 𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑), el paso 2 dice ඥ(𝑎 + 𝑐)2 + (𝑏 + 𝑑)2 ≤ √𝑎2 + 𝑏2 + √𝑐2 + 𝑑2,

que es C2‑020.T1.■

Teorema C3‑001.T5 (norma y componentes)

Para 𝑥 ∈ ℝ𝑛: max(|𝑥1|, … , |𝑥𝑛|) ≤ |𝑥| ≤ |𝑥1| + ⋯ + |𝑥𝑛| ≤ 𝑛 ⋅max(|𝑥1|, … , |𝑥𝑛|).

Demostración.

1. El máximo existe y es uno de los |𝑥𝑖| (C1‑005.T13); por C3‑001.T2, |𝑥𝑖| ≤ |𝑥|.
2. 𝑥 = ∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖𝑒𝑖 (C3‑001.T1). Por inducción en el número de sumandos (C1‑005.T1) con C3‑001.T4,

|𝑥| ≤
𝑛

෍
𝑖=1

|𝑥𝑖𝑒𝑖|.

3. |𝑥𝑖𝑒𝑖| = |𝑥𝑖||𝑒𝑖| = |𝑥𝑖|, porque |𝑒𝑖| = √1 = 1 (C3‑001.T2, C2‑014.D1).
4. Cada |𝑥𝑖| ≤ max𝑗 |𝑥𝑗|; sumando 𝑛 veces, ∑ |𝑥𝑖| ≤ 𝑛max𝑗 |𝑥𝑗| (C1‑005.T12 b, d).■
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Ortogonalidad y ángulo

Deϐinición C3‑001.D3 (ortogonalidad y ángulo)

𝑥 ⟂ 𝑦 ∶ ⟺ 𝑥 ⋅𝑦 = 0. 𝑢 es unitario si |𝑢| = 1; si 𝑥 ≠ 0, 𝑥/|𝑥| es unitario. Para 𝑥, 𝑦 ≠ 0, el ángulo
entre ellos es 𝜃 ∶= arc cos ൫𝑥 ⋅ 𝑦/(|𝑥||𝑦|)൯ ∈ [0, 𝜋] (el cociente está en [−1, 1] por C3‑001.T3).

Que 𝑥/|𝑥| es unitario: |𝑥/|𝑥|| = (1/|𝑥|)|𝑥| = 1 (C3‑001.T2). Que el cociente está en [−1, 1]: por C3‑
001.T3, |𝑥 ⋅ 𝑦|/(|𝑥||𝑦|) ≤ 1, y se usa C1‑004.T3. Ası́ el arc cos de C2‑014.D6 se aplica.

Teorema C3‑001.T6 (Pitágoras)

Si 𝑥 ⟂ 𝑦, |𝑥 + 𝑦|2 = |𝑥|2 + |𝑦|2.

Demostración. Por C3‑001.T2, |𝑥 + 𝑦|2 = |𝑥|2 + 2𝑥 ⋅ 𝑦 + |𝑦|2, y 𝑥 ⋅ 𝑦 = 0.■

Ejemplo C3‑001.E1
|(1, 2, 2)| = 3; (1, 0) y (1, 1) forman un ángulo de 𝜋/4; (1, 1, 0) ⟂ (1,−1, 5).

1. |(1, 2, 2)| = √1 + 4 + 4 = √9 = 3, porque 3 ≥ 0 y 32 = 9 (C3‑001.D2, C2‑014.D1).
2. (1, 0) ⋅ (1, 1) = 1, |(1, 0)| = 1, |(1, 1)| = √2; el cociente es 1/√2.
3. Por C2‑014.C1, 𝑠 ∶= sen(𝜋/4) = cos(𝜋/4) > 0, y por C2‑014.T5, 2 cos2(𝜋/4) = 1; ası́

cos(𝜋/4) = 1/√2 (C2‑014.D1). Como 𝜋/4 ∈ [0, 𝜋], arc cos(1/√2) = 𝜋/4 (C2‑014.D6).
4. (1, 1, 0) ⋅ (1, −1, 5) = 1 − 1 + 0 = 0.

⚠ La norma es la del producto punto

Cauchy–Schwarz liga una norma con un producto. Con el mismo 𝑥 ⋅ 𝑦 pero la norma ‖𝑥‖∞ =
max(|𝑥1|, |𝑥2|) (C3‑007.T1), 𝑥 = 𝑦 = (1, 1) da 𝑥 ⋅ 𝑦 = 2 > ‖𝑥‖∞‖𝑦‖∞ = 1.
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Por qué cada hipótesis

⚠Mismo número de componentes

(1, 2) ⋅ (1, 2, 3) no está deϐinido: C3‑001.D2 suma 𝑥𝑖𝑦𝑖 para 𝑖 = 1,… , 𝑛 con el mismo 𝑛.

⚠ «Múltiplo» no basta para el triángulo con igualdad

En Cauchy–Schwarz, 𝑦 = −𝑥 da igualdad: |𝑥 ⋅ (−𝑥)| = |𝑥|2. Pero en el triángulo, 𝑥 = (1, 0),
𝑦 = −𝑥 dan |𝑥 + 𝑦| = 0 < 2 = |𝑥| + |𝑦|. La igualdad del triángulo pide 𝑥 ⋅ 𝑦 = |𝑥||𝑦| (paso 1 de
C3‑001.T4), es decir, un múltiplo con coeϐiciente≥ 0 (ejercicio 3).

Ejercicios

1. Calcula el ángulo entre 𝑢 = (2, 1, 2) y 𝑣 = (3, 4, 0), y veriϐica |𝑢 + 𝑣| ≤ |𝑢| + |𝑣|.
2. Demuestra la ley del paralelogramo: |𝑥 + 𝑦|2 + |𝑥 − 𝑦|2 = 2|𝑥|2 + 2|𝑦|2.
3. Demuestra: si 𝑦 ≠ 0, |𝑥 + 𝑦| = |𝑥| + |𝑦| ⟺ 𝑥 = 𝑐𝑦 con 𝑐 ≥ 0.
4. Demuestra que |𝑥 ⋅ 𝑦| ≤ ‖𝑥‖1‖𝑦‖∞, donde ‖𝑥‖1 = ∑ |𝑥𝑖| y ‖𝑦‖∞ = max |𝑦𝑖|.
5. Encuentra todos los 𝑡 con (1, 𝑡, 2) ⟂ (𝑡, 3, −1).

Respuestas

1. 𝑢 ⋅ 𝑣 = 10, |𝑢| = 3, |𝑣| = 5: 𝜃 = arc cos(2/3) ≈ 0.8411 rad. |𝑢 + 𝑣| = √54 ≈ 7.348 ≤ 8.
2. Suma las dos fórmulas |𝑥 ± 𝑦|2 = |𝑥|2 ± 2𝑥 ⋅ 𝑦 + |𝑦|2 de C3‑001.T2.
3. Por el paso 1 de C3‑001.T4 y C1‑003.T9, la igualdad equivale a 𝑥 ⋅ 𝑦 = |𝑥||𝑦|. Entonces hay igual‑

dad en Cauchy–Schwarz y 𝑥 = 𝑡0𝑦 con 𝑡0 = (𝑥 ⋅ 𝑦)/|𝑦|2 ≥ 0. Recı́proco: si 𝑥 = 𝑐𝑦 con 𝑐 ≥ 0,
|𝑥 + 𝑦| = (𝑐 + 1)|𝑦| = |𝑥| + |𝑦|.

4. |𝑥 ⋅ 𝑦| ≤ ∑ |𝑥𝑖||𝑦𝑖| ≤ ∑ |𝑥𝑖| ‖𝑦‖∞ (C1‑004.T4 repetido, C1‑004.T2, C1‑005.T12 d).
5. 𝑡 + 3𝑡 − 2 = 0: 𝑡 = 1/2.



C3‑002 · Curvas: límites y derivadas por
componentes

Motivación

El dron que rodea un poste
Undron inspeccionaunpostedandovueltas a20mde él, a altura ϐija. Daunavuelta en2minutos:
𝛾(𝑡) = (20 cos(𝜋𝑡), 20 sen(𝜋𝑡)), con 𝑡 en minutos. Al ϐinal está donde empezó: su velocidad
media es cero. En una variable, el TVM prometerı́a un instante con velocidad igual a la media.
¿Hubo un instante con velocidad cero?
No: la rapidez es siempre 20𝜋 ≈ 62.83m/min. Cada coordenada del GPS sı́ tiene su TVM, pero
cada una en su propio instante. Las curvas se derivan componente a componente, y aun ası́ el
TVM no pasa de una variable a varias.
Dónde falla la analogı́a: un dron real acelera y oscila; aquı́ el giro es perfecto y la rapidez exacta‑
mente constante.

Funciones vectoriales, límites y continuidad

Deϐinición C3‑002.D1 (función vectorial)

Una función 𝛾 ∶ 𝐴 → ℝ𝑛 con 𝐴 ⊂ ℝ tiene componentes 𝛾𝑖 ∶ 𝐴 → ℝ, 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), … , 𝛾𝑛(𝑡)). Si
𝐴 es un intervalo con más de un punto, 𝛾 es un camino y su imagen 𝛾(𝐴) es la traza.

Deϐinición C3‑002.D2 (límite y continuidad)

Sea 𝛾 deϐinida al menos en (𝑎 − 𝑟, 𝑎) ∪ (𝑎, 𝑎 + 𝑟) para algún 𝑟 > 0. lım𝑡→𝑎 𝛾(𝑡) = 𝐿 (𝐿 ∈ ℝ𝑛)
∶ ⟺ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑡 ∈ dom 𝛾 ∶ 0 < |𝑡 − 𝑎| < 𝛿 ⇒ |𝛾(𝑡) − 𝐿| < 𝜀. Lı́mites laterales como
en C1‑020.D1. 𝛾 ∶ 𝐴 → ℝ𝑛 es continua en 𝑎 ∈ 𝐴 ∶ ⟺ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑡 ∈ 𝐴 ∶ |𝑡 − 𝑎| < 𝛿 ⇒

8
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|𝛾(𝑡) − 𝛾(𝑎)| < 𝜀; una curva es un camino continuo. Con 𝑛 = 1 son C1‑017.D1, C1‑020.D1 y
C1‑022.D1.

Teorema C3‑002.T1 (por componentes)

El lı́mite, si existe, es único. lım𝑡→𝑎 𝛾(𝑡) = 𝐿 ⟺ lım𝑡→𝑎 𝛾𝑖(𝑡) = 𝐿𝑖 para cada 𝑖; 𝛾 es continua en
𝑎 ⟺ cada 𝛾𝑖 lo es. Lo mismo para lı́mites laterales.

Idea de la demostración
|𝛾𝑖(𝑡) − 𝐿𝑖| ≤ |𝛾(𝑡) − 𝐿| ≤ ∑𝑗 |𝛾𝑗(𝑡) − 𝐿𝑗| (C3‑001.T5): cerca en ℝ𝑛 equivale a cerca en cada
componente.

Demostración.

1. (⇒) Sea 𝜀 > 0 y 𝛿 el de C3‑002.D2. Si 0 < |𝑡 − 𝑎| < 𝛿, |𝛾𝑖(𝑡) − 𝐿𝑖| ≤ |𝛾(𝑡) − 𝐿| < 𝜀 (C3‑001.T2).
Ası́ 𝛾𝑖 → 𝐿𝑖 (C1‑017.D1).

2. (⇐) Sea 𝜀 > 0. Para cada 𝑖 hay 𝛿𝑖 > 0 con 0 < |𝑡 − 𝑎| < 𝛿𝑖 ⇒ |𝛾𝑖(𝑡) − 𝐿𝑖| < 𝜀/𝑛 (C1‑017.D1, con
𝜀/𝑛 > 0 por C1‑003.T7).

3. Sea 𝛿 ∶= mın(𝛿1, … , 𝛿𝑛) > 0 (C1‑005.T13). Si 0 < |𝑡 − 𝑎| < 𝛿, por C3‑001.T5 y C1‑005.T12,

|𝛾(𝑡) − 𝐿| ≤
𝑛

෍
𝑖=1

|𝛾𝑖(𝑡) − 𝐿𝑖| < 𝑛 ⋅ 𝜀𝑛 = 𝜀.

4. Unicidad. Si 𝐿 y𝑀 son lı́mites, por el paso 1 𝛾𝑖 → 𝐿𝑖 y 𝛾𝑖 → 𝑀𝑖 , luego 𝐿𝑖 = 𝑀𝑖 (C1‑017.T1) para
cada 𝑖, y 𝐿 = 𝑀 (C3‑001.D1).

5. La continuidad (con |𝑡 − 𝑎| < 𝛿 y 𝐿 = 𝛾(𝑎)) y los lı́mites laterales (con 𝑡 de un solo lado) se
prueban con los mismos pasos.■

Teorema C3‑002.T2 (álgebra de límites)

Si lım𝑡→𝑎 𝛾 = 𝐿, lım𝑡→𝑎 𝜂 = 𝑀 (en ℝ𝑛) y lım𝑡→𝑎 𝑓 = 𝑐 (𝑓 real, mismo dominio): lım(𝛾 + 𝜂) =
𝐿+𝑀, lım 𝑓𝛾 = 𝑐𝐿, lım 𝛾 ⋅𝜂 = 𝐿⋅𝑀 y lım |𝛾| = |𝐿|. En particular sumas, productos por funciones
reales continuas, productos punto y normas de funciones vectoriales continuas son continuos.
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Demostración.

1. Por C3‑002.T1, 𝛾𝑖 → 𝐿𝑖 y 𝜂𝑖 → 𝑀𝑖 . Por C1‑018.T1, 𝛾𝑖 + 𝜂𝑖 → 𝐿𝑖 +𝑀𝑖 y 𝑓𝛾𝑖 → 𝑐𝐿𝑖; por C3‑002.T1
otra vez, 𝛾 + 𝜂 → 𝐿 +𝑀 y 𝑓𝛾 → 𝑐𝐿.

2. 𝛾 ⋅ 𝜂 = ∑𝑖 𝛾𝑖𝜂𝑖; cada producto tiende a 𝐿𝑖𝑀𝑖 y la suma ϐinita a ∑𝐿𝑖𝑀𝑖 = 𝐿 ⋅ 𝑀 (C1‑018.T1 e
inducción en el número de sumandos, C1‑005.T12).

3. Por C3‑001.T4, ห|𝛾(𝑡)| − |𝐿|ห ≤ |𝛾(𝑡) − 𝐿|, ası́ que el 𝛿 que sirve para 𝛾 sirve para |𝛾|.
4. Continuidad. Si 𝛾, 𝜂 y 𝑓 son continuas en 𝑎, cada 𝛾𝑖 , 𝜂𝑖 lo es (C3‑002.T1); por C1‑022.T2, 𝛾𝑖+𝜂𝑖 , 𝑓𝛾𝑖

y∑𝑖 𝛾𝑖𝜂𝑖 son continuas en 𝑎, y por C3‑002.T1 también 𝛾+𝜂 y 𝑓𝛾. Para |𝛾|, el paso 3 con 𝐿 = 𝛾(𝑎)
convierte el 𝛿 de 𝛾 en uno para |𝛾|.■

Derivadas

Deϐinición C3‑002.D3 (derivada, velocidad, tangente)

Sea 𝛾 deϐinida en un intervalo abierto que contiene a 𝑎. 𝛾 es derivable en 𝑎 ∶ ⟺ existe
𝛾′(𝑎) ∶= lımℎ→0(𝛾(𝑎+ℎ)−𝛾(𝑎))/ℎ ∈ ℝ𝑛. 𝛾′(𝑎) es la velocidad, |𝛾′(𝑎)| la rapidez; si 𝛾′(𝑎) ≠ 0,
𝑇(𝑎) ∶= 𝛾′(𝑎)/|𝛾′(𝑎)| es el vector tangente unitario y {𝛾(𝑎) + 𝑠𝛾′(𝑎) ∶ 𝑠 ∈ ℝ} la recta tan‑
gente. Derivadas superiores 𝛾″, 𝛾(𝑘) y clase 𝐶𝑘 en un intervalo abierto 𝐽 como en C1‑031.D1 y
C2‑015.D1 (componente a componente); 𝐶∞ en 𝐽 := 𝐶𝑘 en 𝐽 para todo 𝑘 (también para funciones
reales de una variable). 𝛾 es regular en 𝐽 si 𝛾′(𝑡) ≠ 0 para todo 𝑡 ∈ 𝐽.

Teorema C3‑002.T3 (derivada por componentes)

𝛾 es derivable en 𝑎 ⟺ cada 𝛾𝑖 lo es, y 𝛾′(𝑎) = (𝛾′1(𝑎), … , 𝛾′𝑛(𝑎)). Derivable en 𝑎 ⇒ continua en
𝑎. 𝛾 es de clase 𝐶𝑘 en 𝐽 ⟺ cada 𝛾𝑖 lo es.

Idea de la demostración
El cociente incremental de 𝛾 es la𝑛‑ada de los cocientes de sus componentes; su lı́mite es asunto
de C3‑002.T1.

Demostración.

1. Para ℎ ≠ 0 con 𝑎 + ℎ en el dominio, la componente 𝑖 de 𝑞(ℎ) ∶= (𝛾(𝑎 + ℎ) − 𝛾(𝑎))/ℎ es (𝛾𝑖(𝑎 +
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ℎ) − 𝛾𝑖(𝑎))/ℎ (C3‑001.D1).
2. 𝑞 está deϐinida en un (−𝑟, 0)∪ (0, 𝑟) porque el dominio de 𝛾 es un intervalo abierto que contiene

a 𝑎. Por C3‑002.T1, lımℎ→0 𝑞(ℎ) existe si y solo si existen los 𝑛 lı́mites de las componentes, y
entonces 𝛾′(𝑎) = (𝛾′1(𝑎), … , 𝛾′𝑛(𝑎)) (C1‑027.D1).

3. Si 𝛾 es derivable en 𝑎, cada 𝛾𝑖 lo es (paso 2), luego es continua en 𝑎 (C1‑028.T1), y 𝛾 es continua
en 𝑎 (C3‑002.T1).

4. Clase 𝐶𝑘 . Por inducción en 𝑘 (C1‑005.T1): si 𝛾(𝑘) existe en 𝐽 y 𝛾(𝑘) = (𝛾(𝑘)1 , … , 𝛾(𝑘)𝑛 ), el paso 2
aplicado a 𝛾(𝑘) da que 𝛾(𝑘+1) existe en 𝐽 ⟺ existe cada 𝛾(𝑘+1)𝑖 , con 𝛾(𝑘+1) = (𝛾(𝑘+1)𝑖 )𝑖 .

5. 𝛾(𝑘) es continua en 𝐽 ⟺ cada 𝛾(𝑘)𝑖 lo es (C3‑002.T1). Por C2‑015.D1, 𝛾 es 𝐶𝑘 ⟺ cada 𝛾𝑖 lo es.■

Teorema C3‑002.T4 (reglas de derivación)

Sean 𝐽 un intervalo abierto, 𝛾, 𝜂 ∶ 𝐽 → ℝ𝑛 y 𝑓 ∶ 𝐽 → ℝ derivables en 𝑎 ∈ 𝐽, y 𝜑 ∶ 𝐽′ → 𝐽 derivable
en 𝑠 ∈ 𝐽′ (𝐽′ intervalo abierto) con𝜑(𝑠) = 𝑎. Entonces 𝛾+𝜂,𝑓𝛾, 𝛾⋅𝜂 y 𝛾∘𝜑 son derivables (en𝑎,𝑎,
𝑎 y 𝑠) con (𝛾+𝜂)′ = 𝛾′+𝜂′, (𝑓𝛾)′ = 𝑓′𝛾+𝑓𝛾′, (𝛾⋅𝜂)′ = 𝛾′ ⋅𝜂+𝛾⋅𝜂′ y (𝛾∘𝜑)′(𝑠) = 𝜑′(𝑠)𝛾′(𝜑(𝑠)).

Demostración. Todo se hace en cada componente y se reúne con C3‑002.T3.

1. (𝛾 + 𝜂)𝑖 = 𝛾𝑖 + 𝜂𝑖 es derivable en 𝑎 con derivada 𝛾′𝑖(𝑎) + 𝜂′𝑖(𝑎) (C1‑029.T1).
2. (𝑓𝛾)𝑖 = 𝑓𝛾𝑖 es derivable con derivada 𝑓′(𝑎)𝛾𝑖(𝑎) + 𝑓(𝑎)𝛾′𝑖(𝑎) (C1‑029.T2).
3. 𝛾 ⋅ 𝜂 = ∑𝑖 𝛾𝑖𝜂𝑖 (C3‑001.D2). Cada sumando es derivable con derivada 𝛾′𝑖𝜂𝑖 + 𝛾𝑖𝜂′𝑖 (C1‑029.T2) y

la suma también (C1‑029.T1 e inducción, C1‑005.T12):

(𝛾 ⋅ 𝜂)′(𝑎) =෍
𝑖
൫𝛾′𝑖(𝑎)𝜂𝑖(𝑎) + 𝛾𝑖(𝑎)𝜂′𝑖(𝑎)൯ = 𝛾′(𝑎) ⋅ 𝜂(𝑎) + 𝛾(𝑎) ⋅ 𝜂′(𝑎).

4. (𝛾 ∘ 𝜑)𝑖 = 𝛾𝑖 ∘ 𝜑 es derivable en 𝑠 con derivada 𝛾′𝑖(𝜑(𝑠))𝜑′(𝑠) (C1‑030.T1).
5. Por C3‑002.T3, las 𝑛‑adas de derivadas son las derivadas vectoriales.■

Corolario C3‑002.C1

Si 𝛾 es derivable en un intervalo abierto 𝐽 y |𝛾| es constante en 𝐽, entonces 𝛾(𝑡) ⋅ 𝛾′(𝑡) = 0 para
todo 𝑡 ∈ 𝐽. En particular, si 𝛾 es dos veces derivable y su rapidez es constante, 𝛾′ ⟂ 𝛾″.

Demostración.

1. Si |𝛾| = 𝑐 en 𝐽, entonces 𝛾 ⋅ 𝛾 = 𝑐2 es constante (C3‑001.T2).
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2. Por C3‑002.T4, (𝛾 ⋅ 𝛾)′ = 𝛾′ ⋅ 𝛾 + 𝛾 ⋅ 𝛾′ = 2𝛾 ⋅ 𝛾′ (C3‑001.T2).
3. La derivada de una constante es 0 (C1‑028.T2): 𝛾 ⋅ 𝛾′ = 0.
4. Si la rapidez |𝛾′| es constante y 𝛾′ es derivable, los pasos 1‑3 aplicados a 𝛾′ dan 𝛾′ ⋅ 𝛾″ = 0.■

Teorema C3‑002.T5 (derivada cero)

Si 𝛾 es continua en un intervalo 𝐼, derivable en su interior y 𝛾′ = 0 ahı́, 𝛾 es constante en 𝐼.

Demostración. Cada 𝛾𝑖 es continua en 𝐼 (C3‑002.T1), derivable en el interior con 𝛾′𝑖 = 0 (C3‑002.T3),
luego constante (C1‑034.T1). Entonces 𝛾 es constante (C3‑001.D1).■

Teorema C3‑002.T6 (clase 𝐶𝑘 en una variable)

Sean 𝐽, 𝐽′ intervalos abiertos y 𝑘 ∈ ℕ ∪ {0} (o 𝑘 = ∞). Sumas, productos y cocientes (con deno‑
minador sin ceros en 𝐽) de funciones reales de clase 𝐶𝑘 en 𝐽 son de clase 𝐶𝑘 en 𝐽; si 𝜑 ∶ 𝐽′ → 𝐽
y 𝑓 ∶ 𝐽 → ℝ son de clase 𝐶𝑘 , 𝑓 ∘ 𝜑 lo es en 𝐽′. En particular √ es de clase 𝐶∞ en (0,∞), y si
𝛾, 𝜂 ∶ 𝐽 → ℝ𝑛 y 𝑓 ∶ 𝐽 → ℝ son de clase 𝐶𝑘 , también lo son 𝛾 + 𝜂, 𝑓𝛾, 𝛾 ⋅ 𝜂 y |𝛾| (donde 𝛾 ≠ 0).

Idea de la demostración
Inducción en 𝑘: la derivada de una suma, producto, cociente o composición es otra expresión
del mismo tipo con factores de una clase menos.

Demostración. Dos hechos de la deϐinición (C1‑031.D1, C2‑015.D1): 𝑔 ∈ 𝐶𝑘+1 ⟺ 𝑔 es derivable
en 𝐽 y 𝑔′ ∈ 𝐶𝑘; y 𝐶𝑘+1 ⊂ 𝐶𝑘 , porque las derivadas hasta el orden 𝑘 son derivables, luego continuas
(C1‑028.T1).

1. Sea 𝑃(𝑘): «para 𝑓, 𝑔, 𝜑 de clase 𝐶𝑘 , 𝑓 + 𝑔, 𝑓𝑔, 1/𝑔 (si 𝑔 no se anula) y 𝑓 ∘ 𝜑 son 𝐶𝑘». 𝑃(0) es
C1‑022.T2 y C1‑022.T3.

2. Supongamos 𝑃(𝑘) y sean 𝑓, 𝑔, 𝜑 de clase 𝐶𝑘+1 (luego 𝐶𝑘). Por C1‑029.T1‑T3 y C1‑030.T1:

(𝑓 + 𝑔)′ = 𝑓′ + 𝑔′, (𝑓𝑔)′ = 𝑓′𝑔 + 𝑓𝑔′, (1/𝑔)′ = −𝑔′ ⋅ 1𝑔 ⋅
1
𝑔 , (𝑓 ∘ 𝜑)′ = (𝑓′ ∘ 𝜑)𝜑′.

3. Los factores 𝑓′, 𝑔′, 𝜑′, 𝑓, 𝑔, 1/𝑔 (por 𝑃(𝑘)) y 𝑓′ ∘ 𝜑 (por 𝑃(𝑘), con 𝑓′ ∈ 𝐶𝑘) son 𝐶𝑘; por 𝑃(𝑘) las
sumas y productos de la derecha son 𝐶𝑘 . Ası́ las cuatro funciones son 𝐶𝑘+1: vale 𝑃(𝑘 + 1).

4. Por inducción (C1‑005.T1), 𝑃(𝑘) vale para todo 𝑘; para 𝑘 = ∞, se aplica a cada 𝑘.
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5. Raíz. En (0,∞), √ es continua y (√ )′ =
1
2 ⋅ (1/√ ) (C2‑014.T1). Si √ ∈ 𝐶𝑗 , entonces 1/√ ∈ 𝐶𝑗

(paso 3, sin ceros) y (√ )′ ∈ 𝐶𝑗: √ ∈ 𝐶𝑗+1. Por inducción es 𝐶∞.
6. Vectoriales. Por C3‑002.T3, 𝛾+𝜂 y 𝑓𝛾 son 𝐶𝑘 porque sus componentes 𝛾𝑖+𝜂𝑖 y 𝑓𝛾𝑖 lo son; 𝛾 ⋅ 𝜂 =

∑𝛾𝑖𝜂𝑖 también. Donde 𝛾 ≠ 0, 𝛾 ⋅ 𝛾 > 0 (C3‑001.T2) y |𝛾| = √ ∘ (𝛾 ⋅ 𝛾) es 𝐶𝑘 (pasos 4 y 5).■

Ejemplos

Ejemplo C3‑002.E1 (hélice y cúspide)
Para 𝑟 > 0 y 𝑐 ∈ ℝ, la hélice 𝛾(𝑡) = (𝑟 cos 𝑡, 𝑟 sen 𝑡, 𝑐𝑡) es de clase 𝐶∞ en ℝ con 𝛾′(𝑡) =
(−𝑟 sen 𝑡, 𝑟 cos 𝑡, 𝑐) y rapidez constante√𝑟2 + 𝑐2; con 𝑐 = 0 es la circunferencia. 𝛾(𝑡) = (𝑡2, 𝑡3)
es de clase 𝐶∞ y no es regular en 0 (𝛾′(0) = 0): su traza tiene un pico.

1. sen y cos son derivables con sen′ = cos, cos′ = − sen (C2‑014.T6); por inducción,
son 𝐶∞. 𝑡 ↦ 𝑐𝑡 tiene derivada 𝑐 (C1‑028.T2). Por C3‑002.T3 y C1‑029.T2, 𝛾′(𝑡) =
(−𝑟 sen 𝑡, 𝑟 cos 𝑡, 𝑐) y 𝛾 es 𝐶∞.

2. |𝛾′(𝑡)|2 = 𝑟2(sen2 𝑡 + cos2 𝑡) + 𝑐2 = 𝑟2 + 𝑐2 (C2‑014.T5, C3‑001.D2).
3. Para (𝑡2, 𝑡3): 𝛾′(𝑡) = (2𝑡, 3𝑡2) (C1‑028.T2), los polinomios son 𝐶∞, y 𝛾′(0) = (0, 0). Que

la traza «tiene un pico» se ve en la gráϐica de 𝑦 = |𝑥|3/2; no se usa.

Ejemplo C3‑002.E2 (el TVM no vale para curvas)
𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sen 𝑡) en [0, 2𝜋]: 𝛾(2𝜋) − 𝛾(0) = 0, pero |𝛾′(𝑡)| = 1 para todo 𝑡, ası́ que no existe
𝑐 con 𝛾(2𝜋) − 𝛾(0) = 2𝜋𝛾′(𝑐). Lo que sı́ vale es una desigualdad (C3‑003.C1).

1. cos(2𝜋) = cos0 = 1 y sen(2𝜋) = sen 0 = 0 (C2‑014.T5, C2‑014.C1): la diferencia es
(0, 0).

2. 𝛾′(𝑡) = (− sen 𝑡, cos 𝑡) (C3‑002.T3, C2‑014.T6) y |𝛾′(𝑡)| = 1 (C2‑014.T5).
3. Si 2𝜋𝛾′(𝑐) = 0, entonces |𝛾′(𝑐)| = 0 (C3‑001.T2), contradicción.

⚠ Cada componente tiene su TVM, pero no el mismo

Para 𝛾1 = cos en [0, 2𝜋], el TVM da 𝑐 = 𝜋 (sen𝜋 = 0); para 𝛾2 = sen, da 𝑐 = 𝜋/2 o 3𝜋/2. No hay
un instante común. Aplicar el TVM «a cada componente y juntar» es un error frecuente.
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Por qué cada hipótesis

⚠ Intervalo abierto alrededor de 𝑎

𝛾(𝑡) = (𝑡, √𝑡) en [0, 1]: en 𝑎 = 0 el cociente no está deϐinido para ℎ < 0. En este curso no hay
derivadas laterales; por eso C3‑002.D3 pide un intervalo abierto.

⚠ Hacen falta todas las componentes

𝛾(𝑡) = (𝑡, 1/𝑡) para 𝑡 ≠ 0: 𝛾1 → 0 cuando 𝑡 → 0, pero 𝛾2 no tiene lı́mite, y por C3‑002.T1
tampoco 𝛾.

Ejercicios

1. Para el dron del poste, 𝛾(𝑡) = (20 cos(𝜋𝑡), 20 sen(𝜋𝑡)), calcula 𝛾′, la rapidez y la recta tangente
en 𝑡 = 1/2.

2. Demuestra que si 𝛾 es derivable en 𝑎, lımℎ→0 𝛾(𝑎 + ℎ) = 𝛾(𝑎) sin pasar por componentes.
3. Sea 𝛾 dos veces derivable con 𝛾″ = 0 enℝ. Demuestra que 𝛾(𝑡) = 𝑝 + 𝑡𝑣.
4. Calcula (𝛾 ⋅ 𝛾)′ para 𝛾(𝑡) = (𝑡, 𝑡2, 𝑡3) de dos formas (regla del producto y directamente).
5. ¿Es regular enℝ la curva 𝛾(𝑡) = (𝑡3, 𝑡2 − 1)? ¿Y 𝜂(𝑡) = (𝑡3 + 𝑡, 𝑡2)?

Respuestas

1. 𝛾′(𝑡) = 20𝜋(− sen(𝜋𝑡), cos(𝜋𝑡)), rapidez 20𝜋 ≈ 62.83 m/min; en 𝑡 = 1/2: 𝛾 = (0, 20), 𝛾′ =
(−20𝜋, 0), recta {(−20𝜋𝑠, 20) ∶ 𝑠 ∈ ℝ}.

2. |𝛾(𝑎 + ℎ) − 𝛾(𝑎)| = |ℎ| |𝑞(ℎ)| y 𝑞(ℎ) → 𝛾′(𝑎) es acotado cerca de 0 (C3‑002.T2: |𝑞| → |𝛾′(𝑎)|).
3. 𝛾′ es constante= 𝑣 (C3‑002.T5); 𝛾(𝑡) − 𝑡𝑣 tiene derivada 0 y es constante= 𝑝.
4. 2𝛾 ⋅ 𝛾′ = 2(𝑡 + 2𝑡3 + 3𝑡5); directamente, (𝑡2 + 𝑡4 + 𝑡6)′ = 2𝑡 + 4𝑡3 + 6𝑡5.
5. 𝛾′(0) = (0, 0): no es regular. 𝜂′(𝑡) = (3𝑡2 + 1, 2𝑡) ≠ 0 siempre: sı́ es regular.



C3‑003 · Integral de una curva y longitud
de arco

Motivación

El odómetro y el desplazamiento
Un dron con rapidez máxima de 15 m/s vuela 60 s girando como quiera. ¿A qué distancia máxi‑
ma del punto de partida puede terminar? Intuición: a lo más 900 m, porque el desplazamiento
nunca supera lo que marca el odómetro. Una cota «por ejes» (900 m en cada una de las tres
coordenadas) darı́a 900√3 ≈ 1,558.8m, que es demasiado.
Después, la rampa helicoidal de un estacionamiento: radio 15m, sube 3m por vuelta. En 4 vuel‑
tas, ¿cuánto recorre un auto? El odómetro marca ∫ |𝛾′|; hay que probar que eso es la longitud
de la ruta.
Dónde falla la analogı́a: la rapidez que cuenta es respecto al suelo, no respecto al aire; y la ruta
de un auto no es una curva sin grosor.

Parte 1 · Integrar curvas

Deϐinición C3‑003.D1 (integral de una función vectorial)

Sean 𝑎 < 𝑏 y 𝐹 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛 con cada componente integrable en [𝑎, 𝑏]. ∫𝑏𝑎 𝐹 ∶=
൫ ∫𝑏𝑎 𝐹1, … , ∫𝑏𝑎 𝐹𝑛൯; con las convenciones de C2‑004.D1 para 𝑎 ≥ 𝑏.

Teorema C3‑003.T1 (propiedades)

Toda 𝐹 continua en [𝑎, 𝑏] es integrable (componente a componente). La integral es lineal; para
𝑐 ∈ ℝ𝑛, 𝑐 ⋅ ∫𝑏𝑎 𝐹 = ∫𝑏𝑎 𝑐 ⋅ 𝐹; es aditiva en intervalos (C2‑004.C1). (Barrow) Si 𝐹 es continua en
[𝑎, 𝑏] y 𝐺 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛 es continua con 𝐺′ = 𝐹 en (𝑎, 𝑏), ∫𝑏𝑎 𝐹 = 𝐺(𝑏) − 𝐺(𝑎).

15
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Demostración.

1. Si 𝐹 es continua, cada 𝐹𝑖 lo es (C3‑002.T1) y es integrable (C2‑003.T1).
2. Linealidad. ∫(𝐹 + 𝐺) y ∫ 𝑐𝐹 (𝑐 ∈ ℝ) se calculan en cada componente con C2‑004.T2.
3. Para 𝑐 ∈ ℝ𝑛: 𝑐 ⋅ 𝐹 = ∑𝑖 𝑐𝑖𝐹𝑖 es integrable y, por C2‑004.T2 y C1‑005.T12,

න
𝑏

𝑎
𝑐 ⋅ 𝐹 =෍

𝑖
𝑐𝑖න

𝑏

𝑎
𝐹𝑖 = 𝑐 ⋅ න

𝑏

𝑎
𝐹.

4. Aditividad. Para 𝑎 < 𝑚 < 𝑏, ∫𝑏𝑎 𝐹𝑖 = ∫𝑚𝑎 𝐹𝑖 + ∫𝑏𝑚 𝐹𝑖 en cada componente (C2‑004.C1).
5. Barrow. Cada 𝐺𝑖 es continua en [𝑎, 𝑏] (C3‑002.T1) con 𝐺′𝑖 = 𝐹𝑖 en (𝑎, 𝑏) (C3‑002.T3), y 𝐹𝑖 es

continua. Por C2‑009.C1, ∫𝑏𝑎 𝐹𝑖 = 𝐺𝑖(𝑏) − 𝐺𝑖(𝑎) para cada 𝑖.■

Teorema C3‑003.T2

Sean 𝑎 < 𝑏 y 𝐹 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛 continua. Entonces ቚ∫𝑏𝑎 𝐹ቚ ≤ ∫𝑏𝑎 |𝐹|.

Idea de la demostración
Se proyecta la integral sobre su propia dirección, 𝑣 = ∫𝐹, y se acota punto a punto con Cauchy–
Schwarz.

Demostración.

1. 𝐹 es integrable (C3‑003.T1) y |𝐹| es continua (C3‑002.T2), luego integrable (C2‑003.T1).
2. Sea 𝑣 ∶= ∫𝑏𝑎 𝐹. Por C3‑001.T2 y C3‑003.T1 (con 𝑐 = 𝑣):

|𝑣|2 = 𝑣 ⋅ 𝑣 = 𝑣 ⋅ න
𝑏

𝑎
𝐹 = න

𝑏

𝑎
𝑣 ⋅ 𝐹.

3. Para cada 𝑡, 𝑣 ⋅ 𝐹(𝑡) ≤ |𝑣 ⋅ 𝐹(𝑡)| ≤ |𝑣||𝐹(𝑡)| (C1‑004.T1, C3‑001.T3).
4. Por la monotonı́a y la linealidad (C2‑004.T3, C2‑004.T2): |𝑣|2 ≤ |𝑣| ∫𝑏𝑎 |𝐹|.
5. Si 𝑣 = 0, la conclusión es 0 ≤ ∫𝑏𝑎 |𝐹|, cierta por C2‑004.T3.
6. Si 𝑣 ≠ 0, |𝑣| > 0; al dividir (C1‑003.T7, C1‑003.T4), |𝑣| ≤ ∫𝑏𝑎 |𝐹|.■
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Corolario C3‑003.C1 (desigualdad del valor medio para curvas)

Sean 𝑎 < 𝑏 y 𝛾 de clase 𝐶1 en un intervalo abierto 𝐽 ⊃ [𝑎, 𝑏]. Entonces |𝛾(𝑏) − 𝛾(𝑎)| ≤ ∫𝑏𝑎 |𝛾′|;
si |𝛾′| ≤ 𝑀 en [𝑎, 𝑏], |𝛾(𝑏) − 𝛾(𝑎)| ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎).

Demostración.

1. 𝛾′ es continua en 𝐽 (C2‑015.D1), en particular en [𝑎, 𝑏]; 𝛾 es continua en [𝑎, 𝑏] (C1‑028.T1, en
cada componente, y C3‑002.T1).

2. Por Barrow (C3‑003.T1 con 𝐺 = 𝛾, 𝐹 = 𝛾′): 𝛾(𝑏) − 𝛾(𝑎) = ∫𝑏𝑎 𝛾′.
3. Por C3‑003.T2: |𝛾(𝑏) − 𝛾(𝑎)| ≤ ∫𝑏𝑎 |𝛾′|.
4. Si |𝛾′| ≤ 𝑀 en [𝑎, 𝑏], C2‑006.T1 da ∫𝑏𝑎 |𝛾′| ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎).■

⚠ Desigualdad, no igualdad

Para la circunferencia de C3‑002.E2 en [0, 2𝜋]: |𝛾(2𝜋) − 𝛾(0)| = 0 < 2𝜋 = ∫2𝜋0 |𝛾′|. Lo que se
pierde respecto al TVM es el punto intermedio 𝑐, no la cota.

Parte 2 · Longitud de arco

La longitud no se redeϐine: es la de C2‑020.D1 con la norma deℝ𝑛 en lugar deඥ𝑥2 + 𝑦2.

Deϐinición C3‑003.D2 (longitud; extensión de C2‑020.D1)

Sean 𝑎 < 𝑏 y 𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛. Para una partición𝑃 = {𝑡0, … , 𝑡𝑘} de [𝑎, 𝑏]: 𝓁(𝛾, 𝑃) ∶= ∑𝑘
𝑖=1 |𝛾(𝑡𝑖)−

𝛾(𝑡𝑖−1)| (la poligonal inscrita). 𝛾 es rectiϐicable si {𝓁(𝛾, 𝑃) ∶ 𝑃 partición de [𝑎, 𝑏]} está acotado
superiormente, y su longitud es 𝓁(𝛾) ∶= sup𝑃 𝓁(𝛾, 𝑃).
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Figura2: Poligonales inscritas enuna vuelta dehélice, con3y6 tramos (proyección). Al agregar vértices
la poligonal se alarga (C3‑003.T3) y su longitud tiende a ∫ |𝛾′| (C3‑003.T4).

Teorema C3‑003.T3 (reϐinar alarga; aditividad)

Sean 𝑎 < 𝑏 y 𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛. (a) Si 𝑄 reϐina a 𝑃, 𝓁(𝛾, 𝑃) ≤ 𝓁(𝛾, 𝑄). (b) 𝓁(𝛾, 𝑃) ≥ |𝛾(𝑏) − 𝛾(𝑎)|
para toda 𝑃. (c) Si 𝑎 < 𝑐 < 𝑏, 𝛾 es rectiϐicable en [𝑎, 𝑏] ⟺ lo es en [𝑎, 𝑐] y en [𝑐, 𝑏], y entonces
𝓁(𝛾) = 𝓁(𝛾|[𝑎,𝑐]) + 𝓁(𝛾|[𝑐,𝑏]).

Demostración.

1. (a), un punto. Si 𝑄 = 𝑃 ∪ {𝑠} con 𝑡𝑖−1 < 𝑠 < 𝑡𝑖 , el único cambio en la suma es que el término
|𝛾(𝑡𝑖) − 𝛾(𝑡𝑖−1)| se reemplaza por dos (C2‑001.T3), y

|𝛾(𝑡𝑖) − 𝛾(𝑡𝑖−1)| ≤ |𝛾(𝑡𝑖) − 𝛾(𝑠)| + |𝛾(𝑠) − 𝛾(𝑡𝑖−1)|

(C3‑001.T4). Ası́ 𝓁(𝛾, 𝑃) ≤ 𝓁(𝛾, 𝑄) (C1‑005.T12).
2. (a), general. Un reϐinamiento agrega un número ϐinito de puntos (C2‑002.D1); por inducción en

ese número (C1‑005.T1), con el paso 1 en cada uno.
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3. (b). Toda 𝑃 reϐina a {𝑎, 𝑏}, y 𝓁(𝛾, {𝑎, 𝑏}) = |𝛾(𝑏) − 𝛾(𝑎)|; se aplica (a).
4. (c), una desigualdad. Para una partición 𝑃 de [𝑎, 𝑏], 𝑃′ ∶= 𝑃 ∪ {𝑐} la reϐina y se parte en 𝑃1 ∶=

𝑃′ ∩ [𝑎, 𝑐] y 𝑃2 ∶= 𝑃′ ∩ [𝑐, 𝑏], particiones de [𝑎, 𝑐] y [𝑐, 𝑏] (C2‑001.T3). Por (a) y la partición de la
suma (C1‑005.T12),

𝓁(𝛾, 𝑃) ≤ 𝓁(𝛾, 𝑃′) = 𝓁(𝛾|[𝑎,𝑐], 𝑃1) + 𝓁(𝛾|[𝑐,𝑏], 𝑃2).

5. (c),⇐. Si ambas restricciones son rectiϐicables, el paso 4 da 𝓁(𝛾, 𝑃) ≤ 𝓁(𝛾|[𝑎,𝑐]) + 𝓁(𝛾|[𝑐,𝑏]) para
toda 𝑃: 𝛾 es rectiϐicable y 𝓁(𝛾) es a lo más esa suma (C1‑006.D1).

6. (c),⇒. Si 𝑃1, 𝑃2 son particiones de [𝑎, 𝑐] y [𝑐, 𝑏], 𝑃1 ∪ 𝑃2 es partición de [𝑎, 𝑏] con 𝓁(𝛾, 𝑃1 ∪ 𝑃2) =
𝓁(𝛾|[𝑎,𝑐], 𝑃1) + 𝓁(𝛾|[𝑐,𝑏], 𝑃2) ≤ 𝓁(𝛾). Cada sumando es ≥ 0 (C3‑001.T2, C1‑005.T12 d), ası́ que
cada uno es≤ 𝓁(𝛾): ambas restricciones son rectiϐicables.

7. Igualdad. Sea 𝜀 > 0. Por C1‑006.T2 hay 𝑃1, 𝑃2 con 𝓁(𝛾|[𝑎,𝑐], 𝑃1) > 𝓁(𝛾|[𝑎,𝑐]) − 𝜀/2 y lo mismo
para 𝑃2. Por el paso 6, 𝓁(𝛾) > 𝓁(𝛾|[𝑎,𝑐]) + 𝓁(𝛾|[𝑐,𝑏]) − 𝜀. Como 𝜀 es arbitrario, 𝓁(𝛾) ≥ la suma
(C1‑003.T9); con el paso 5, son iguales.■

Teorema C3‑003.T4 (fórmula de la longitud)

Sean 𝑎 < 𝑏 y 𝛾 de clase 𝐶1 en un intervalo abierto 𝐽 ⊃ [𝑎, 𝑏]. Entonces 𝛾 es rectiϐicable en [𝑎, 𝑏]
y 𝓁(𝛾) = ∫𝑏𝑎 |𝛾′(𝑡)| 𝑑𝑡.

Idea de la demostración
Arriba: cada cuerda es a lo más el odómetro de su tramo (C3‑003.C1). Abajo: en tramos tan
cortos que 𝛾′ casi no cambia (Heine), la cuerda casi iguala a |𝛾′(𝑡𝑖)|Δ𝑡𝑖 . Es la prueba de Rudin;
no usa el truco de dos puntos de C2‑020.T3, que no se generaliza bien a 𝑛 componentes.

Demostración.

1. «≤». Sea𝑃 = {𝑡0, … , 𝑡𝑘} partición de [𝑎, 𝑏]. Cada [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] ⊂ 𝐽, y por C3‑003.C1, |𝛾(𝑡𝑖)−𝛾(𝑡𝑖−1)| ≤
∫𝑡𝑖𝑡𝑖−1 |𝛾

′|.
2. Sumando (C1‑005.T12, C2‑004.C1): 𝓁(𝛾, 𝑃) ≤ ∫𝑏𝑎 |𝛾′|. Ası́ 𝛾 es rectiϐicable y 𝓁(𝛾) ≤ ∫𝑏𝑎 |𝛾′| (C1‑

006.D1).
3. «≥». Sea 𝜀 > 0. Cada 𝛾′𝑗 es continua en [𝑎, 𝑏], luego uniformemente continua (C1‑025.T1, C1‑

025.D1): hay 𝛿𝑗 > 0 con |𝑠 − 𝑡| < 𝛿𝑗 ⇒ |𝛾′𝑗(𝑠) − 𝛾′𝑗(𝑡)| < 𝜀/𝑛. Con 𝛿 ∶= mın𝑗 𝛿𝑗 (C1‑005.T13) y
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C3‑001.T5:

|𝑠 − 𝑡| < 𝛿 ⇒ |𝛾′(𝑠) − 𝛾′(𝑡)| < 𝜀.

4. Sea 𝑃 la partición en 𝑁 partes iguales con (𝑏 − 𝑎)/𝑁 < 𝛿 (C1‑007.C1). Fijemos 𝑖 y escribamos
Δ𝑡𝑖 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1.

5. Para 𝑡 ∈ [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]: |𝛾′(𝑡)| ≤ |𝛾′(𝑡𝑖)| + |𝛾′(𝑡) − 𝛾′(𝑡𝑖)| < |𝛾′(𝑡𝑖)| + 𝜀 (C3‑001.T4). Por C2‑004.T3
y C2‑002.E1:

න
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
|𝛾′| ≤ |𝛾′(𝑡𝑖)| Δ𝑡𝑖 + 𝜀 Δ𝑡𝑖 .

6. La integral del vector constante 𝛾′(𝑡𝑖) es 𝛾′(𝑡𝑖)Δ𝑡𝑖 (C2‑002.E1 en cada componente). Por C3‑
003.T1 (linealidad y Barrow), C3‑001.T4 y C3‑003.T2:

|𝛾′(𝑡𝑖)| Δ𝑡𝑖 = ቚන
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
൫𝛾′(𝑡) + (𝛾′(𝑡𝑖) − 𝛾′(𝑡))൯ 𝑑𝑡ቚ

≤ ቚන
𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
𝛾′ቚ + න

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1
|𝛾′(𝑡𝑖) − 𝛾′(𝑡)| 𝑑𝑡

≤ |𝛾(𝑡𝑖) − 𝛾(𝑡𝑖−1)| + 𝜀 Δ𝑡𝑖 .

7. De los pasos 5 y6:∫𝑡𝑖𝑡𝑖−1 |𝛾
′| ≤ |𝛾(𝑡𝑖)−𝛾(𝑡𝑖−1)|+2𝜀 Δ𝑡𝑖 . Sumando sobre 𝑖 (C2‑004.C1, C1‑005.T12):

න
𝑏

𝑎
|𝛾′| ≤ 𝓁(𝛾, 𝑃) + 2𝜀(𝑏 − 𝑎) ≤ 𝓁(𝛾) + 2𝜀(𝑏 − 𝑎).

8. Si fuera ∫𝑏𝑎 |𝛾′| > 𝓁(𝛾), con 𝜀 tal que 2𝜀(𝑏 − 𝑎) es menor que la diferencia (C1‑007.C1) el paso 7
falları́a. Por lo tanto ∫𝑏𝑎 |𝛾′| ≤ 𝓁(𝛾) (C1‑003.T9) y, con el paso 2, son iguales.■

Corolario C3‑003.C2 (coherencia con Cálculo II)

Para 𝑛 = 2, 𝓁(𝛾, 𝑃), «rectiϐicable» y 𝓁(𝛾) de C3‑003.D2 son exactamente los de C2‑020.D1, y
C3‑003.T4 da la fórmula de C2‑020.T3. Para 𝑛 = 1, 𝓁 es la distancia recorrida de C2‑020.C1.

Demostración.

1. Para𝑛 = 2 y𝛾 = (𝑥, 𝑦), |𝛾(𝑡𝑖)−𝛾(𝑡𝑖−1)| = ඥ(𝑥(𝑡𝑖) − 𝑥(𝑡𝑖−1))2 + (𝑦(𝑡𝑖) − 𝑦(𝑡𝑖−1))2 (C3‑001.D2):
es el término de C2‑020.D1. Las sumas, el conjunto y su supremo son los mismos.

2. |𝛾′| = ඥ𝑥′2 + 𝑦′2 (C3‑002.T3, C3‑001.D2), ası́ que C3‑003.T4 es C2‑020.T3.
3. Para 𝑛 = 1, | ⋅ | es el valor absoluto (C3‑001.D2) y ∫𝑏𝑎 |𝛾′| es la distancia recorrida de C2‑020.C1.
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■

Ejemplo C3‑003.E1
La hélice de C3‑002.E1 en [0, 2𝜋]mide 2𝜋√𝑟2 + 𝑐2.
Cálculo. Es 𝐶∞ y su rapidez es la constante √𝑟2 + 𝑐2 (C3‑002.E1); por C3‑003.T4 y C2‑002.E1,
𝓁 = ∫2𝜋0 √𝑟2 + 𝑐2 𝑑𝑡 = 2𝜋√𝑟2 + 𝑐2.
La rampa. Con 𝑟 = 15 y 𝑐 = 3/(2𝜋) (sube 3 m por vuelta), 4 vueltas son 𝑡 ∈ [0, 8𝜋] y miden
8𝜋√225 + 𝑐2 = 4ඥ(30𝜋)2 + 9 ≈ 377.18m, frente a 4 ⋅ 30𝜋 ≈ 376.99m de cuatro circunferen‑
cias.

Por qué cada hipótesis

⚠ 𝛾′ continua en el cerrado

𝑔(𝑥) = 𝑥2 sen(1/𝑥2), 𝑔(0) = 0, es derivable con 𝑔′ no acotada en [−1, 1] (C2‑014.E2). Para
𝛾(𝑡) = (𝑡, 𝑔(𝑡)), |𝛾′| no es integrable en [−1, 1]: la fórmula de C3‑003.T4 ni se puede escribir.

⚠ Continuidad

𝛾(𝑡) = (0, 0) si 𝑡 < 1/2 y (1, 0) si 𝑡 ≥ 1/2, en [0, 1]: donde existe, 𝛾′ = 0, pero toda poligonal
con un vértice a cada lado de 1/2mide al menos 1, y 𝓁(𝛾) = 1. El salto cuenta.

⚠ Continua no basta

(𝑡, 𝑡 sen(1/𝑡)) con valor (0, 0) en 0 es continua en [0, 1] y no rectiϐicable (C2‑020.E3, con C3‑
003.C2).

Ejercicios

1. Calcula ∫10 𝐹 para 𝐹(𝑡) = (cos 𝑡, sen 𝑡, 1) y veriϐica | ∫10 𝐹| ≤ ∫10 |𝐹|.
2. Un dron con |𝛾′| ≤ 15m/s vuela de 𝑡 = 0 a 𝑡 = 60 s. Demuestra que no sale de la bola cerrada

de radio 900 m centrada en su punto de partida.
3. Calcula la longitud de 𝛾(𝑡) = (2𝑡, 𝑡2, log 𝑡) en [1, 𝑒].
4. Demuestra que si |𝛾(𝑏)−𝛾(𝑎)| = 𝓁(𝛾) y 𝛾 es inyectiva y 𝐶1, entonces la traza está en el segmento
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de 𝛾(𝑎) a 𝛾(𝑏) (esquema).
5. ¿Cuánto mide una vuelta de una hélice de radio 1 que sube 2𝜋 por vuelta?

Respuestas

1. ∫10 𝐹 = (sen 1, 1 − cos1, 1), de norma≈ 1.3854; ∫10 |𝐹| = √2 ≈ 1.4142.
2. Para cada 𝑡 ∈ [0, 60], C3‑003.C1 en [0, 𝑡] da |𝛾(𝑡) − 𝛾(0)| ≤ 15𝑡 ≤ 900.
3. En 𝐽 = (0,∞) es 𝐶∞ con |𝛾′(𝑡)|2 = 4 + 4𝑡2 + 1/𝑡2 = (2𝑡 + 1/𝑡)2; por C3‑003.T4, 𝓁 = ∫𝑒1 (2𝑡 +

1/𝑡) 𝑑𝑡 = (𝑒2 − 1) + 1 = 𝑒2 ≈ 7.389.
4. Para cada 𝑡, |𝛾(𝑏) − 𝛾(𝑎)| ≤ |𝛾(𝑡) − 𝛾(𝑎)| + |𝛾(𝑏) − 𝛾(𝑡)| ≤ 𝓁 por (b) y

(c) de C3‑003.T3; la igualdad fuerza igualdad en el triángulo, y por el ejercicio 3 de C3‑001 𝛾(𝑡)
está en el segmento.

5. ඥ(2𝜋)2 + (2𝜋)2 = 2√2𝜋 ≈ 8.886.



C3‑004 · Reparametrización y longitud de
arco como parámetro

Motivación

Dos choferes en la rampa
Ana y Beto suben las mismas 4 vueltas de la rampa helicoidal de C3‑003 (radio 15 m, 3 m por
vuelta). Beto va al doble de rapidez y tarda la mitad. ¿Sus odómetros marcan lo mismo? Sı́: los
dos pasan por las mismas posiciones, en el mismo orden; solo cambia la hora. Ambos marcan
377.18 m.
La rampa tiene una marca de pintura cada metro. Si nadie se detiene, la marca sirve de reloj: la
posición se puede describir por los metros recorridos. Recorrida ası́, la rampa va «a un metro
por unidad»: rapidez 1.
Dónde falla la analogı́a: un auto real se puede detener. En un instante con velocidad cero, el reloj
de marcas deja de ser derivable (C3‑004.E2).

Reparametrización e invariancia de la longitud

Deϐinición C3‑004.D1 (reparametrización)

Sean 𝐼 e 𝐼′ intervalos, 𝛾 ∶ 𝐼 → ℝ𝑛 y 𝜑 ∶ 𝐼′ → 𝐼 continua y biyectiva (por lo tanto estrictamente
monótona, C1‑026.T2). 𝛾 ∘ 𝜑 es una reparametrización de 𝛾; conserva la orientación si 𝜑 es
creciente.

Teorema C3‑004.T1 (la longitud no depende de la parametrización)

Sean 𝑎 < 𝑏, 𝑐 < 𝑑, 𝛾 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛 y 𝜑 ∶ [𝑐, 𝑑] → [𝑎, 𝑏] continua y biyectiva. Entonces 𝛾 ∘ 𝜑 es
rectiϐicable ⟺ 𝛾 lo es, y 𝓁(𝛾 ∘ 𝜑) = 𝓁(𝛾).

23
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Idea de la demostración
𝜑 manda las particiones de [𝑐, 𝑑] biyectivamente en las de [𝑎, 𝑏], con la misma poligonal. Los
dos conjuntos de C3‑003.D2 son el mismo. No hacen falta derivadas.

Demostración.

1. 𝜑 es estrictamentemonótona (C1‑026.T2). Si es creciente,𝜑(𝑐) = 𝑎 y𝜑(𝑑) = 𝑏: como es biyecti‑
va, 𝑎 = 𝜑(𝑢) para algún 𝑢, y𝜑(𝑐) ≤ 𝜑(𝑢) = 𝑎 ≤ 𝜑(𝑐) (C1‑003.T1); igual con 𝑏. Si es decreciente,
𝜑(𝑐) = 𝑏 y 𝜑(𝑑) = 𝑎.

2. Caso creciente. Si 𝑄 = {𝑢0 < ⋯ < 𝑢𝑘} es partición de [𝑐, 𝑑] (C2‑001.D1), 𝜑(𝑄) = {𝜑(𝑢0) < ⋯ <
𝜑(𝑢𝑘)} es partición de [𝑎, 𝑏] (paso 1). Recı́procamente, si 𝑃 = {𝑡0 < ⋯ < 𝑡𝑘} es partición de
[𝑎, 𝑏], los 𝑢𝑖 ∶= 𝜑−1(𝑡𝑖) (C1‑011.D1) son crecientes (𝜑−1 es estrictamente creciente: si 𝑡 < 𝑡′ y
𝜑−1(𝑡) ≥ 𝜑−1(𝑡′), aplicar 𝜑 darı́a 𝑡 ≥ 𝑡′) y forman una partición 𝑄 con 𝜑(𝑄) = 𝑃 (C1‑011.T1).

3. Para esas particiones,

𝓁(𝛾 ∘ 𝜑, 𝑄) =
𝑘

෍
𝑖=1

|𝛾(𝜑(𝑢𝑖)) − 𝛾(𝜑(𝑢𝑖−1))| = 𝓁(𝛾, 𝜑(𝑄)).

4. Caso decreciente. 𝜑(𝑄), escrita en orden creciente, es {𝜑(𝑢𝑘) < ⋯ < 𝜑(𝑢0)}. Su poligonal tiene
los mismos sumandos en orden inverso, y |𝑥 − 𝑦| = |𝑦 − 𝑥| (C3‑001.T2); reordenar una suma
ϐinita no la cambia (C1‑005.T12, inducción). Ası́ 𝓁(𝛾 ∘ 𝜑, 𝑄) = 𝓁(𝛾, 𝜑(𝑄)) y, como en el paso 2,
toda partición de [𝑎, 𝑏] es un 𝜑(𝑄).

5. Por los pasos 2‑4, {𝓁(𝛾 ∘ 𝜑, 𝑄)} = {𝓁(𝛾, 𝑃)}: el mismo conjunto. Uno está acotado si y solo si el
otro lo está, y sus supremos coinciden (C1‑006.T1).■

La longitud de arco como parámetro

Deϐinición C3‑004.D2 (función longitud de arco)

Sean 𝐽 un intervalo abierto, 𝛾 de clase 𝐶1 en 𝐽 y 𝑡0 ∈ 𝐽. 𝑠(𝑡) ∶= ∫𝑡𝑡0 |𝛾
′| para 𝑡 ∈ 𝐽 (C2‑004.D1).

La integral existe: 𝛾′ es continua (C2‑015.D1), |𝛾′| también (C3‑002.T2), y es integrable en cada inter‑
valo cerrado de extremos 𝑡0 y 𝑡 (C2‑003.T1).
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Teorema C3‑004.T2 (parámetro de longitud de arco)

Sean 𝐽 un intervalo abierto, 𝛾 de clase 𝐶1 y regular en 𝐽, y 𝑡0 ∈ 𝐽. Entonces 𝑠 es de clase 𝐶1 en 𝐽
con 𝑠′ = |𝛾′| > 0, estrictamente creciente, ̃𝐽 ∶= 𝑠(𝐽) es un intervalo abierto, 𝜎 ∶= 𝑠−1 ∶ ̃𝐽 → 𝐽 es
de clase 𝐶1 con 𝜎′ = 1/(|𝛾′| ∘ 𝜎), y 𝛽 ∶= 𝛾 ∘ 𝜎 cumple |𝛽′| = 1 en ̃𝐽. Para [𝑐, 𝑑] ⊂ ̃𝐽, la longitud
de 𝛽 en [𝑐, 𝑑] es 𝑑 − 𝑐.

Idea de la demostración
𝑠 es la primitiva de |𝛾′| > 0: es 𝐶1 y estrictamente creciente, ası́ que tiene inversa derivable. La
regla de la cadena da |𝛽′| = |𝛾′(𝜎)| ⋅ 𝜎′ = 1.

Demostración.

1. |𝛾′| es continua en 𝐽 (C3‑002.T2). Por C2‑008.C2, 𝑠 es derivable en 𝐽 con 𝑠′ = |𝛾′|, que es continua:
𝑠 es 𝐶1 (C2‑015.D1).

2. Como 𝛾′(𝑡) ≠ 0, |𝛾′(𝑡)| > 0 (C3‑001.T2). Por C1‑034.T2, 𝑠 es estrictamente creciente.
3. ̃𝐽 = 𝑠(𝐽) es un intervalo (C1‑026.T1). No tiene máximo: si 𝑦 = 𝑠(𝑡), hay 𝑡′ > 𝑡 en 𝐽 (𝐽 es abierto)

y 𝑠(𝑡′) > 𝑦. Igual, no tiene mı́nimo. Sean 𝛼 ∶= ınf ̃𝐽 y 𝛽0 ∶= sup ̃𝐽 (o ∓∞). Para 𝛼 < 𝑦 < 𝛽0 hay
𝑦1, 𝑦2 ∈ ̃𝐽 con 𝑦1 < 𝑦 < 𝑦2 (C1‑006.T2), luego 𝑦 ∈ ̃𝐽 (intervalo, C1‑004.D2); y ni 𝛼 ni 𝛽0 están en
̃𝐽. Ası́ ̃𝐽 = (𝛼, 𝛽0), abierto.

4. 𝜎 = 𝑠−1 ∶ ̃𝐽 → 𝐽 es continua (C1‑026.T3). Para 𝑢 ∈ ̃𝐽, 𝜎(𝑢) es interior a 𝐽 y 𝑠′(𝜎(𝑢)) > 0; por
C1‑031.T1, 𝜎 es derivable en 𝑢 con

𝜎′(𝑢) = 1
𝑠′(𝜎(𝑢)) =

1
|𝛾′(𝜎(𝑢))| .

5. 𝜎′ es continua: |𝛾′| ∘ 𝜎 es continua y no se anula (C1‑022.T3, C1‑022.T2). Ası́ 𝜎 es 𝐶1.
6. Por C3‑002.T4 (cadena), 𝛽′(𝑢) = 𝜎′(𝑢) 𝛾′(𝜎(𝑢)) = 𝛾′(𝜎(𝑢))/|𝛾′(𝜎(𝑢))|, y por C3‑001.T2,

|𝛽′(𝑢)| = 1.
7. 𝛽′ es continua (pasos 5‑6, C3‑002.T2): 𝛽 es 𝐶1 en el intervalo abierto ̃𝐽. Por C3‑003.T4 y C2‑

002.E1, la longitud de 𝛽 en [𝑐, 𝑑] ⊂ ̃𝐽 es ∫𝑑𝑐 1 = 𝑑 − 𝑐.■

Teorema C3‑004.T3 (regularidad del cambio de parámetro)

Si además 𝛾 es de clase 𝐶𝑘 en 𝐽 (𝑘 ≥ 1), 𝑠, 𝜎 y 𝛽 son de clase 𝐶𝑘 .
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Demostración.

1. 𝛾′ ∈ 𝐶𝑘−1 (C2‑015.D1, C3‑002.T3), ası́ que 𝛾′ ⋅𝛾′ ∈ 𝐶𝑘−1 con valores> 0 (C3‑002.T6, C3‑001.T2).

√ es 𝐶∞ en (0,∞) (C3‑002.T6), luego 𝑠′ = ඥ𝛾′ ⋅ 𝛾′ ∈ 𝐶𝑘−1 (C3‑002.T6, composición) y 𝑠 ∈ 𝐶𝑘 .
2. Inducción para 𝜎. 𝜎 ∈ 𝐶1 (C3‑004.T2). Supongamos 𝜎 ∈ 𝐶𝑗 con 1 ≤ 𝑗 < 𝑘. Como 𝑠′ ∈ 𝐶𝑘−1 ⊂ 𝐶𝑗 ,

la composición 𝑠′ ∘ 𝜎 es 𝐶𝑗 y no se anula; su recı́proco 𝜎′ = 1/(𝑠′ ∘ 𝜎) es 𝐶𝑗 (C3‑002.T6). Ası́
𝜎 ∈ 𝐶𝑗+1. Por inducción (C1‑005.T1), 𝜎 ∈ 𝐶𝑘 .

3. Cada componente𝛽𝑖 = 𝛾𝑖∘𝜎 es composición de funciones𝐶𝑘 (C3‑002.T6); por C3‑002.T3,𝛽 ∈ 𝐶𝑘 .
■

Ejemplos

Ejemplo C3‑004.E1 (la hélice por longitud de arco)
Con 𝑐0 ∶= √𝑟2 + 𝑐2 y 𝑡0 = 0: 𝑠(𝑡) = 𝑐0𝑡 y 𝛽(𝑢) = (𝑟 cos(𝑢/𝑐0), 𝑟 sen(𝑢/𝑐0), 𝑐𝑢/𝑐0) tiene
rapidez 1.

1. La rapidez de la hélice es la constante 𝑐0 (C3‑002.E1), ası́ que 𝑠(𝑡) = ∫𝑡0 𝑐0 = 𝑐0𝑡 (C2‑
002.E1, con la convención de C2‑004.D1 si 𝑡 < 0).

2. 𝜎(𝑢) = 𝑢/𝑐0 y 𝛽 = 𝛾 ∘𝜎 es la fórmula del enunciado. Por C3‑002.T4, 𝛽′(𝑢) = 𝛾′(𝑢/𝑐0)/𝑐0,
de norma 1.

La rampa. Con 𝑟 = 15, 𝑐 = 3/(2𝜋): 𝑐0 ≈ 15.0076; la marca del metro 100 está en el segundo
100/𝑐0 ≈ 6.663 de Ana.

Ejemplo C3‑004.E2 (sin regularidad falla)
𝛾(𝑡) = (𝑡3, 𝑡3) es 𝐶∞ con 𝛾′(0) = 0; 𝑠(𝑡) = √2 𝑡3 y 𝑠′(0) = 0, ası́ que 𝑠−1 no es derivable en 0:
si lo fuera, 1 = (𝑠 ∘ 𝑠−1)′(0) = 𝑠′(0)(𝑠−1)′(0) = 0.

1. 𝛾′(𝑡) = (3𝑡2, 3𝑡2) (C1‑028.T2, C3‑002.T3) y |𝛾′(𝑡)| = √18𝑡4 = 3√2 𝑡2 (C2‑014.D1).
2. 𝑠(𝑡) = ∫𝑡0 3√2𝑥2 𝑑𝑥 = √2 𝑡3 (C2‑009.E1, C2‑004.D1), y 𝑠′(0) = 0 (C2‑008.C2).
3. 𝑠 es estrictamente creciente y biyectiva deℝ enℝ, con 𝑠−1(0) = 0. Si 𝑠−1 fuera derivable

en 0, la cadena (C1‑030.T1) aplicada a 𝑠 ∘ 𝑠−1 = id darı́a 1 = 𝑠′(0) (𝑠−1)′(0) = 0 (C1‑
028.T2). Contradicción.
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⚠ Qué se rompe y qué no

En C3‑004.E2 la longitud sigue bien deϐinida y la traza es un segmento. Lo que se rompe es la
conclusión «𝜎 es 𝐶1» de C3‑004.T2. Con la cúspide (𝑡2, 𝑡3) de C3‑002.E1 se rompe más: el tan‑
gente unitario 𝑇(𝑡) = (2𝑡, 3𝑡2)/|(2𝑡, 3𝑡2)| tiende a (−1, 0) por la izquierda de 0 y a (1, 0) por la
derecha, ası́ que la curva por arco no puede ser 𝐶1.

Por qué cada hipótesis

⚠ 𝜑 biyectiva

𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sen 𝑡) en [0, 4𝜋] tiene la misma traza que en [0, 2𝜋], pero longitud 4𝜋: da dos
vueltas. 𝑡 ↦ 𝑡 de [0, 4𝜋] en [0, 2𝜋] no existe como biyección; la longitud mide el recorrido, no la
traza.

⚠ Regularidad

Es la hipótesis que rompe C3‑004.E2: con 𝛾′(𝑡0) = 0, 𝑠′(𝑡0) = 0 y la inversa no es derivable ahı́.

Ejercicios

1. Reparametriza por longitud de arco la circunferencia 𝛾(𝑡) = (2 cos3𝑡, 2 sen 3𝑡) con 𝑡0 = 0.
2. Demuestra que si 𝜑 es decreciente, 𝛾 ∘ 𝜑 recorre la traza en sentido opuesto: (𝛾 ∘ 𝜑)(𝑐) = 𝛾(𝑏).
3. Sea 𝛾(𝑡) = (𝑡, cosh 𝑡) con cosh 𝑡 = (𝑒𝑡 + 𝑒−𝑡)/2. Calcula 𝑠(𝑡) con 𝑡0 = 0.
4. ¿En qué segundo pasa Ana por la marca del metro 200 de la rampa?
5. Demuestra que para una curva regular por longitud de arco, cualquier otra reparametrización

por longitud de arco que conserve la orientación es 𝛽(𝑢 + 𝑘) para una constante 𝑘 (esquema).

Respuestas

1. |𝛾′| = 6, 𝑠 = 6𝑡, 𝛽(𝑢) = (2 cos(𝑢/2), 2 sen(𝑢/2)).
2. Paso 1 de C3‑004.T1: si 𝜑 decrece, 𝜑(𝑐) = 𝑏.
3. |𝛾′|2 = 1 + senh2 𝑡 = cosh2 𝑡, ası́ que 𝑠(𝑡) = ∫𝑡0 cosh = senh 𝑡 = (𝑒𝑡 − 𝑒−𝑡)/2.
4. 200/𝑐0 ≈ 13.327 s.
5. Si 𝛽̃ = 𝛽 ∘ 𝜓 con |𝛽̃′| = 1 y 𝜓 creciente 𝐶1, 1 = |𝜓′| ⋅ |𝛽′ ∘ 𝜓| = 𝜓′; por C1‑034.T1,𝜓(𝑢) = 𝑢 + 𝑘.
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(Que 𝜓 sea 𝐶1 se obtiene de C3‑004.T2 aplicado a cada una.)



C3‑005 · Curvatura, normal principal y
plano osculador

Motivación

El radio de una carretera
Un tramo de carretera tiene forma de parábola, 𝑦 = 𝑥2/400 (metros). Para ϐijar el lı́mite de
velocidad, las normas de diseño piden el radio de la curva en cada punto: el de la rotonda que
mejor se ajusta a la carretera ahı́. En el vértice ese radio es 200 m; a 100 m del vértice ya es de
unos 279.5 m.
Recorrida a rapidez 1, lo único que cambia la velocidad es la geometrı́a: qué tan rápido gira la
tangente. Eso es la curvatura, y su recı́proco es el radio de la rotonda.
Dónde falla la analogı́a: una carretera real tiene ancho, peralte y tramos de transición; aquı́ es
una curva ideal.

Curvatura y normal principal

Deϐinición C3‑005.D1 (curvatura y normal)

Sea 𝛽 de clase 𝐶2 en un intervalo abierto ̃𝐽 con |𝛽′| = 1. 𝑇 ∶= 𝛽′ y 𝜅(𝑢) ∶= |𝑇′(𝑢)| = |𝛽″(𝑢)|
(la curvatura). Si 𝜅(𝑢) > 0: normal principal 𝑁(𝑢) ∶= 𝑇′(𝑢)/𝜅(𝑢), plano osculador {𝛽(𝑢) +
𝑎𝑇(𝑢) + 𝑏𝑁(𝑢) ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ}, círculo osculador: el de centro 𝛽(𝑢) + 𝑁(𝑢)/𝜅(𝑢) y radio 1/𝜅(𝑢)
contenido en el plano osculador.
Para 𝛾 de clase 𝐶2 y regular en 𝐽, con 𝛽 = 𝛾 ∘𝜎 como en C3‑004.T2 (𝐶2 por C3‑004.T3), 𝜅𝛾(𝑡) ∶=
𝜅(𝑠(𝑡)), 𝑇𝛾(𝑡) ∶= 𝑇(𝑠(𝑡)) y 𝑁𝛾(𝑡) ∶= 𝑁(𝑠(𝑡)).

29



Cálculo en varias variables I 30

Teorema C3‑005.T1

En las condiciones de C3‑005.D1: 𝑇 ⋅ 𝑇′ = 0; si 𝜅 > 0, 𝑁 es unitario, 𝑁 ⟂ 𝑇 y 𝑇′ = 𝜅𝑁.

Demostración.

1. |𝑇| = |𝛽′| = 1 es constante y 𝑇 es derivable (𝛽 es 𝐶2). Por C3‑002.C1, 𝑇 ⋅ 𝑇′ = 0.
2. Si 𝜅 > 0: |𝑁| = |𝑇′|/𝜅 = 1 (C3‑001.T2).
3. 𝑁 ⋅ 𝑇 = (𝑇′ ⋅ 𝑇)/𝜅 = 0 (C3‑001.T2, paso 1).
4. 𝜅𝑁 = 𝑇′ por la deϐinición de𝑁.■

Ası́ 𝑇 y 𝑁 son unitarios y perpendiculares: el plano osculador está generado por dos direcciones orto‑
normales, y el cı́rculo osculador es el cı́rculo de ese plano que pasa por 𝛽(𝑢) con centro del lado hacia
el que gira 𝑇.

Teorema C3‑005.T2 (curvatura cero)

Con 𝛽 como en C3‑005.D1: 𝜅 = 0 en todo ̃𝐽 ⟺ existen 𝑝 ∈ ℝ𝑛 y 𝑣 unitario con 𝛽(𝑢) = 𝑝 + 𝑢𝑣
para todo 𝑢 ∈ ̃𝐽.

Demostración.

1. (⇐) Si 𝛽(𝑢) = 𝑝 + 𝑢𝑣: 𝛽′ = 𝑣 y 𝛽″ = 0 (C3‑002.T3, C1‑028.T2), ası́ que 𝜅 = 0.
2. (⇒) Si 𝜅 = |𝛽″| = 0 en ̃𝐽, entonces 𝛽″ = 0 (C3‑001.T2). Por C3‑002.T5, 𝛽′ = 𝑣 es constante, con

|𝑣| = 1.
3. 𝜂(𝑢) ∶= 𝛽(𝑢) − 𝑢𝑣 tiene 𝜂′ = 𝑣 − 𝑣 = 0 (C3‑002.T4, C1‑028.T2), ası́ que es constante, = 𝑝

(C3‑002.T5). Por lo tanto 𝛽(𝑢) = 𝑝 + 𝑢𝑣.■
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La curvatura en cualquier parámetro

Teorema C3‑005.T3 (curvatura en cualquier parámetro)

Sea 𝛾 de clase 𝐶2 y regular en un intervalo abierto 𝐽. Entonces

𝜅𝛾 =
ඥ|𝛾′|2|𝛾″|2 − (𝛾′ ⋅ 𝛾″)2

|𝛾′|3 .

Para 𝛾 = (𝑥, 𝑦) enℝ2: 𝜅𝛾 = |𝑥′𝑦″ − 𝑥″𝑦′|/(𝑥′2 + 𝑦′2)3/2. Además 𝑇𝛾 = 𝛾′/|𝛾′| y, donde 𝜅𝛾 > 0,
𝑁𝛾 = 𝑇′𝛾/(|𝛾′|𝜅𝛾); en particular 𝜅𝛾 , 𝑇𝛾 y 𝑁𝛾 no dependen del 𝑡0 elegido en C3‑004.T2.

Idea de la demostración
Con 𝑣 ∶= |𝛾′|, 𝛾′ = 𝑣𝑇 y 𝛾″ = 𝑣′𝑇 + 𝑣2𝑇′: una parte de la aceleración cambia la rapidez y otra,
perpendicular, gira. Al combinar normas y productos punto, 𝑣′ se cancela.

Demostración. Sea 𝑣 ∶= |𝛾′| = 𝑠′ (𝐶1, porque 𝑠 es 𝐶2 por C3‑004.T3).

1. 𝜎 ∘ 𝑠 = id𝐽 , ası́ que 𝛾 = 𝛽 ∘ 𝑠. Por C3‑002.T4, 𝛾′ = 𝑠′ (𝛽′ ∘ 𝑠) = 𝑣 (𝑇 ∘ 𝑠).
2. Derivando otra vez (C3‑002.T4, producto y cadena):

𝛾″ = 𝑣′ (𝑇 ∘ 𝑠) + 𝑣 (𝑇′ ∘ 𝑠) 𝑠′ = 𝑣′ (𝑇 ∘ 𝑠) + 𝑣2 (𝑇′ ∘ 𝑠).

3. Por C3‑005.T1, 𝑇 ⟂ 𝑇′, |𝑇| = 1 y |𝑇′ ∘ 𝑠| = 𝜅𝛾 . Por Pitágoras (C3‑001.T6) y C3‑001.T2:

|𝛾″|2 = 𝑣′2 + 𝑣4𝜅2𝛾 , 𝛾′ ⋅ 𝛾″ = 𝑣 𝑣′.

4. Entonces, con |𝛾′|2 = 𝑣2:

|𝛾′|2|𝛾″|2 − (𝛾′ ⋅ 𝛾″)2 = 𝑣2𝑣′2 + 𝑣6𝜅2𝛾 − 𝑣2𝑣′2

= 𝑣6𝜅2𝛾 .

5. Como 𝑣3𝜅𝛾 ≥ 0, su raı́z es 𝑣3𝜅𝛾 (C2‑014.D1), y al dividir entre 𝑣3 > 0 queda la fórmula. No hace
falta 𝜅 > 0.

6. Plano. Con 𝛾 = (𝑥, 𝑦), una cuenta directa (K1‑K9) da

(𝑥′2 + 𝑦′2)(𝑥″2 + 𝑦″2) − (𝑥′𝑥″ + 𝑦′𝑦″)2 = (𝑥′𝑦″ − 𝑥″𝑦′)2,
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cuya raı́z es |𝑥′𝑦″ − 𝑥″𝑦′| (C1‑004.T6, C2‑014.D1).
7. 𝑇𝛾 y 𝑁𝛾 . Por el paso 1, 𝑇𝛾 = 𝑇 ∘ 𝑠 = 𝛾′/𝑣. Por la cadena, 𝑇′𝛾 = (𝑇′ ∘ 𝑠) 𝑠′ = 𝑣 𝜅𝛾 (𝑁 ∘ 𝑠) = 𝑣 𝜅𝛾 𝑁𝛾

(C3‑005.T1), y donde 𝜅𝛾 > 0 se despeja𝑁𝛾 .
8. Los lados derechos de las fórmulas solo dependen de 𝛾, no de 𝑡0.■

Ejemplo C3‑005.E1
La circunferencia de radio 𝑟 tiene 𝜅 = 1/𝑟; la hélice, 𝜅 = 𝑟/(𝑟2 + 𝑐2); la parábola 𝑦 = 𝑥2 tiene
𝜅 = 2 en el origen.

1. Circunferencia (𝑟 cos 𝑡, 𝑟 sen 𝑡): 𝑥′ = −𝑟 sen 𝑡, 𝑦′ = 𝑟 cos 𝑡, 𝑥″ = −𝑟 cos 𝑡, 𝑦″ = −𝑟 sen 𝑡
(C2‑014.T6). Ası́ 𝑥′𝑦″ − 𝑥″𝑦′ = 𝑟2(sen2 𝑡 + cos2 𝑡) = 𝑟2 y 𝑥′2 + 𝑦′2 = 𝑟2 (C2‑014.T5):
𝜅 = 𝑟2/𝑟3 = 1/𝑟.

2. Hélice. |𝛾′|2 = 𝑟2 + 𝑐2 (C3‑002.E1), 𝛾″ = (−𝑟 cos 𝑡, −𝑟 sen 𝑡, 0), |𝛾″|2 = 𝑟2 y 𝛾′ ⋅ 𝛾″ =
𝑟2 sen 𝑡 cos 𝑡 − 𝑟2 cos 𝑡 sen 𝑡 = 0. Por C3‑005.T3,

𝜅 = ඥ(𝑟2 + 𝑐2)𝑟2
(𝑟2 + 𝑐2)3/2 = 𝑟

𝑟2 + 𝑐2 .

3. Parábola (𝑡, 𝑡2): 𝑥′ = 1, 𝑥″ = 0, 𝑦′ = 2𝑡, 𝑦″ = 2 (C1‑028.T2): 𝜅 = 2/(1 + 4𝑡2)3/2, que
vale 2 en 𝑡 = 0.

−1 0 10
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2

Figura 3: La parábola 𝑦 = 𝑥2 con sus cı́rculos osculadores en 𝑥 = 0 (radio 1/2) y en 𝑥 = 0.6: lejos del
vértice la curva se abre y el radio crece.
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⚠ 𝜅 = |𝑓″| solo donde 𝑓′ = 0

Para una gráϐica 𝑦 = 𝑓(𝑥), C3‑005.T3 con (𝑥, 𝑓(𝑥)) da 𝜅 = |𝑓″|/(1 + 𝑓′2)3/2. En la carre‑
tera 𝑓(𝑥) = 𝑥2/400, en el vértice 𝜅 = 1/200 (radio 200 m), pero en 𝑥 = 100 m, 𝜅 =
(1/200)/1.253/2 ≈ 0.003578 (radio≈ 279.5m).

Curvatura con signo en el plano

Deϐinición C3‑005.D2 (curvatura con signo en el plano)

Para 𝑤 = (𝑤1, 𝑤2) ∈ ℝ2, 𝐽𝑤 ∶= (−𝑤2, 𝑤1). Si 𝛽 es de clase 𝐶2 en ̃𝐽 con |𝛽′| = 1 en ℝ2, la
curvatura con signo es 𝜅𝑠 ∶= 𝑇′ ⋅ 𝐽𝑇.

Teorema C3‑005.T4

Con C3‑005.D2: 𝑇′ = 𝜅𝑠𝐽𝑇 y |𝜅𝑠| = 𝜅; 𝜅𝑠 > 0 donde la curva gira a la izquierda (en sentido
contrario a las manecillas).

Demostración.

1. Sea 𝑇 = (𝑎, 𝑏) con 𝑎2 + 𝑏2 = 1 y sea𝑤 ∈ ℝ2 con𝑤 ⋅ 𝑇 = 0, es decir, 𝑎𝑤1 = −𝑏𝑤2.
2. 𝑤 ⋅ 𝐽𝑇 = −𝑏𝑤1 + 𝑎𝑤2 y

(𝑤 ⋅ 𝐽𝑇) 𝐽𝑇 = ൫𝑏2𝑤1 − 𝑎𝑏𝑤2, −𝑎𝑏𝑤1 + 𝑎2𝑤2൯.

3. Con 𝑎𝑏𝑤2 = −𝑎2𝑤1 y 𝑎𝑏𝑤1 = −𝑏2𝑤2 (paso 1), las componentes son (𝑎2 + 𝑏2)𝑤1 = 𝑤1 y
(𝑎2 + 𝑏2)𝑤2 = 𝑤2:𝑤 = (𝑤 ⋅ 𝐽𝑇)𝐽𝑇.

4. Por C3‑005.T1, 𝑇′ ⋅ 𝑇 = 0; con𝑤 = 𝑇′, 𝑇′ = (𝑇′ ⋅ 𝐽𝑇)𝐽𝑇 = 𝜅𝑠𝐽𝑇.
5. |𝐽𝑇| = √𝑏2 + 𝑎2 = 1, ası́ que 𝜅 = |𝑇′| = |𝜅𝑠| (C3‑001.T2).■

La lectura «gira a la izquierda» (el ángulo de 𝑇 crece) se ilustra y no se usa en ninguna prueba: en la
circunferencia (𝑟 cos(𝑢/𝑟), 𝑟 sen(𝑢/𝑟)), recorrida en sentido contrario a las manecillas, 𝜅𝑠 = 1/𝑟 > 0.
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Por qué cada hipótesis

⚠ Regularidad

La cúspide (𝑡2, 𝑡3) tiene 𝛾′(0) = 0: en 𝑡 = 0 la fórmula de C3‑005.T3 divide entre 0 y la curva
no se puede recorrer por arco con un cambio 𝐶1 (C3‑004.E2 y su comentario).

⚠ 𝜅 ≡ 0 en todo el intervalo

𝑦 = 𝑥3 tiene 𝜅(0) = 0 (𝑓″(0) = 0) y no es una recta. C3‑005.T2 pide 𝜅 = 0 en todo ̃𝐽.

Ejercicios

1. Calcula la curvatura de la elipse (2 cos 𝑡, sen 𝑡) en 𝑡 = 0 y en 𝑡 = 𝜋/2.
2. Demuestra que si 𝜅𝛾 es constante = 1/𝑟 y la curva es plana con 𝜅𝑠 = 1/𝑟, el centro 𝛽 + 𝑁/𝜅 es

constante (esquema: deriva 𝛽 + 𝑟𝐽𝑇).
3. Encuentra el radio de la carretera 𝑦 = 𝑥2/400 en 𝑥 = 200m.
4. Calcula la curvatura de la hélice de la rampa (radio 15 m, 3 m por vuelta) y compárala con la de

su sombra.
5. Demuestra que para una gráϐica 𝑦 = 𝑓(𝑥) con 𝑓 de clase 𝐶2, 𝜅 = |𝑓″|/(1 + 𝑓′2)3/2.

Respuestas

1. 𝑥′𝑦″ − 𝑥″𝑦′ = 2, 𝑥′2 + 𝑦′2 = 4 sen2 𝑡 + cos2 𝑡: 𝜅(0) = 2, 𝜅(𝜋/2) = 2/8 = 1/4.
2. (𝛽 + 𝑟𝐽𝑇)′ = 𝑇 + 𝑟𝐽(𝑇′) = 𝑇 + 𝑟𝜅𝑠𝐽(𝐽𝑇) = 𝑇 − 𝑇 = 0, porque 𝐽(𝐽𝑤) = −𝑤.
3. 𝑓′ = 1, 𝑓″ = 1/200: 𝜅 = (1/200)/23/2 ≈ 0.001768, radio≈ 565.7m.
4. 𝜅 = 15/(225 + 𝑐2) con 𝑐 = 3/(2𝜋):≈ 0.066600 (radio≈ 15.015m), apenas menor que 1/15 ≈

0.066667.
5. C3‑005.T3 con 𝛾(𝑥) = (𝑥, 𝑓(𝑥)): 𝑥′ = 1, 𝑥″ = 0.



C3‑006 · Torsión y fórmulas de
Frenet–Serret

Motivación

Los tres ejes del dron y el tobogán
Un dron sabe hacia dónde apunta (𝑇) y hacia dónde gira (𝑁). Para leer un viento cualquiera en
sus propios ejes le falta un tercero, perpendicular a los dos: 𝐵 = 𝑇×𝑁. Con los tres, todo vector
es la suma de sus tres sombras.
Después, un tobogán helicoidal de radio 3 m que sube 2 m por vuelta. La curvatura dice cuánto
gira; la torsión, cuánto se sale del plano en que está girando. Aquı́ 𝜅 ≈ 0.3296 y 𝜏 ≈ 0.03497
por metro: casi un cı́rculo, pero no plano.
Dónde falla la analogı́a: los sensores reales tienen error y un tobogán tiene ancho; aquı́ los ejes
son exactos y la curva no tiene grosor.

Parte 1 · Producto cruz y marco ortonormal

Deϐinición C3‑006.D1 (producto cruz)

Para 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ3: 𝑎 × 𝑏 ∶= (𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2, 𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3, 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1).

Las tres componentes se obtienen una de otra con la permutación cı́clica de ı́ndices 1 → 2 → 3 → 1;
por eso una cuenta hecha en la primera componente vale en las otras con los ı́ndices permutados.

Teorema C3‑006.T1 (propiedades)

Para 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ3 y 𝑡 ∈ ℝ:× es bilineal; 𝑏×𝑎 = −(𝑎×𝑏) y 𝑎×𝑎 = 0; (𝑎×𝑏) ⋅𝑎 = (𝑎×𝑏) ⋅𝑏 = 0;
(identidad de Lagrange) |𝑎×𝑏|2 = |𝑎|2|𝑏|2−(𝑎⋅𝑏)2; (𝑎×𝑏)×𝑐 = (𝑎⋅𝑐)𝑏−(𝑏⋅𝑐)𝑎; 𝑒1×𝑒2 = 𝑒3.
Si 𝛾, 𝜂 son derivables en 𝑡, (𝛾 × 𝜂)′ = 𝛾′ × 𝜂 + 𝛾 × 𝜂′.

35
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Demostración. Todo es cuenta con las componentes (K1, K2, K4, K5, K6, K9).

1. Bilineal. Cada componente, p. ej. 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2, es una suma de productos de una componente de
𝑎 por una de 𝑏; es lineal en 𝑎 con 𝑏 ϐijo y en 𝑏 con 𝑎 ϐijo (K9, K5).

2. Antisimetría.Al cambiar𝑎 por𝑏, cada componente cambiade signo:𝑏2𝑎3−𝑏3𝑎2 = −(𝑎2𝑏3−𝑎3𝑏2)
(K6). Con 𝑏 = 𝑎: 𝑎 × 𝑎 = −(𝑎 × 𝑎), luego 𝑎 × 𝑎 = 0.

3. Perpendicular.

(𝑎 × 𝑏) ⋅ 𝑎 = 𝑎1(𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2) + 𝑎2(𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3) + 𝑎3(𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1) = 0,

porque los seis términos se cancelan en parejas. Por el paso 2, (𝑎 × 𝑏) ⋅ 𝑏 = −(𝑏 × 𝑎) ⋅ 𝑏 = 0.
4. Lagrange. |𝑎 × 𝑏|2 = ∑𝑖<𝑗(𝑎𝑖𝑏𝑗 − 𝑎𝑗𝑏𝑖)2 (las tres parejas {2, 3}, {3, 1}, {1, 2}). Por otro lado,

|𝑎|2|𝑏|2 − (𝑎 ⋅ 𝑏)2 =෍
𝑖,𝑗

𝑎2𝑖 𝑏2𝑗 −෍
𝑖,𝑗

𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎𝑗𝑏𝑗 =෍
𝑖<𝑗

൫𝑎2𝑖 𝑏2𝑗 + 𝑎2𝑗 𝑏2𝑖 − 2𝑎𝑖𝑏𝑖𝑎𝑗𝑏𝑗൯

(los términos con 𝑖 = 𝑗 se cancelan), y cada sumando es (𝑎𝑖𝑏𝑗 − 𝑎𝑗𝑏𝑖)2.
5. Doble producto. La primera componente de (𝑎 × 𝑏) × 𝑐 es

(𝑎 × 𝑏)2𝑐3 − (𝑎 × 𝑏)3𝑐2 = (𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3)𝑐3 − (𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)𝑐2
= 𝑏1(𝑎2𝑐2 + 𝑎3𝑐3) − 𝑎1(𝑏2𝑐2 + 𝑏3𝑐3)
= 𝑏1(𝑎 ⋅ 𝑐) − 𝑎1(𝑏 ⋅ 𝑐),

sumando y restando 𝑎1𝑏1𝑐1 en la última igualdad. Las otras dos componentes salen igual, con los
ı́ndices permutados cı́clicamente.

6. 𝑒1 × 𝑒2 = (0 ⋅ 0 − 0 ⋅ 1, 0 ⋅ 0 − 1 ⋅ 0, 1 ⋅ 1 − 0 ⋅ 0) = (0, 0, 1).
7. Derivada. Cada componente de 𝛾 × 𝜂 es una diferencia de productos 𝛾𝑖𝜂𝑗; por C1‑029.T1 y C1‑

029.T2 su derivada es 𝛾′𝑖𝜂𝑗 + 𝛾𝑖𝜂′𝑗 , y al reagrupar sale 𝛾′ × 𝜂 + 𝛾 × 𝜂′ (C3‑002.T3).■

Teorema C3‑006.T2 (marco ortonormal)

Sean 𝑇,𝑁 ∈ ℝ3 unitarios con 𝑇 ⟂ 𝑁, y 𝐵 ∶= 𝑇 ×𝑁. Entonces 𝐵 es unitario, 𝐵 ⟂ 𝑇, 𝐵 ⟂ 𝑁, y para
todo 𝑣 ∈ ℝ3: 𝑣 = (𝑣 ⋅ 𝑇)𝑇 + (𝑣 ⋅ 𝑁)𝑁 + (𝑣 ⋅ 𝐵)𝐵.

Idea de la demostración
Se quitan a 𝑣 sus tres sombras. Lo que queda,𝑤, es perpendicular a 𝑇, 𝑁 y 𝐵; el doble producto
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da𝐵×𝑤 = 0 y Lagrange da |𝑤|2 = |𝐵×𝑤|2 = 0. No hace falta la teorı́a de dimensión de AƵ lgebra
Lineal.

Demostración.

1. Por Lagrange (C3‑006.T1), |𝐵|2 = |𝑇|2|𝑁|2 − (𝑇 ⋅ 𝑁)2 = 1 − 0 = 1.
2. Por C3‑006.T1, 𝐵 ⋅ 𝑇 = (𝑇 × 𝑁) ⋅ 𝑇 = 0 y 𝐵 ⋅ 𝑁 = (𝑇 × 𝑁) ⋅ 𝑁 = 0.
3. Sea𝑤 ∶= 𝑣−(𝑣 ⋅𝑇)𝑇−(𝑣 ⋅𝑁)𝑁−(𝑣 ⋅𝐵)𝐵. Por C3‑001.T2 y los pasos 1‑2,𝑤⋅𝑇 = 𝑣⋅𝑇−(𝑣 ⋅𝑇) = 0,

y del mismo modo𝑤 ⋅ 𝑁 = 0 y𝑤 ⋅ 𝐵 = 0.
4. Por el doble producto (C3‑006.T1): 𝐵 × 𝑤 = (𝑇 × 𝑁) × 𝑤 = (𝑇 ⋅ 𝑤)𝑁 − (𝑁 ⋅ 𝑤)𝑇 = 0.
5. Por Lagrange: 0 = |𝐵 × 𝑤|2 = |𝐵|2|𝑤|2 − (𝐵 ⋅ 𝑤)2 = |𝑤|2.
6. Ası́𝑤 = 0 (C3‑001.T2), que es la igualdad buscada.■

Parte 2 · Torsión y Frenet–Serret

Deϐinición C3‑006.D2 (binormal y torsión)

Sea𝛽 de clase𝐶3 en un intervalo abierto ̃𝐽 ⊂ ℝ con valores enℝ3, |𝛽′| = 1 y 𝜅 > 0 en ̃𝐽. Binormal
𝐵 ∶= 𝑇 ×𝑁 y torsión 𝜏 ∶= −𝐵′ ⋅ 𝑁 (𝑇,𝑁 de C3‑005.D1, de clase 𝐶1 porque 𝜅 = |𝑇′| es 𝐶1 donde
𝑇′ ≠ 0).

La regularidad: 𝑇 = 𝛽′ es 𝐶2, 𝑇′ es 𝐶1 y 𝑇′ ⋅ 𝑇′ > 0; por C3‑002.T6, 𝜅 = √𝑇′ ⋅ 𝑇′ es 𝐶1 y 𝑁 = (1/𝜅)𝑇′

también. 𝐵 es 𝐶1 por C3‑006.T1 (regla de la derivada) y C3‑002.T3.

Teorema C3‑006.T3 (Frenet–Serret)

Con C3‑006.D2: 𝑇′ = 𝜅𝑁, 𝑁′ = −𝜅𝑇 + 𝜏𝐵 y 𝐵′ = −𝜏𝑁.

Idea de la demostración
Se lee cada derivada en el marco 𝑇,𝑁, 𝐵 (C3‑006.T2). Cada lectura sale de derivar una relación
del marco: 𝑇 ⋅ 𝑁 = 0, 𝑁 ⋅ 𝑁 = 1, 𝑁 ⋅ 𝐵 = 0, 𝐵 ⋅ 𝐵 = 1.

Demostración.
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1. 𝑇′ = 𝜅𝑁 (C3‑005.T1).
2. Por C3‑006.T1: 𝐵′ = 𝑇′ × 𝑁 + 𝑇 × 𝑁′ = 𝜅(𝑁 × 𝑁) + 𝑇 × 𝑁′ = 𝑇 × 𝑁′.
3. Entonces 𝐵′ ⋅ 𝑇 = (𝑇 × 𝑁′) ⋅ 𝑇 = 0 (C3‑006.T1), y 𝐵′ ⋅ 𝐵 = 0 porque |𝐵| = 1 (C3‑002.C1).
4. Por C3‑006.T2 y C3‑006.D2: 𝐵′ = (𝐵′ ⋅ 𝑇)𝑇 + (𝐵′ ⋅ 𝑁)𝑁 + (𝐵′ ⋅ 𝐵)𝐵 = (𝐵′ ⋅ 𝑁)𝑁 = −𝜏𝑁.
5. |𝑁| = 1 da 𝑁′ ⋅ 𝑁 = 0 (C3‑002.C1).
6. Derivando𝑁 ⋅ 𝑇 = 0 (C3‑002.T4):𝑁′ ⋅ 𝑇 = −𝑁 ⋅ 𝑇′ = −𝜅 (paso 1, |𝑁| = 1).
7. Derivando𝑁 ⋅ 𝐵 = 0: 𝑁′ ⋅ 𝐵 = −𝑁 ⋅ 𝐵′ = 𝜏 (paso 4).
8. Por C3‑006.T2:𝑁′ = −𝜅𝑇 + 𝜏𝐵.■

Teorema C3‑006.T4 (curvas planas)

Con C3‑006.D2: 𝜏 = 0 en ̃𝐽 ⟺ existen 𝑝 ∈ ℝ3 y 𝑢 unitario con (𝛽(𝑠) − 𝑝) ⋅ 𝑢 = 0 para todo
𝑠 ∈ ̃𝐽.

Demostración.

1. (⇒) Si 𝜏 = 0, 𝐵′ = 0 (C3‑006.T3) y 𝐵 es constante,= 𝑢, unitario (C3‑002.T5).
2. Fijemos 𝑠0 ∈ ̃𝐽 y 𝑝 ∶= 𝛽(𝑠0). 𝑓(𝑠) ∶= (𝛽(𝑠) − 𝑝) ⋅ 𝑢 tiene 𝑓′ = 𝑇 ⋅ 𝐵 = 0 (C3‑002.T4, C3‑006.T2),

ası́ que es constante (C3‑002.T5 con 𝑛 = 1), y 𝑓(𝑠0) = 0.
3. (⇐) Si 𝑓(𝑠) ∶= (𝛽(𝑠) − 𝑝) ⋅ 𝑢 = 0 en ̃𝐽, derivando (C3‑002.T4): 𝑇 ⋅ 𝑢 = 0 y 𝑇′ ⋅ 𝑢 = 𝜅𝑁 ⋅ 𝑢 = 0;

como 𝜅 > 0, 𝑁 ⋅ 𝑢 = 0 (C3‑005.T1).
4. Por C3‑006.T2, 𝑢 = (𝑢 ⋅ 𝐵)𝐵, y 1 = |𝑢|2 = (𝑢 ⋅ 𝐵)2: 𝑢 ⋅ 𝐵 ∈ {1, −1} en cada punto.
5. 𝑢 ⋅ 𝐵 es continua en el intervalo ̃𝐽 (C3‑002.T2). Si tomara los dos valores, por el valor intermedio

(C1‑023.C1) tomarı́a el 0. Luego es constante,= 𝜀, y 𝐵 = 𝜀𝑢 es constante.
6. Entonces 𝐵′ = 0 y 𝜏 = −𝐵′ ⋅ 𝑁 = 0.■

Las fórmulas en cualquier parámetro

Teorema C3‑006.T5 (fórmulas en cualquier parámetro)

Sea 𝛾 de clase 𝐶3 en un intervalo abierto 𝐽 con valores en ℝ3 y 𝛾′ × 𝛾″ ≠ 0 en 𝐽 (entonces 𝛾 es
regular y 𝜅𝛾 > 0). Entonces

𝜅𝛾 =
|𝛾′ × 𝛾″|
|𝛾′|3 , 𝜏𝛾 =

(𝛾′ × 𝛾″) ⋅ 𝛾‴
|𝛾′ × 𝛾″|2
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(𝜏𝛾(𝑡) ∶= 𝜏(𝑠(𝑡))); en particular no dependen de 𝑡0.

Demostración.

1. Si 𝛾′(𝑡) = 0, entonces 𝛾′ × 𝛾″ = 0 (bilinealidad, C3‑006.T1). Ası́ 𝛾 es regular, y 𝛽 = 𝛾 ∘ 𝜎 es 𝐶3

(C3‑004.T3). Sea 𝑣 ∶= |𝛾′| = 𝑠′, de clase 𝐶2.
2. Como en C3‑005.T3 (con C3‑002.T4 y C1‑030.T1), 𝛾′ = 𝑣 (𝑇 ∘ 𝑠) y 𝛾″ = 𝑣′ (𝑇 ∘ 𝑠) + 𝑣2 (𝑇′ ∘ 𝑠).

Por C3‑006.T1 (𝑇 × 𝑇 = 0):

𝛾′ × 𝛾″ = 𝑣3 (𝑇 × 𝑇′) ∘ 𝑠.

3. Como 𝛾′ ×𝛾″ ≠ 0, 𝑇′ ∘ 𝑠 ≠ 0: 𝜅𝛾 > 0. Entonces 𝑇′ = 𝜅𝑁 y 𝛾′ ×𝛾″ = 𝑣3𝜅𝛾 (𝐵 ∘ 𝑠), de norma 𝑣3𝜅𝛾 .
Esto da la fórmula de 𝜅𝛾 .

4. Derivando 𝛾″ (C3‑002.T4):

𝛾‴ = 𝑣″ (𝑇 ∘ 𝑠) + 3𝑣𝑣′ (𝑇′ ∘ 𝑠) + 𝑣3 (𝑇″ ∘ 𝑠).

5. 𝐵 ⋅ 𝑇 = 0 y 𝐵 ⋅ 𝑇′ = 𝜅𝐵 ⋅ 𝑁 = 0, ası́ que (𝐵 ∘ 𝑠) ⋅ 𝛾‴ = 𝑣3 (𝐵 ⋅ 𝑇″) ∘ 𝑠.
6. Derivando 𝐵 ⋅ 𝑇′ = 0: 𝐵 ⋅ 𝑇″ = −𝐵′ ⋅ 𝑇′ = 𝜏𝑁 ⋅ 𝜅𝑁 = 𝜅𝜏 (C3‑006.T3).
7. Por los pasos 3, 5 y 6: (𝛾′ × 𝛾″) ⋅ 𝛾‴ = 𝑣3𝜅𝛾 ⋅ 𝑣3𝜅𝛾𝜏𝛾 y |𝛾′ × 𝛾″|2 = 𝑣6𝜅2𝛾; su cociente es 𝜏𝛾 .
8. Los lados derechos solo dependen de 𝛾, no de 𝑡0.■

Ejemplo C3‑006.E1
La hélice tiene 𝜅 = 𝑟/(𝑟2 + 𝑐2) y 𝜏 = 𝑐/(𝑟2 + 𝑐2): curvatura y torsión constantes.

1. 𝛾′ = (−𝑟 sen 𝑡, 𝑟 cos 𝑡, 𝑐), 𝛾″ = (−𝑟 cos 𝑡, −𝑟 sen 𝑡, 0), 𝛾‴ = (𝑟 sen 𝑡, −𝑟 cos 𝑡, 0) (C2‑
014.T6).

2. Por C3‑006.D1 y C2‑014.T5:

𝛾′ × 𝛾″ = (𝑐𝑟 sen 𝑡, −𝑐𝑟 cos 𝑡, 𝑟2), |𝛾′ × 𝛾″|2 = 𝑟2(𝑟2 + 𝑐2).

Como 𝑟 > 0, el producto cruz no se anula y se aplica C3‑006.T5.
3. 𝜅 = 𝑟√𝑟2 + 𝑐2/(𝑟2 + 𝑐2)3/2 = 𝑟/(𝑟2 + 𝑐2), como en C3‑005.E1.
4. (𝛾′ × 𝛾″) ⋅ 𝛾‴ = 𝑐𝑟2 sen2 𝑡 + 𝑐𝑟2 cos2 𝑡 = 𝑐𝑟2, y 𝜏 = 𝑐𝑟2/(𝑟2(𝑟2 + 𝑐2)) = 𝑐/(𝑟2 + 𝑐2).

El tobogán. 𝑟 = 3, 𝑐 = 1/𝜋: 𝜅 ≈ 0.3296, 𝜏 ≈ 0.03497 por metro.
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Figura 4: Una vuelta de hélice con el marco de Frenet en un punto: 𝑇 (tangente), 𝑁 (apunta al eje) y
𝐵 = 𝑇 × 𝑁.

Por qué cada hipótesis

⚠ 𝑇 ⟂ 𝑁 y unitarios en C3‑006.T2

Con 𝑇 = 𝑒1 y𝑁 = (𝑒1+𝑒2)/√2 (no perpendiculares), 𝐵 = 𝑒3/√2 no es unitario y para 𝑣 = 𝑒2 la
suma de sombras es (𝑒1 + 𝑒2)/2 ≠ 𝑣.

⚠ 𝜅 > 0

En una recta 𝑇′ = 0 y no hay 𝑁. En 𝑦 = 𝑥3 (plano 𝑧 = 0) 𝜅(0) = 0 y la normal pasa de un lado
al otro: no se extiende con continuidad. Frenet–Serret pide 𝜅 > 0 en todo el intervalo.

⚠ 𝜅 constante no da una circunferencia

Enℝ3, la hélice tiene 𝜅 constante y 𝜏 = 𝑐/(𝑟2 + 𝑐2) ≠ 0 si 𝑐 ≠ 0: por C3‑006.T4 no es plana.
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Ejercicios

1. Calcula (1, 2, 3) × (4, 5, 6) y veriϐica que es perpendicular a ambos.
2. Escribe 𝑣 = (3, 0, 4) en el marco 𝑇 = (2, 1, 2)/3, 𝑁 = (1,−2, 0)/√5, 𝐵 = 𝑇 × 𝑁.
3. Demuestra la identidad de Jacobi a partir del doble producto: (𝑎×𝑏)×𝑐+(𝑏×𝑐)×𝑎+(𝑐×𝑎)×𝑏 =

0.
4. Calcula 𝜅 y 𝜏 de 𝛾(𝑡) = (𝑡, 𝑡2, 𝑡3) en 𝑡 = 0.
5. Demuestra que si 𝜏 y 𝜅 son constantes con 𝜏 = 0, la curva está en un cı́rculo (esquema: usa C3‑

006.T4 y el ejercicio 2 de C3‑005).

Respuestas

1. (−3, 6, −3); su producto punto con (1, 2, 3) es−3+12−9 = 0 y con (4, 5, 6),−12+30−18 = 0.
2. 𝐵 = (4, 2, −5)/(3√5); 𝑣 = 14

3 𝑇 +
3
√5𝑁 − 8

3√5𝐵.
3. Por el doble producto, la suma es (𝑎 ⋅ 𝑐)𝑏 − (𝑏 ⋅ 𝑐)𝑎 + (𝑏 ⋅ 𝑎)𝑐 − (𝑐 ⋅ 𝑎)𝑏 + (𝑐 ⋅ 𝑏)𝑎 − (𝑎 ⋅ 𝑏)𝑐 = 0.
4. 𝛾′ = (1, 0, 0), 𝛾″ = (0, 2, 0), 𝛾‴ = (0, 0, 6) en 𝑡 = 0: 𝛾′ × 𝛾″ = (0, 0, 2), 𝜅 = 2, 𝜏 = 12/4 = 3.
5. La curva está en un plano (C3‑006.T4); en él, 𝜅𝑠 es constante±1/𝑟 y el centro 𝛽 + 𝑁/𝜅 es ϐijo.



C3‑007 · Espacios vectoriales, normas y
transformaciones lineales

Motivación

Tres repartidores y unmapa deformado
Desde la base hay dos clientes,𝐴 = (3, 4) y𝐵 = (5, 0) (km). Una bicicleta en calles cuadriculadas
recorre |𝑥1| + |𝑥2|; un dron en lı́nea recta, ඥ𝑥21 + 𝑥22 ; una grúa de almacén, que mueve sus dos
motores a la vez, tarda max(|𝑥1|, |𝑥2|). Para la bicicleta gana 𝐵 (5 contra 7); para la grúa gana
𝐴 (4 contra 5). El orden cambia, pero «muy cerca de la base» signiϐica lo mismo para los tres:
ninguno mide más del doble que otro.
Después, unmapa tomado por dron que el software deforma respetando sumas y escalas. Basta
saber a dónde van los pasos «1 km al este» y «1 km al norte» para saber a dónde va todo: eso es
una matriz.
Dónde falla la analogı́a: ni las calles ni los motores son ideales, y el software real corrige defor‑
maciones no lineales.

Parte 1 · Espacios vectoriales y normas

Deϐinición C3‑007.D1 (espacio vectorial)

Un espacio vectorial real es un conjunto 𝑉 con una suma y un producto por escalares que cum‑
plen las ocho reglas de C3‑001.T1. Combinación lineal, subespacio, conjunto linealmente in‑
dependiente (∑𝑐𝑖𝑣𝑖 = 0 ⇒ todos los 𝑐𝑖 = 0) y base con su sentido usual. ℝ𝑛 es un espacio
vectorial (C3‑001.T1), y también el de las funciones continuas de [0, 1] enℝ.

En las funciones continuas, (𝑓 + 𝑔)(𝑥) ∶= 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) y (𝑐𝑓)(𝑥) ∶= 𝑐𝑓(𝑥) son continuas (C1‑022.T2),
y las ocho reglas se veriϐican punto a punto, como en C3‑001.T1.

42
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Deϐinición C3‑007.D2 (norma)

Una norma en 𝑉 es una función ‖ ⋅ ‖ ∶ 𝑉 → ℝ con ‖𝑥‖ ≥ 0, ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 0, ‖𝑐𝑥‖ = |𝑐|‖𝑥‖
y ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. (𝑉, ‖ ⋅ ‖) es un espacio normado.

Teorema C3‑007.T1 (tres normas de ℝ𝑛)

|𝑥|, ‖𝑥‖1 ∶= |𝑥1| + ⋯ + |𝑥𝑛| y ‖𝑥‖∞ ∶= max(|𝑥1|, … , |𝑥𝑛|) son normas en ℝ𝑛, y ‖𝑥‖∞ ≤ |𝑥| ≤
‖𝑥‖1 ≤ 𝑛‖𝑥‖∞.

Demostración.

1. | ⋅ | cumple las cuatro reglas por C3‑001.T2 y C3‑001.T4.
2. ‖ ⋅ ‖1. Es suma de números≥ 0 (C1‑004.T1), luego≥ 0 (C1‑005.T12 d). Si ‖𝑥‖1 = 0, cada |𝑥𝑖| ≤

‖𝑥‖1 = 0, ası́ que 𝑥𝑖 = 0 (C1‑004.T1). ‖𝑐𝑥‖1 = ∑ |𝑐||𝑥𝑖| = |𝑐|‖𝑥‖1 (C1‑004.T2, C1‑005.T12 a).
|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖| ≤ |𝑥𝑖| + |𝑦𝑖| (C1‑004.T4); sumando (C1‑005.T12), ‖𝑥 + 𝑦‖1 ≤ ‖𝑥‖1 + ‖𝑦‖1.

3. ‖ ⋅ ‖∞. El máximo existe y es uno de los |𝑥𝑖| (C1‑005.T13), luego es≥ 0; es 0 solo si todos los |𝑥𝑖|
lo son. Como |𝑐𝑥𝑖| = |𝑐||𝑥𝑖| y multiplicar por |𝑐| ≥ 0 conserva el orden (C1‑003.T4, C1‑003.T9),
‖𝑐𝑥‖∞ = |𝑐|‖𝑥‖∞.

4. Para cada 𝑖, |𝑥𝑖 +𝑦𝑖| ≤ |𝑥𝑖| + |𝑦𝑖| ≤ ‖𝑥‖∞ +‖𝑦‖∞; el máximo de la izquierda también lo cumple:
‖𝑥 + 𝑦‖∞ ≤ ‖𝑥‖∞ + ‖𝑦‖∞.

5. Las desigualdades son C3‑001.T5.■

Deϐinición C3‑007.D3 (normas equivalentes)

Dos normas ‖ ⋅ ‖ y ‖ ⋅ ‖′ en 𝑉 son equivalentes si existen 𝑐, 𝐶 > 0 con 𝑐‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖′ ≤ 𝐶‖𝑥‖ para
todo 𝑥 ∈ 𝑉.

Teorema C3‑007.T2

La equivalencia de normas es una relación de equivalencia; | ⋅ |, ‖ ⋅ ‖1 y ‖ ⋅ ‖∞ son equivalentes
entre sı́.

Demostración.

1. Reϔlexiva: 𝑐 = 𝐶 = 1.
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2. Simétrica: si 𝑐‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖′ ≤ 𝐶‖𝑥‖, entonces (1/𝐶)‖𝑥‖′ ≤ ‖𝑥‖ ≤ (1/𝑐)‖𝑥‖′, con 1/𝐶, 1/𝑐 > 0
(C1‑003.T7, C1‑003.T4).

3. Transitiva: si 𝑐‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖′ ≤ 𝐶‖𝑥‖ y 𝑑‖𝑥‖′ ≤ ‖𝑥‖″ ≤ 𝐷‖𝑥‖′, entonces 𝑐𝑑‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖″ ≤ 𝐶𝐷‖𝑥‖
(C1‑003.T4), con 𝑐𝑑, 𝐶𝐷 > 0.

4. Por C3‑007.T1: ‖𝑥‖∞ ≤ |𝑥| ≤ 𝑛‖𝑥‖∞ y ‖𝑥‖∞ ≤ ‖𝑥‖1 ≤ 𝑛‖𝑥‖∞; ası́ ambas son equivalentes a
‖ ⋅ ‖∞, y por los pasos 2‑3, entre sı́.■

Ejemplo C3‑007.E1 (no toda norma viene de un producto punto; en un espacio de funcio‑
nes dos normas pueden no ser equivalentes)
La norma euclidiana cumple la ley del paralelogramo |𝑥 + 𝑦|2 + |𝑥 − 𝑦|2 = 2|𝑥|2 + 2|𝑦|2, y
‖ ⋅ ‖∞ no (con 𝑒1, 𝑒2: 2 ≠ 4). En el espacio de las funciones continuas en [0, 1], ‖𝑓‖∞ ∶= max |𝑓|
y ‖𝑓‖1 ∶= ∫10 |𝑓| son normas no equivalentes: con 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘 , ‖𝑓𝑘‖∞ = 1 y ‖𝑓𝑘‖1 = 1/(𝑘 + 1).
(Que pase en todo espacio vectorial sin base ϐinita no se enuncia: la prueba usual usa bases de
Hamel, es decir, el axioma de elección.)

Demostración.

1. Paralelogramo. Se suman |𝑥 ± 𝑦|2 = |𝑥|2 ± 2𝑥 ⋅ 𝑦 + |𝑦|2 (C3‑001.T2).
2. ‖𝑒1 + 𝑒2‖∞ = ‖𝑒1 − 𝑒2‖∞ = 1: el lado izquierdo vale 2, el derecho 2 + 2 = 4.
3. La cuenta del paso 1 solo usa que |𝑥|2 = 𝑥 ⋅ 𝑥 con un producto simétrico y bilineal. Cualquier

norma de la forma ඥ⟨𝑥, 𝑥⟩, con ⟨⋅, ⋅⟩ simétrico y bilineal, cumple el paralelogramo; por el paso 2,
‖ ⋅ ‖∞ no es de esa forma.

4. ‖ ⋅ ‖∞ en funciones. Si 𝑓 es continua en [0, 1], |𝑓| también y tiene máximo (C1‑024.T2). Las cuatro
reglas: el máximo de |𝑓| es≥ 0 y es 0 solo si 𝑓 = 0; max |𝑐𝑓| = |𝑐|max |𝑓|; y |𝑓+𝑔| ≤ |𝑓|+|𝑔| ≤
‖𝑓‖∞ + ‖𝑔‖∞ punto a punto (C1‑004.T4).

5. ‖ ⋅ ‖1. |𝑓| es continua, luego integrable (C2‑003.T1), y ∫10 |𝑓| ≥ 0 (C2‑004.T3). Si 𝑓(𝑐) ≠ 0 para
algún 𝑐,∫10 |𝑓| > 0 (C2‑006.T3); ası́ ‖𝑓‖1 = 0 solo si 𝑓 = 0. Homogeneidad: C2‑004.T2. Triángulo:
|𝑓 + 𝑔| ≤ |𝑓| + |𝑔| y monotonı́a (C2‑004.T3, C2‑004.T2).

6. 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘: 0 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 1 en [0, 1] con 𝑓𝑘(1) = 1, ası́ que ‖𝑓𝑘‖∞ = 1; y ‖𝑓𝑘‖1 = ∫10 𝑥𝑘 𝑑𝑥 =
1/(𝑘 + 1) (C2‑009.E1).

7. Si hubiera 𝐶 > 0 con ‖𝑓‖∞ ≤ 𝐶‖𝑓‖1 para toda 𝑓, serı́a 1 ≤ 𝐶/(𝑘 + 1) para todo 𝑘, es decir,
𝑘 + 1 ≤ 𝐶 para todo 𝑘 ∈ ℕ, contra C1‑007.C1.■
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⚠ La equivalencia no conserva el orden

Con los clientes𝐴 = (3, 4) y𝐵 = (5, 0): ‖𝐴‖1 = 7 > ‖𝐵‖1 = 5, pero ‖𝐴‖∞ = 4 < ‖𝐵‖∞ = 5. Las
normas son equivalentes y aun ası́ ordenan distinto. Lo que conservan es «tender a 0» (se usará
en C3‑012).

Parte 2 · Transformaciones lineales y matrices

Deϐinición C3‑007.D4 (transformación lineal y matriz)

𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 (espacios vectoriales) es lineal si 𝑇(𝑥 + 𝑦) = 𝑇(𝑥) + 𝑇(𝑦) y 𝑇(𝑐𝑥) = 𝑐𝑇(𝑥). Una
matriz 𝑚 × 𝑛 es 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) con 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℝ (𝑖 ≤ 𝑚, 𝑗 ≤ 𝑛); para 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝐴𝑥 ∈ ℝ𝑚 con (𝐴𝑥)𝑖 ∶=
∑𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 . Las matrices𝑚 × 𝑛 forman un espacio vectorial (= ℝ𝑚𝑛); 𝐼𝑛 es la identidad.

Teorema C3‑007.T3 (toda transformación lineal de ℝ𝑛 enℝ𝑚 es una matriz)

𝑥 ↦ 𝐴𝑥 es lineal. Si 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 es lineal, existe una única matriz 𝐴 (𝑚 × 𝑛) con 𝑇(𝑥) = 𝐴𝑥
para todo 𝑥: su columna 𝑗 es 𝑇(𝑒𝑗). En particular, toda lineal 𝐿 ∶ ℝ𝑛 → ℝ es 𝐿(𝑥) = 𝑣 ⋅ 𝑥 para un
único 𝑣 ∈ ℝ𝑛 (𝑣𝑖 = 𝐿(𝑒𝑖)).

Demostración.

1. (𝐴(𝑥 + 𝑦))𝑖 = ∑𝑗 𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑗 + 𝑦𝑗) = (𝐴𝑥)𝑖 + (𝐴𝑦)𝑖 y (𝐴(𝑐𝑥))𝑖 = 𝑐(𝐴𝑥)𝑖 (C1‑005.T12 a): 𝑥 ↦ 𝐴𝑥 es
lineal.

2. Sea 𝑇 lineal y 𝑥 = ∑𝑗 𝑥𝑗𝑒𝑗 (C3‑001.T1). Por la linealidad y la inducción en el número de sumandos
(C1‑005.T1), 𝑇(𝑥) = ∑𝑗 𝑥𝑗𝑇(𝑒𝑗).

3. Sea 𝑎𝑖𝑗 ∶= (𝑇(𝑒𝑗))𝑖 . La componente 𝑖 de 𝑇(𝑥) es ∑𝑗 𝑥𝑗𝑎𝑖𝑗 = (𝐴𝑥)𝑖 (C1‑005.T12): 𝑇(𝑥) = 𝐴𝑥.
4. Unicidad. Si 𝐴𝑥 = 𝐵𝑥 para todo 𝑥, con 𝑥 = 𝑒𝑗: (𝐴𝑒𝑗)𝑖 = 𝑎𝑖𝑗 y (𝐵𝑒𝑗)𝑖 = 𝑏𝑖𝑗 , ası́ que 𝐴 = 𝐵.
5. Con𝑚 = 1, 𝐴 es una ϐila (𝑣1, … , 𝑣𝑛) con 𝑣𝑗 = 𝐿(𝑒𝑗), y 𝐿(𝑥) = ∑𝑣𝑗𝑥𝑗 = 𝑣 ⋅ 𝑥 (C3‑001.D2).■

El mapa deformado

𝑇(𝑒1) = (2, 1) y 𝑇(𝑒2) = (−1, 1) dan 𝐴 = ൭2 −1
1 1

൱, y 𝑇(3, 4) = 3(2, 1) + 4(−1, 1) = (2, 7).
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El bloque AL (lo que se cita de Álgebra Lineal I)

AƵ lgebra Lineal I se cursa en paralelo con Cálculo III. Lo que el cálculo usa y es corto se demuestra en
este curso; la teorı́a general se cita con su id y su⚠.

AL.1⚠ Álgebra Lineal (álgebra de matrices)

Para 𝐴 𝑚 × 𝑛 y 𝐵 𝑛 × 𝑝, el producto 𝐴𝐵 (𝑚 × 𝑝) tiene entradas (𝐴𝐵)𝑖𝑘 = ∑𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑘 y cumple
(𝐴𝐵)𝑥 = 𝐴(𝐵𝑥); el producto es asociativo, distributivo, 𝐴𝐼𝑛 = 𝐴 = 𝐼𝑚𝐴; la matriz de una com‑
posición de lineales es el producto de sus matrices; el producto de matrices partidas en bloques
compatibles se calcula por bloques. La transpuesta 𝐴T cumple (𝐴𝐵)T = 𝐵T𝐴T y 𝐴𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝐴T𝑦.
Una matriz cuadrada es simétrica si 𝐴T = 𝐴.
Son cuentas con Σ que se hacen en Álgebra Lineal I; aquí se usan como hechos conocidos.

Deϐinición C3‑007.D5 (matriz invertible)

Una matriz 𝐴 𝑛 × 𝑛 es invertible si existe 𝐵 𝑛 × 𝑛 con 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼𝑛.

Teorema C3‑007.T4 (reglas de la inversa)

Si𝐴 es invertible, la𝐵 de C3‑007.D5 es única; se escribe𝐴−1, y𝐴−1 es invertible con (𝐴−1)−1 = 𝐴.
𝐼𝑛 es invertible con 𝐼−1𝑛 = 𝐼𝑛. Si 𝐴 y 𝐵 son invertibles, 𝐴𝐵 lo es y (𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1. Si 𝐴 es
invertible, 𝑥 ↦ 𝐴𝑥 es biyectiva deℝ𝑛 enℝ𝑛 y su función inversa es 𝑥 ↦ 𝐴−1𝑥.

Demostración. Todo con AL.1 (asociatividad y 𝐴𝐼 = 𝐼𝐴 = 𝐴).

1. Unicidad. Si 𝐵 y 𝐵′ sirven: 𝐵′ = 𝐵′𝐼𝑛 = 𝐵′(𝐴𝐵) = (𝐵′𝐴)𝐵 = 𝐼𝑛𝐵 = 𝐵.
2. 𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐼𝑛 dice también que 𝐴 sirve como inversa de 𝐴−1: (𝐴−1)−1 = 𝐴 (paso 1).
3. 𝐼𝑛𝐼𝑛 = 𝐼𝑛: 𝐼−1𝑛 = 𝐼𝑛.
4. (𝐴𝐵)(𝐵−1𝐴−1) = 𝐴(𝐵𝐵−1)𝐴−1 = 𝐴𝐴−1 = 𝐼𝑛, y (𝐵−1𝐴−1)(𝐴𝐵) = 𝐵−1(𝐴−1𝐴)𝐵 = 𝐼𝑛.
5. 𝐴−1(𝐴𝑥) = (𝐴−1𝐴)𝑥 = 𝑥 y 𝐴(𝐴−1𝑦) = 𝑦 (AL.1: (𝐴𝐵)𝑥 = 𝐴(𝐵𝑥)): 𝑥 ↦ 𝐴−1𝑥 es inversa por los

dos lados de 𝑥 ↦ 𝐴𝑥 (C1‑011.D1).■

No se aϐirma que «inyectiva implica invertible»: eso es rango más nulidad, y el curso no lo necesita
(AL.2 eliminado).
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Deshacer el mapa

Con 𝐵 = 1
3 ൭

1 1
−1 2

൱, 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼2 (AL.1, cuenta directa). Ası́ 𝐴−1 = 𝐵 y 𝐴−1(2, 7) =
1
3(9, 12) = (3, 4).

AL.3⚠ Álgebra Lineal (rango)

Para𝐴𝑚×𝑛, el máximo número de ϐilas linealmente independientes es igual al máximo número
de columnas linealmente independientes (el rango). Si𝑚 ≤ 𝑛 y las𝑚 ϐilas de 𝐴 son linealmente
independientes, existen columnas 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑚 tales que la submatriz𝑚 ×𝑚 formada por ellas
es invertible.

AL.4⚠ Álgebra Lineal (determinante)

Existe una única función det de las matrices 𝑛×𝑛 enℝ, multilineal y alternante en las columnas,

con det 𝐼𝑛 = 1. Es un polinomio en las entradas (det൭𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

൱ = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐; para 3 × 3, desarrollo

por cofactores); det(𝐴𝐵) = det𝐴 ⋅ det𝐵; det𝐴T = det𝐴; 𝐴 es invertible ⟺ det𝐴 ≠ 0.
Solo se usa para leer el jacobiano (C3‑022.D3) y en ejemplos.

AL.5⚠ Álgebra Lineal (teorema espectral)

Si𝐴 es simétrica 𝑛×𝑛, existen vectores 𝑢1, … , 𝑢𝑛 ∈ ℝ𝑛 unitarios y ortogonales dos a dos y reales
𝜆1, … , 𝜆𝑛 con 𝐴𝑢𝑖 = 𝜆𝑖𝑢𝑖; todo 𝑥 ∈ ℝ𝑛 es 𝑥 = ∑𝑖(𝑥 ⋅ 𝑢𝑖)𝑢𝑖 , y 𝑥 ⋅ 𝐴𝑥 = ∑𝑖 𝜆𝑖(𝑥 ⋅ 𝑢𝑖)2. Los 𝜆𝑖 son los
valores propios de 𝐴 (los 𝜆 con 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 para algún 𝑣 ≠ 0).
La existencia de un valor propio real sí se demuestra en este curso (C3‑030.T2).

AL.6⚠ Álgebra Lineal (criterio de Sylvester)

Sea 𝐴 simétrica 𝑛 × 𝑛 y 𝐴𝑘 la submatriz de sus primeras 𝑘 ϐilas y columnas. 𝑥 ⋅ 𝐴𝑥 > 0 para todo
𝑥 ≠ 0 ⟺ det𝐴𝑘 > 0 para 𝑘 = 1,… , 𝑛; 𝑥 ⋅ 𝐴𝑥 < 0 para todo 𝑥 ≠ 0 ⟺ (−1)𝑘 det𝐴𝑘 > 0 para
𝑘 = 1,… , 𝑛.
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Por qué cada hipótesis

⚠ Las cuatro reglas de norma

Enℝ2: |𝑥1| vale 0 en 𝑒2 ≠ 0; 𝑥21 + 𝑥22 no es homogénea (‖2𝑥‖ = 4‖𝑥‖); (|𝑥1|1/2 + |𝑥2|1/2)2 falla
el triángulo en 𝑒1 + 𝑒2 (4 > 1 + 1).

⚠ Linealidad

La traslación 𝑥 ↦ 𝑥 + (1, 0) no es lineal: manda 0 a (1, 0), y toda lineal manda 0 a 0 (𝑇(0) =
𝑇(0 ⋅ 0) = 0 ⋅ 𝑇(0)). No tiene matriz.

Ejercicios

1. Calcula ‖𝑥‖1, |𝑥| y ‖𝑥‖∞ para 𝑥 = (3,−4, 12) y veriϐica C3‑007.T1.
2. Demuestra que ‖𝑥‖ ∶= 2|𝑥1| + 5|𝑥2| es una norma en ℝ2 y encuentra constantes que la hagan

equivalente a ‖ ⋅ ‖∞.
3. Encuentra la matriz de la lineal 𝑇 ∶ ℝ2 → ℝ3 con 𝑇(𝑒1) = (1, 0, 2), 𝑇(𝑒2) = (0, 1, −1) y calcula

𝑇(2, 3).
4. Demuestra que si 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑊 es lineal, 𝑇(0) = 0 y 𝑇(−𝑥) = −𝑇(𝑥).
5. Demuestra que ‖𝑓‖1 ≤ ‖𝑓‖∞ para toda 𝑓 continua en [0, 1]. ¿Por qué no contradice C3‑007.E1?

Respuestas

1. ‖𝑥‖1 = 19, |𝑥| = 13, ‖𝑥‖∞ = 12: 12 ≤ 13 ≤ 19 ≤ 36.
2. Las reglas se heredan del valor absoluto como en C3‑007.T1. 2‖𝑥‖∞ ≤ ‖𝑥‖ ≤ 7‖𝑥‖∞.

3. 𝐴 = ⎛

⎝

1 0
0 1
2 −1

⎞

⎠

; 𝑇(2, 3) = (2, 3, 1).

4. 𝑇(0) = 𝑇(0 ⋅ 0) = 0𝑇(0) = 0; 𝑇(−𝑥) = 𝑇((−1)𝑥) = −𝑇(𝑥).
5. |𝑓| ≤ ‖𝑓‖∞ en [0, 1] y C2‑006.T1. E1 dice que la otra desigualdad, ‖𝑓‖∞ ≤ 𝐶‖𝑓‖1, falla.



C3‑008 · Abiertos, cerrados y frontera

Motivación

La geocerca del aeropuerto
Alrededor de un aeropuerto se prohı́be volar drones «a menos de 5 km». Un dron en (3, 2) km
está a√13 ≈ 3.606 km: tiene unmargen de unos 1.394 kmparamoverse en cualquier dirección
sin salir de la zona. Todo dron de la zona tiene algún margen, aunque sea muy pequeño: la zona
es abierta.
Si la regla fuera «a5kmomenos», undron en (3, 4), justo en la cerca, estarı́a dentro y sinmargen:
cualquier movimiento hacia afuera lo saca. Esa cerca es la frontera.
Dónde falla la analogı́a: una geocerca real se dibuja con precisión ϐinita y la Tierra no es plana;
aquı́ la cerca es una esfera exacta sin grosor.

Bolas, abiertos y cerrados

Deϐinición C3‑008.D1 (bolas, abiertos, cerrados)

Para 𝑎 ∈ ℝ𝑛 y 𝑟 > 0: bola abierta 𝐵(𝑎, 𝑟) ∶= {𝑥 ∶ |𝑥 − 𝑎| < 𝑟}, bola cerrada 𝐵̄(𝑎, 𝑟) ∶= {𝑥 ∶
|𝑥 − 𝑎| ≤ 𝑟}, esfera {𝑥 ∶ |𝑥 − 𝑎| = 𝑟}. 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 es abierto si para cada 𝑎 ∈ 𝑈 existe 𝑟 > 0 con
𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈. 𝐹 es cerrado si ℝ𝑛 ∖ 𝐹 es abierto. 𝑎 es interior a 𝐴 si alguna 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝐴 (int𝐴 :=
los puntos interiores); 𝑎 está en la frontera 𝜕𝐴 si toda 𝐵(𝑎, 𝑟) corta a 𝐴 y a ℝ𝑛 ∖ 𝐴; cerradura
𝐴̄ ∶= 𝐴 ∪ 𝜕𝐴. 𝐴 es acotado si 𝐴 ⊂ 𝐵(0, 𝑅) para algún 𝑅 > 0.

Teorema C3‑008.T1

Las bolas abiertas son abiertas; las bolas cerradas y las esferas son cerradas.

49
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Idea de la demostración
Un punto a distancia 𝑑 < 𝑟 del centro tiene un margen 𝑟 − 𝑑; un punto a distancia 𝑑 > 𝑟 tiene
un margen 𝑑 − 𝑟 hacia afuera. El triángulo hace el resto.

Demostración.

1. 𝐵(𝑎, 𝑟) es abierta. Sea 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) y 𝜌 ∶= 𝑟 − |𝑥 − 𝑎| > 0. Si 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜌), por C3‑001.T4,

|𝑦 − 𝑎| ≤ |𝑦 − 𝑥| + |𝑥 − 𝑎| < 𝜌 + |𝑥 − 𝑎| = 𝑟.

Ası́ 𝐵(𝑥, 𝜌) ⊂ 𝐵(𝑎, 𝑟).
2. Fuera de 𝐵̄(𝑎, 𝑟). Sea |𝑥 − 𝑎| > 𝑟 y 𝜌 ∶= |𝑥 − 𝑎| − 𝑟 > 0. Si 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝜌), por C3‑001.T4,

|𝑦 − 𝑎| ≥ |𝑥 − 𝑎| − |𝑥 − 𝑦| > |𝑥 − 𝑎| − 𝜌 = 𝑟.

Ası́ 𝐵(𝑥, 𝜌) no toca 𝐵̄(𝑎, 𝑟): el complemento de 𝐵̄(𝑎, 𝑟) es abierto, y 𝐵̄(𝑎, 𝑟) es cerrada.
3. Esfera. Un punto 𝑥 fuera de la esfera cumple |𝑥 − 𝑎| < 𝑟 o |𝑥 − 𝑎| > 𝑟 (C1‑003.T1). En el primer

caso la bola del paso 1 está en𝐵(𝑎, 𝑟); en el segundo, la del paso 2 está en {|𝑦−𝑎| > 𝑟}. En ambos
casos no toca la esfera: su complemento es abierto.■
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−5 0 5−5

0

5
(3; 2)

(3; 4)

Figura 5: La geocerca 𝐵(0, 5). El dron en (3, 2) tiene una burbuja de radio 5 − √13 dentro de la zona;
el punto (3, 4) de la esfera es de frontera: toda burbuja suya sale de la zona.

Teorema C3‑008.T2 (uniones e intersecciones)

∅ y ℝ𝑛 son abiertos y cerrados. Toda unión de abiertos es abierta y toda intersección ϐinita de
abiertos es abierta; toda intersección de cerrados es cerrada y toda unión ϐinita de cerrados es
cerrada. Una intersección inϐinita de abiertos puede no serlo:⋂𝑘 𝐵(0, 1/𝑘) = {0}.

Demostración.

1. ∅ es abierto (no hay puntos que revisar) y ℝ𝑛 también (cualquier 𝑟). Sus complementos son ℝ𝑛

y ∅: ambos son cerrados.
2. Unión. Si 𝑎 ∈ ⋃𝑈𝛼 , 𝑎 ∈ 𝑈𝛼 para algún 𝛼 y hay 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈𝛼 ⊂ ⋃𝑈𝛼 .
3. Intersección ϔinita. Si 𝑎 ∈ 𝑈1∩⋯∩𝑈𝑘 , hay 𝑟𝑖 con𝐵(𝑎, 𝑟𝑖) ⊂ 𝑈𝑖 . Con 𝑟 ∶= mın 𝑟𝑖 > 0 (C1‑005.T13),

𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝐵(𝑎, 𝑟𝑖) ⊂ 𝑈𝑖 para cada 𝑖.
4. Cerrados.ℝ𝑛 ∖ ⋂𝐹𝛼 = ⋃(ℝ𝑛 ∖ 𝐹𝛼) yℝ𝑛 ∖ (𝐹1 ∪⋯∪ 𝐹𝑘) = ⋂𝑖(ℝ𝑛 ∖ 𝐹𝑖) (leyes de De Morgan, que

se veriϐican punto por punto); se aplican los pasos 2 y 3.
5. El ejemplo. 0 está en todas las 𝐵(0, 1/𝑘). Si 𝑥 ≠ 0, |𝑥| > 0 (C3‑001.T2) y hay 𝑘 con 1/𝑘 < |𝑥|

(C1‑007.C1): 𝑥 ∉ 𝐵(0, 1/𝑘). Ası́ la intersección es {0}.
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6. {0} no es abierto: para todo 𝑟 > 0, (𝑟/2)𝑒1 ∈ 𝐵(0, 𝑟) y (𝑟/2)𝑒1 ≠ 0 (C3‑001.T2).■

Interior, frontera y cerradura

Teorema C3‑008.T3 (interior, frontera, cerradura)

int𝐴 es abierto y es el mayor abierto contenido en 𝐴; 𝐴 es abierto ⟺ 𝐴 = int𝐴. 𝜕𝐴 y 𝐴̄ son
cerrados;𝐴 es cerrado ⟺ 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴 ⟺ 𝐴 = 𝐴̄.ℝ𝑛 es la unión disjunta de int𝐴, 𝜕𝐴 e int(ℝ𝑛∖𝐴).

Demostración.

1. int𝐴 es abierto. Si 𝑎 ∈ int𝐴, hay 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝐴. Cada 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) tiene una bola 𝐵(𝑥, 𝜌) ⊂ 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂
𝐴 (C3‑008.T1), ası́ que 𝑥 ∈ int𝐴. Luego 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ int𝐴.

2. int𝐴 ⊂ 𝐴 porque 𝑎 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟). Si 𝑈 ⊂ 𝐴 es abierto, cada punto de 𝑈 tiene una bola en 𝑈 ⊂ 𝐴:
𝑈 ⊂ int𝐴. Por eso int𝐴 es el mayor abierto en 𝐴, y 𝐴 es abierto ⟺ 𝐴 = int𝐴.

3. Partición. Para 𝑎 ∈ ℝ𝑛, o alguna bola de 𝑎 está en 𝐴 (𝑎 ∈ int𝐴), o alguna está en ℝ𝑛 ∖ 𝐴 (𝑎 ∈
int(ℝ𝑛 ∖ 𝐴)), o toda bola corta a los dos (𝑎 ∈ 𝜕𝐴). Las dos primeras no pueden pasar a la vez:
darı́an 𝑎 ∈ 𝐴 y 𝑎 ∉ 𝐴 (C1‑003.T1); y la tercera excluye a las otras dos por deϐinición.

4. 𝜕𝐴 es cerrado. Por el paso 3,ℝ𝑛 ∖𝜕𝐴 = int𝐴∪ int(ℝ𝑛 ∖𝐴), unión de abiertos (paso 1, C3‑008.T2).
5. 𝐴̄ es cerrado. int𝐴 ⊂ 𝐴, ası́ queℝ𝑛 ∖ (𝐴 ∪ 𝜕𝐴) = int(ℝ𝑛 ∖ 𝐴) (paso 3), abierto.
6. 𝐴 cerrado⇒ 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴. Siℝ𝑛 ∖ 𝐴 es abierto, es igual a su interior (paso 2), que no corta a 𝜕𝐴 (paso

3). Ası́ 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴.
7. 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴 ⇒ 𝐴 cerrado. Entonces ℝ𝑛 ∖ 𝐴 no corta a 𝜕𝐴 ni a int𝐴, y por el paso 3 está contenido en

int(ℝ𝑛 ∖ 𝐴); la otra contención siempre vale. Es abierto.
8. 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴 ⟺ 𝐴 ∪ 𝜕𝐴 = 𝐴.■

Ejemplo C3‑008.E1
En ℝ, (𝑎, 𝑏) es abierto, [𝑎, 𝑏] cerrado y [𝑎, 𝑏) ninguno de los dos; 𝜕ℚ = ℝ. En ℝ𝑛, 𝜕𝐵(𝑎, 𝑟) =
𝜕𝐵̄(𝑎, 𝑟) = la esfera de centro 𝑎 y radio 𝑟;ℝ𝑛 ∖ {0} es abierto.

1. (𝑎, 𝑏). En ℝ, 𝐵(𝑥, 𝜌) = (𝑥 − 𝜌, 𝑥 + 𝜌) (C1‑004.T3). (𝑎, 𝑏) = 𝐵((𝑎 + 𝑏)/2, (𝑏 − 𝑎)/2) es
una bola abierta (C1‑003.T8), luego abierta (C3‑008.T1). [𝑎, 𝑏] es la bola cerrada con ese
centro y radio.

2. [𝑎, 𝑏). No es abierto: para todo 𝜌 > 0, 𝑎 − 𝜌/2 ∈ 𝐵(𝑎, 𝜌) no está en [𝑎, 𝑏). No es cerrado:
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𝑏 ∉ [𝑎, 𝑏), pero toda 𝐵(𝑏, 𝜌) contiene 𝑏 (fuera) y max(𝑎, 𝑏 − 𝜌/2) (dentro), ası́ que 𝑏 ∈
𝜕[𝑎, 𝑏) ⊄ [𝑎, 𝑏) (C3‑008.T3).

3. 𝜕ℚ = ℝ. Todo intervalo (𝑥 − 𝜌, 𝑥 + 𝜌) contiene un racional (C1‑007.T3) y un irracional
(C1‑008.T3).

4. La esfera es la frontera de ambas bolas. Si |𝑥 − 𝑎| < 𝑟, 𝑥 es interior a 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝐵̄(𝑎, 𝑟) (C3‑
008.T1). Si |𝑥−𝑎| > 𝑟, 𝑥 es interior al complemento de ambas (paso 2 de C3‑008.T1). Sea
|𝑥 − 𝑎| = 𝑟 y 𝜌 > 0; con 𝑡 ∶= mın(𝜌/(2𝑟), 1/2) (C1‑005.T13) y 𝑥± ∶= 𝑎 + (1 ± 𝑡)(𝑥 − 𝑎):

|𝑥± − 𝑎| = (1 ± 𝑡)𝑟, |𝑥± − 𝑥| = 𝑡𝑟 < 𝜌

(C3‑001.T2). 𝑥− está en 𝐵(𝑎, 𝑟) y 𝑥+ fuera de 𝐵̄(𝑎, 𝑟): toda bola de 𝑥 corta a ambas bolas y
a sus complementos.

5. ℝ𝑛 ∖ {0}. Si 𝑥 ≠ 0, 𝐵(𝑥, |𝑥|) no contiene a 0, porque |0 − 𝑥| = |𝑥| no es< |𝑥|.

⚠ Abierto y cerrado no son opuestos

[𝑎, 𝑏) no es ninguno de los dos; ∅ yℝ𝑛 son las dos cosas. «No abierto» no signiϐica «cerrado».

Topología relativa y puntos de acumulación

Deϐinición C3‑008.D2 (topología relativa)

Sea 𝑆 ⊂ ℝ𝑛. 𝐴 ⊂ 𝑆 es abierto en 𝑆 si 𝐴 = 𝑈 ∩ 𝑆 para algún abierto 𝑈, y cerrado en 𝑆 si 𝑆 ∖ 𝐴 es
abierto en 𝑆.

Teorema C3‑008.T4

𝐴 ⊂ 𝑆 es abierto en 𝑆 ⟺ para cada 𝑎 ∈ 𝐴 existe 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑎, 𝑟) ∩ 𝑆 ⊂ 𝐴.

Demostración.

1. (⇒) Si 𝐴 = 𝑈 ∩ 𝑆 y 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 ∈ 𝑈 y hay 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈; entonces 𝐵(𝑎, 𝑟) ∩ 𝑆 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑆 = 𝐴.
2. (⇐) Sea 𝑈 la unión de todas las bolas 𝐵(𝑎, 𝑟) con 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑟 > 0 y 𝐵(𝑎, 𝑟) ∩ 𝑆 ⊂ 𝐴. Es abierto

(C3‑008.T1, C3‑008.T2). No hace falta elegir un radio por cada punto.
3. Cada 𝑎 ∈ 𝐴 está en alguna de esas bolas (hipótesis), ası́ que 𝐴 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑆.
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4. Cada punto de 𝑈 ∩ 𝑆 está en una bola 𝐵(𝑎, 𝑟) de la familia y en 𝑆, luego en 𝐴. Ası́ 𝑈 ∩ 𝑆 = 𝐴.■

Relativo, no absoluto
[0, 1) no es abierto enℝ, pero sı́ es abierto en 𝑆 = [0, 2]: [0, 1) = (−1, 1) ∩ 𝑆.

Deϐinición C3‑008.D3 (punto de acumulación)

𝑎 ∈ ℝ𝑛 es punto de acumulación de 𝐴 si toda 𝐵(𝑎, 𝑟) contiene un punto de 𝐴 distinto de 𝑎; un
punto de 𝐴 que no lo es es aislado.

Teorema C3‑008.T5

𝐴 es cerrado ⟺ contiene a todos sus puntos de acumulación. Todo punto de un abierto𝑈 ⊂ ℝ𝑛

es punto de acumulación de 𝑈.

Demostración.

1. (⇒) Si 𝐴 es cerrado y 𝑎 ∉ 𝐴, hay 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ ℝ𝑛 ∖ 𝐴: ninguna bola ası́ contiene puntos de 𝐴, y 𝑎 no
es de acumulación.

2. (⇐) Sea 𝑎 ∈ 𝜕𝐴 y supongamos 𝑎 ∉ 𝐴. Toda 𝐵(𝑎, 𝑟) corta a 𝐴 en un punto, que es distinto de
𝑎 porque 𝑎 ∉ 𝐴: 𝑎 es de acumulación, luego 𝑎 ∈ 𝐴. Contradicción. Ası́ 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴 y 𝐴 es cerrado
(C3‑008.T3).

3. Abiertos. Sean𝑎 ∈ 𝑈,𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈 y𝜌 > 0. Con𝑚 ∶= mın(𝑟, 𝜌) (C1‑005.T13), el punto𝑎+(𝑚/2)𝑒1
dista𝑚/2 de 𝑎 (C3‑001.T2): está en 𝐵(𝑎, 𝜌) ∩ 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈 y es distinto de 𝑎.■

Por qué cada hipótesis

⚠ Intersecciones ϐinitas

⋂𝑘 𝐵(0, 1/𝑘) = {0} no es abierto (C3‑008.T2): con inϐinitos abiertos, los radios 1/𝑘 no tienen
un mı́nimo positivo, y el paso 3 de la prueba falla.
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⚠ Relativo a qué

«Abierto» depende del espacio ambiente: [0, 1) es abierto en [0, 2] y no enℝ. Por eso C3‑008.D2
nombra siempre el conjunto 𝑆.

Ejercicios

1. Calcula el margen del dron en (1, −4) respecto a la geocerca 𝐵(0, 5).
2. Demuestra que {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥 > 0} es abierto enℝ2.
3. Calcula int𝐴, 𝜕𝐴 y 𝐴̄ para 𝐴 = {1/𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℕ} ⊂ ℝ.
4. Demuestra que todo conjunto ϐinito deℝ𝑛 es cerrado.
5. Da un ejemplo de una unión inϐinita de cerrados que no sea cerrada.

Respuestas

1. |(1, −4)| = √17 ≈ 4.123; margen 5 − √17 ≈ 0.877 km.
2. Si 𝑥 > 0, 𝐵((𝑥, 𝑦), 𝑥) está en el conjunto: |𝑥′ − 𝑥| ≤ |(𝑥′, 𝑦′) − (𝑥, 𝑦)| < 𝑥 da 𝑥′ > 0 (C3‑001.T2).
3. int𝐴 = ∅; 𝜕𝐴 = 𝐴 ∪ {0}; 𝐴̄ = 𝐴 ∪ {0}.
4. ℝ𝑛 ∖ {𝑝} es abierto (como en E1, paso 5, con centro 𝑝), ası́ que {𝑝} es cerrado, y una unión ϐinita

de cerrados es cerrada (C3‑008.T2).
5. ⋃𝑘[1/𝑘, 1] = (0, 1], que no es cerrado (0 ∈ 𝜕(0, 1]).



C3‑009 · Sucesiones enℝ𝑛 y teorema de
Bolzano–Weierstrass

Motivación

El dron que patrulla el almacén
Un dron de inventario patrulla para siempre dentro de un almacén. Cada minuto el GPS anota
su posición. Nunca sale de la caja, pero su ruta puede ser caprichosa. ¿Hay algún punto al que re‑
grese a acercarse una y otra vez, tanto como se quiera? Sı́: es el teorema de Bolzano–Weierstrass
enℝ𝑛. Se prueba ϐiltrando el registro una coordenada a la vez.
Dónde falla la analogı́a: un registro real es ϐinito; el teorema habla de uno inϐinito, y dice que el
punto existe, no cómo encontrarlo.

Sucesiones enℝ𝑛

Deϐinición C3‑009.D1 (sucesiones enℝ𝑛)

Una sucesión (𝑥𝑘) en ℝ𝑛 es una función ℕ → ℝ𝑛. 𝑥𝑘 → 𝑥 ∶ ⟺ |𝑥𝑘 − 𝑥| → 0 (C1‑012.D1); de
Cauchy ∶ ⟺ ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∀𝑘, 𝑙 ≥ 𝑁 ∶ |𝑥𝑘 −𝑥𝑙| < 𝜀; acotada si {𝑥𝑘} lo es; subsucesiones como en
C1‑015.D1.

Teorema C3‑009.T0 (elección numerable enℝ𝑛)

Si para cada 𝑘 ∈ ℕ el conjunto 𝐴𝑘 ⊂ ℝ𝑛 es no vacı́o, existe una sucesión (𝑥𝑘) enℝ𝑛 con 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝑘
para todo 𝑘.
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Idea de la demostración
EN (C1‑012.Ax1) habla de subconjuntos deℝ. Se sube de dimensión de una en una: primero se
eligen las primeras 𝑛 coordenadas y luego, con EN, la última.

Demostración. Por inducción en 𝑛 (C1‑005.T1).

1. Para 𝑛 = 1 es EN (C1‑012.Ax1).
2. Supongamos el enunciado en ℝ𝑛 y sean 𝐴𝑘 ⊂ ℝ𝑛+1 = ℝ𝑛 × ℝ no vacı́os (C3‑001.D1). Sea 𝑃𝑘 ∶=

{𝑦 ∈ ℝ𝑛 ∶ (𝑦, 𝑠) ∈ 𝐴𝑘 para algún 𝑠}, no vacı́o.
3. Por la hipótesis de inducción hay (𝑦𝑘) con 𝑦𝑘 ∈ 𝑃𝑘 .
4. Para cada 𝑘, 𝑆𝑘 ∶= {𝑠 ∈ ℝ ∶ (𝑦𝑘 , 𝑠) ∈ 𝐴𝑘} es no vacı́o (paso 3). Por EN hay (𝑠𝑘) con 𝑠𝑘 ∈ 𝑆𝑘 .
5. 𝑥𝑘 ∶= (𝑦𝑘 , 𝑠𝑘) ∈ 𝐴𝑘 .■

Este resultado se cita en cada prueba que elige un punto deℝ𝑛 por cada 𝑘 (también enℝ2𝑛, para pares
de puntos, o en las matrices,= ℝ𝑚𝑛).

Teorema C3‑009.T1 (por componentes)

𝑥𝑘 → 𝑥 ⟺ cada componente converge: (𝑥𝑘)𝑖 → 𝑥𝑖 . El lı́mite es único; toda convergente es
acotada; toda subsucesión de una convergente converge al mismo lı́mite; si 𝑥𝑘 → 𝑥, 𝑦𝑘 → 𝑦 y
𝑐𝑘 → 𝑐 (reales): 𝑥𝑘 + 𝑦𝑘 → 𝑥 + 𝑦, 𝑐𝑘𝑥𝑘 → 𝑐𝑥, 𝑥𝑘 ⋅ 𝑦𝑘 → 𝑥 ⋅ 𝑦 y |𝑥𝑘| → |𝑥|. Una subsucesión de
una subsucesión es una subsucesión.

Demostración.

1. (⇒) |(𝑥𝑘)𝑖 − 𝑥𝑖| ≤ |𝑥𝑘 − 𝑥| (C3‑001.T2): el𝑁 que sirve para |𝑥𝑘 − 𝑥| < 𝜀 sirve para cada compo‑
nente (C1‑012.D1).

2. (⇐)Dado 𝜀 > 0, para cada 𝑖 hay𝑁𝑖 con |(𝑥𝑘)𝑖−𝑥𝑖| < 𝜀/𝑛 si𝑘 ≥ 𝑁𝑖 . Con𝑁 ∶= max𝑁𝑖 (C1‑005.T13)
y C3‑001.T5: |𝑥𝑘 − 𝑥| ≤ ∑𝑖 |(𝑥𝑘)𝑖 − 𝑥𝑖| < 𝜀 para 𝑘 ≥ 𝑁.

3. Unicidad. Las componentes de dos lı́mites coinciden (C1‑012.T1).
4. Acotada. Cada componente converge, luego es acotada: |(𝑥𝑘)𝑖| ≤ 𝑀𝑖 (C1‑013.T1). Por C3‑001.T5,

|𝑥𝑘| ≤ 𝑀1 +⋯+𝑀𝑛.
5. Subsucesiones. Cada componente de (𝑥𝑘𝑚) es subsucesión de la componente correspondiente y

converge al mismo lı́mite (C1‑015.T1); se aplica el paso 2.
6. Álgebra. Por componentes, con C1‑013.T2: (𝑥𝑘 + 𝑦𝑘)𝑖 → 𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 , 𝑐𝑘(𝑥𝑘)𝑖 → 𝑐𝑥𝑖 , y 𝑥𝑘 ⋅ 𝑦𝑘 =
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∑𝑖(𝑥𝑘)𝑖(𝑦𝑘)𝑖 → 𝑥 ⋅ 𝑦. Además ห|𝑥𝑘| − |𝑥|ห ≤ |𝑥𝑘 − 𝑥| → 0 (C3‑001.T4).
7. Subsucesión de subsucesión. Si 𝑘1 < 𝑘2 < ⋯ y𝑚1 < 𝑚2 < ⋯ son naturales, 𝑙 ↦ 𝑘𝑚𝑙 es estricta‑

mente creciente, y (𝑥𝑘𝑚𝑙
) es subsucesión de (𝑥𝑘) (C1‑015.D1).■

Teorema C3‑009.T2 (completitud de ℝ𝑛)

Una sucesión enℝ𝑛 converge ⟺ es de Cauchy.

Demostración.

1. (⇒) Cada componente converge (C3‑009.T1), luego es de Cauchy (C1‑016.T1): para 𝜀/𝑛 hay 𝑁𝑖 .
Con𝑁 ∶= max𝑁𝑖 y C3‑001.T5, |𝑥𝑘 − 𝑥𝑙| ≤ ∑𝑖 |(𝑥𝑘)𝑖 − (𝑥𝑙)𝑖| < 𝜀 si 𝑘, 𝑙 ≥ 𝑁.

2. (⇐) |(𝑥𝑘)𝑖 − (𝑥𝑙)𝑖| ≤ |𝑥𝑘 − 𝑥𝑙| (C3‑001.T2): cada componente es de Cauchy (C1‑016.D1), luego
converge (C1‑016.T3), y (𝑥𝑘) converge (C3‑009.T1).■

Bolzano–Weierstrass

Teorema C3‑009.T3 (Bolzano–Weierstrass en ℝ𝑛)

Toda sucesión acotada enℝ𝑛 tiene una subsucesión convergente.

Idea de la demostración
Se extrae una subsucesión en que converge la primera componente (C1‑015.T3), de ella otra en
que converge la segunda, y ası́ 𝑛 veces; la última sirve para todas (C1‑015.T1).

Demostración.

1. Sea |𝑥𝑘| ≤ 𝑅 para todo 𝑘. Entonces |(𝑥𝑘)𝑖| ≤ |𝑥𝑘| ≤ 𝑅 para cada 𝑖 (C3‑001.T2).
2. Para 𝑗 = 1,… , 𝑛, sea 𝑃(𝑗): «existe una subsucesión de (𝑥𝑘) cuyas 𝑗 primeras componentes con‑

vergen».
3. 𝑃(1): la sucesión real ((𝑥𝑘)1) es acotada y tiene una subsucesión convergente (C1‑015.T3).
4. Supongamos 𝑃(𝑗) con 𝑗 < 𝑛 y sea (𝑦𝑚) esa subsucesión. Su componente 𝑗 + 1 es acotada (paso

1) y tiene una subsucesión convergente (𝑦𝑚𝑙) (C1‑015.T3).
5. En (𝑦𝑚𝑙), las 𝑗 primeras componentes siguen convergiendo (C1‑015.T1), y la componente 𝑗 + 1
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también. Por C3‑009.T1, (𝑦𝑚𝑙) es subsucesión de (𝑥𝑘). Vale 𝑃(𝑗 + 1).
6. Por inducción (C1‑005.T1) vale 𝑃(𝑛), y esa subsucesión converge enℝ𝑛 (C3‑009.T1).■

Corolario C3‑009.C1 (versión con puntos de acumulación)

Si 𝐴 ⊂ ℝ𝑛 es acotado y contiene una sucesión de puntos distintos dos a dos, 𝐴 tiene un punto de
acumulación.

Demostración.

1. Sea (𝑎𝑘) en 𝐴 con 𝑎𝑘 ≠ 𝑎𝑙 si 𝑘 ≠ 𝑙. Es acotada; por C3‑009.T3 hay 𝑎𝑘𝑚 → 𝑝.
2. Sea 𝑟 > 0. Hay𝑀 con |𝑎𝑘𝑚 − 𝑝| < 𝑟 para𝑚 ≥ 𝑀 (C3‑009.D1).
3. 𝑎𝑘𝑀 y 𝑎𝑘𝑀+1 son distintos (𝑘𝑀 < 𝑘𝑀+1, C1‑015.D1), ası́ que al menos uno es distinto de 𝑝. Ese

punto está en 𝐵(𝑝, 𝑟) ∩ 𝐴 y es distinto de 𝑝 (C3‑008.D3).■

⚠ Por qué «una sucesión de puntos distintos» y no «inϐinito»

«𝐴 inϐinito ⇒ 𝐴 contiene una sucesión inyectiva» pide elección dependiente, más que EN. Nin‑
guna demostración del curso usa la versión con «inϐinito», ası́ que se enuncia con la sucesión
dada.

Cerrados y sucesiones

Teorema C3‑009.T4 (cerrados y sucesiones)

𝑥 ∈ 𝐴̄ ⟺ existe una sucesión en 𝐴 que converge a 𝑥. 𝐹 es cerrado ⟺ para toda sucesión (𝑥𝑘)
en 𝐹 con 𝑥𝑘 → 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝑥 ∈ 𝐹.

Demostración.

1. (⇒) Si 𝑥 ∈ 𝐴̄ = 𝐴 ∪ 𝜕𝐴, cada 𝐵(𝑥, 1/𝑘) corta a 𝐴: si 𝑥 ∈ 𝐴, en 𝑥; si 𝑥 ∈ 𝜕𝐴, por C3‑008.D1. Por
C3‑009.T0 hay 𝑥𝑘 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵(𝑥, 1/𝑘), y |𝑥𝑘 − 𝑥| < 1/𝑘 → 0 (C1‑007.C1): 𝑥𝑘 → 𝑥.

2. (⇐) Sean 𝑥𝑘 ∈ 𝐴 con 𝑥𝑘 → 𝑥. Si 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ∈ 𝐴̄. Si 𝑥 ∉ 𝐴: toda𝐵(𝑥, 𝑟) contiene 𝑥 (fuera de𝐴) y algún
𝑥𝑘 (en 𝐴), ası́ que 𝑥 ∈ 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴̄.

3. Cerrados. Si 𝐹 es cerrado, 𝐹 = 𝐹̄ (C3‑008.T3); el lı́mite de una sucesión en 𝐹 está en 𝐹̄ = 𝐹 (paso
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2).
4. Recı́procamente, si 𝐹 contiene los lı́mites de sus sucesiones, todo 𝑥 ∈ 𝐹̄ es uno de esos lı́mites

(paso 1): 𝐹̄ ⊂ 𝐹, ası́ que 𝐹 = 𝐹̄ es cerrado (C3‑008.T3).■

Ejemplo C3‑009.E1
𝑥𝑘 = (1/𝑘, (−1)𝑘) es acotada y no converge; sus subsucesiones de ı́ndices pares e impares
convergen a (0, 1) y (0, −1).

1. |𝑥𝑘| = ඥ1/𝑘2 + 1 ≤ √2: acotada.
2. 𝑥2𝑚 = (1/(2𝑚), 1): la primera componente es subsucesión de 1/𝑘 → 0 (C1‑012.T2, C1‑

015.T1) y la segunda es constante 1. Por C3‑009.T1, 𝑥2𝑚 → (0, 1). Igual, 𝑥2𝑚+1 → (0,−1).
3. Si (𝑥𝑘) convergiera, sus dos subsucesiones tendrı́an el mismo lı́mite (C3‑009.T1); pero

(0, 1) ≠ (0,−1).

Por qué cada hipótesis

⚠ Acotada

𝑥𝑘 = (𝑘, 0, 0): |𝑥𝑘 − 𝑥𝑙| ≥ 1 si 𝑘 ≠ 𝑙, ası́ que ninguna subsucesión es de Cauchy ni converge
(C3‑009.T2).

⚠ Dimensión ϐinita

La prueba hace 𝑛 extracciones. En sucesiones con inϐinitas coordenadas y la norma del máximo,
𝑒𝑘 (un 1 en el lugar 𝑘) es acotada y ‖𝑒𝑘 − 𝑒𝑙‖∞ = 1 si 𝑘 ≠ 𝑙: no tiene subsucesión convergente.

Ejercicios

1. Demuestra que 𝑥𝑘 = ൫ 𝑘
𝑘+1 ,

(−1)𝑘
𝑘 , 2−𝑘൯ converge y calcula su lı́mite.

2. Demuestra que si 𝑥𝑘 → 𝑥 y 𝐴 es una matriz𝑚 × 𝑛, 𝐴𝑥𝑘 → 𝐴𝑥.
3. Da una sucesión acotada enℝ2 con exactamente cuatro lı́mites de subsucesiones.
4. Demuestra que {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| ≤ 1} es cerrado usando C3‑009.T4.
5. ¿Es cerrado {(𝑥, 1/𝑥) ∶ 𝑥 > 0}? Usa sucesiones.
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Respuestas

1. Por componentes: (1, 0, 0) (C1‑012.T2, C1‑013.T2).
2. (𝐴𝑥𝑘)𝑖 = ∑𝑗 𝑎𝑖𝑗(𝑥𝑘)𝑗 → ∑𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 (C1‑013.T2) y C3‑009.T1.
3. 𝑥𝑘 = (cos(𝑘𝜋/2), sen(𝑘𝜋/2)) repite el ciclo (0, 1), (−1, 0), (0, −1), (1, 0) (C2‑014.C1); las cua‑

tro subsucesiones por residuo módulo 4 son constantes, y toda subsucesión convergente tiene
inϐinitos términos en alguna de ellas.

4. Si |𝑥𝑘| ≤ 1 y 𝑥𝑘 → 𝑥, |𝑥𝑘| → |𝑥| (C3‑009.T1) y |𝑥| ≤ 1 (C1‑013.T3).
5. Sı́: si (𝑥𝑘 , 1/𝑥𝑘) → (𝑎, 𝑏), 1/𝑥𝑘 → 𝑏 obliga a que 𝑥𝑘 no tienda a 0 con 𝑏 ϐinito; si 𝑎 = 0, 1/𝑥𝑘 no

serı́a acotada. Ası́ 𝑎 > 0 y 𝑏 = 1/𝑎 (C1‑013.T2).



C3‑010 · Compactos y teorema de
Heine–Borel

Motivación

Antenas y zonas de búsqueda
Un terreno cuadradode1kmpor lado, con suborde, está cubiertopor inϐinitas antenas, cadauna
con un disco abierto de señal. ¿Se pueden apagar todasmenos un número ϐinito sin dejar puntos
sin señal? Sı́, siempre. En cambio, el pasillo (0, 1], sin su extremo 0, cubierto por las antenas
(1/𝑘, 2), no lo permite: con las primeras𝑚 queda sin señal el punto 1/𝑚.
Un dron de búsqueda que reduce cada hora una zona cerrada y acotada, siempre dentro de la
anterior, termina con al menos un punto común a todas. Con zonas (0, 1/𝑘] no: su intersección
es vacı́a.
Dónde falla la analogı́a: una antena real tiene bordes difusos y una búsqueda real dura un nú‑
mero ϐinito de horas.

Parte 1 · Cubiertas y cajas

Deϐinición C3‑010.D1 (compacto)

Una cubierta abierta de 𝐾 ⊂ ℝ𝑛 es una familia de abiertos cuya unión contiene a 𝐾; una sub‑
cubierta ϐinita es una subfamilia ϐinita que también lo cubre. 𝐾 es compacto si toda cubierta
abierta de 𝐾 tiene una subcubierta ϐinita. 𝐾 es secuencialmente compacto si toda sucesión en
𝐾 tiene una subsucesión que converge a un punto de 𝐾.

⚠ «Toda» cubierta

Siempre hay alguna cubierta ϐinita ({ℝ𝑛}). La deϐinición pide que toda cubierta abierta se pueda
reducir a ϐinitas piezas.
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Teorema C3‑010.T1

Todo compacto es cerrado y acotado.

Demostración. Sea 𝐾 compacto.

1. Acotado. Las bolas 𝐵(0, 𝑘), 𝑘 ∈ ℕ, son abiertas (C3‑008.T1) y cubrenℝ𝑛: para cada 𝑥 hay 𝑘 > |𝑥|
(C1‑007.C1). Una subcubierta ϐinita𝐵(0, 𝑘1), … , 𝐵(0, 𝑘𝑗) cubre𝐾; con𝑚 ∶= max 𝑘𝑖 (C1‑005.T13),
𝐵(0, 𝑘𝑖) ⊂ 𝐵(0,𝑚) y 𝐾 ⊂ 𝐵(0,𝑚).

2. Cerrado. Sea 𝑝 ∉ 𝐾. Los conjuntos 𝑈𝑘 ∶= {𝑥 ∶ |𝑥 − 𝑝| > 1/𝑘} son abiertos (complementos de
bolas cerradas, C3‑008.T1). Cubren 𝐾: si 𝑥 ∈ 𝐾, 𝑥 ≠ 𝑝, |𝑥 − 𝑝| > 0 (C3‑001.T2) y hay 𝑘 con
1/𝑘 < |𝑥 − 𝑝| (C1‑007.C1).

3. Una subcubierta ϐinita 𝑈𝑘1 , … , 𝑈𝑘𝑗 cubre 𝐾; con 𝑚 ∶= max 𝑘𝑖 , 𝑈𝑘𝑖 ⊂ 𝑈𝑚, ası́ que 𝐾 ⊂ 𝑈𝑚 y
𝐵(𝑝, 1/𝑚) ∩ 𝐾 = ∅.

4. Ası́ℝ𝑛 ∖ 𝐾 es abierto (C3‑008.D1). (Si 𝐾 = ∅ no hay nada que probar.)■

Teorema C3‑010.T2 (las cajas cerradas son compactas)

Sean 𝑎𝑖 < 𝑏𝑖 (𝑖 = 1,… , 𝑛). 𝑅 ∶= [𝑎1, 𝑏1] × ⋯ × [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] es compacto.

Idea de la demostración (bisección)
Si una cubierta no tiene subcubierta ϐinita, al partir cada lado a la mitad alguna de las 2𝑛 sub‑
cajas tampoco la tiene. Se toma la primera en un orden ϐijo, ası́ que no hace falta elegir. Las
cajas encajadas se cierran sobre un punto 𝑥, que está en un abierto de la cubierta, y una caja
suϐicientemente chica cabe en ese abierto. Contradicción.

Demostración. Supongamos que una cubierta abierta𝒰 de 𝑅 no tiene subcubierta ϐinita.

1. El paso de bisección. Sea 𝑄 = ∏𝑖[𝛼𝑖 , 𝛽𝑖] una caja sin subcubierta ϐinita. Con los puntos medios
𝜇𝑖 ∶= (𝛼𝑖 + 𝛽𝑖)/2 (C1‑003.T8), 𝑄 es la unión de las 2𝑛 subcajas ∏𝑖 𝐼𝑖 con 𝐼𝑖 ∈ {[𝛼𝑖 , 𝜇𝑖], [𝜇𝑖 , 𝛽𝑖]}.
Si las 2𝑛 tuvieran subcubierta ϐinita, la unión de esas ϐinitas subfamilias ϐinitas cubrirı́a 𝑄. Ası́
alguna no la tiene.

2. Sin elegir. Las subcajas se ordenan por la palabra (𝜖1, … , 𝜖𝑛) ∈ {0, 1}𝑛 (0 = mitad izquierda) en
orden lexicográϐico; se toma la primera sin subcubierta ϐinita. Es una regla, y la recursión (C1‑
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005.T11) da cajas 𝑅0 = 𝑅 ⊃ 𝑅1 ⊃ ⋯, 𝑅𝑘 = ∏𝑖[𝑎𝑘𝑖 , 𝑏𝑘𝑖 ], sin subcubierta ϐinita, con

𝑏𝑘𝑖 − 𝑎𝑘𝑖 =
𝑏𝑖 − 𝑎𝑖
2𝑘 .

3. El punto. Para cada 𝑖, (𝑎𝑘𝑖 )𝑘 es creciente y acotada por 𝑏𝑖; converge a 𝑥𝑖 ∶= sup𝑘 𝑎𝑘𝑖 (C1‑014.T2).
Cada 𝑏𝑘𝑖 es cota superior de todos los 𝑎𝑗𝑖 : si 𝑗 ≥ 𝑘, 𝑎𝑗𝑖 ≤ 𝑏𝑗𝑖 ≤ 𝑏𝑘𝑖 ; si 𝑗 < 𝑘, 𝑎𝑗𝑖 ≤ 𝑎𝑘𝑖 ≤ 𝑏𝑘𝑖 . Por
C1‑006.D1, 𝑎𝑘𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑏𝑘𝑖 para todo 𝑘.

4. Ası́ 𝑥 ∶= (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅𝑘 para todo 𝑘; en particular 𝑥 ∈ 𝑅, y hay 𝑈 ∈ 𝒰 y 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈
(C3‑008.D1).

5. La caja cabe. Sea 𝐷 ∶= ∑𝑖(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖). Si 𝑦 ∈ 𝑅𝑘 , por C3‑001.T5,

|𝑦 − 𝑥| ≤෍
𝑖
|𝑦𝑖 − 𝑥𝑖| ≤෍

𝑖
(𝑏𝑘𝑖 − 𝑎𝑘𝑖 ) =

𝐷
2𝑘 .

6. PorBernoulli (C1‑005.T5 con𝑥 = 1),2𝑘 ≥ 1+𝑘 > 𝑘. Con𝑘 > 𝐷/𝑟 (C1‑007.C1),𝐷/2𝑘 < 𝐷/𝑘 < 𝑟,
ası́ que 𝑅𝑘 ⊂ 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈.

7. Entonces {𝑈} es una subcubierta ϐinita de 𝑅𝑘 , contra el paso 2.■

0 10

1

x

Figura 6: Bisección en el cuadrado: cada caja sin subcubierta ϐinita se parte en cuatro y se conserva la
primera que tampoco la tiene. Las cajas encajadas se cierran sobre el punto 𝑥.
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Parte 2 · Heine–Borel

Teorema C3‑010.T3

Todo cerrado contenido en un compacto es compacto.

Demostración. Sean 𝐹 ⊂ 𝐾, 𝐹 cerrado y 𝐾 compacto, y𝒰 una cubierta abierta de 𝐹.

1. ℝ𝑛 ∖ 𝐹 es abierto (C3‑008.D1), y𝒰 ∪ {ℝ𝑛 ∖ 𝐹} cubre 𝐾.
2. Hay una subcubierta ϐinita de 𝐾; al quitarle ℝ𝑛 ∖ 𝐹 (si está) sigue cubriendo 𝐹, porque ningún

punto de 𝐹 está enℝ𝑛 ∖ 𝐹. Es una subfamilia ϐinita de𝒰.■

Teorema C3‑010.T4 (Heine–Borel)

Para 𝐾 ⊂ ℝ𝑛 son equivalentes: (i) 𝐾 es compacto; (ii) 𝐾 es cerrado y acotado; (iii) 𝐾 es secuen‑
cialmente compacto.

Idea de la demostración

(II) ⇒ (i): 𝐾 cabe en una caja y es cerrado en ella. (ii)⇒ (iii): Bolzano–Weierstrass y «cerrado
retiene lı́mites». (iii)⇒ (ii): si 𝐾 no fuera acotado, una sucesión se irı́a al inϐinito.

Demostración.

1. (I) ⇒ (ii) es C3‑010.T1.
2. (ii)⇒ (i). Si 𝐾 ⊂ 𝐵(0, 𝑅), cada 𝑥 ∈ 𝐾 cumple |𝑥𝑖| ≤ |𝑥| < 𝑅 (C3‑001.T5), ası́ que 𝐾 ⊂ [−𝑅, 𝑅]𝑛,

compacta por C3‑010.T2. Como 𝐾 es cerrado, es compacto (C3‑010.T3).
3. (ii)⇒ (iii). Una sucesión en 𝐾 es acotada; tiene una subsucesión convergente (C3‑009.T3), y su

lı́mite está en 𝐾 porque 𝐾 es cerrado (C3‑009.T4).
4. (iii) ⇒ acotado. Si no lo fuera, para cada 𝑘 el conjunto {𝑥 ∈ 𝐾 ∶ |𝑥| > 𝑘} serı́a no vacı́o; por

C3‑009.T0 hay 𝑥𝑘 en él. Toda subsucesión cumple |𝑥𝑘𝑚| > 𝑘𝑚 ≥ 𝑚 (C1‑015.T0), ası́ que no es
acotada y no converge (C3‑009.T1). Contradicción con (iii).

5. (iii)⇒ cerrado. Sean 𝑥𝑘 ∈ 𝐾 con 𝑥𝑘 → 𝑥. Por (iii), una subsucesión converge a un punto 𝑝 ∈ 𝐾;
también converge a 𝑥 (C3‑009.T1), y por la unicidad 𝑥 = 𝑝 ∈ 𝐾. Por C3‑009.T4, 𝐾 es cerrado.■
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Corolario C3‑010.C1 (producto de compactos)

Si 𝐾 ⊂ ℝ𝑛 y 𝐿 ⊂ ℝ𝑚 son compactos, 𝐾 × 𝐿 ⊂ ℝ𝑛+𝑚 es compacto.

Demostración.

1. Sea (𝑥𝑘 , 𝑦𝑘) una sucesión en 𝐾 × 𝐿 (C3‑001.D1). Por (iii) de C3‑010.T4 hay 𝑥𝑘𝑗 → 𝑥 ∈ 𝐾.
2. (𝑦𝑘𝑗) es una sucesión en 𝐿; hay una subsucesión 𝑦𝑘𝑗𝑙 → 𝑦 ∈ 𝐿. La subsucesión correspondiente

𝑥𝑘𝑗𝑙 sigue tendiendo a 𝑥 (C3‑009.T1, C1‑015.D1).
3. Por componentes (C3‑009.T1), (𝑥𝑘𝑗𝑙 , 𝑦𝑘𝑗𝑙 ) → (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾 × 𝐿. Por C3‑010.T4, 𝐾 × 𝐿 es compacto.

■

Teorema C3‑010.T5 (compactos encajados)

Si 𝐾1 ⊃ 𝐾2 ⊃ ⋯ son compactos no vacı́os deℝ𝑛,⋂𝑘 𝐾𝑘 ≠ ∅.

Demostración.

1. Por C3‑009.T0 hay 𝑥𝑘 ∈ 𝐾𝑘 . Todos están en 𝐾1, que es acotado (C3‑010.T4); hay 𝑥𝑘𝑚 → 𝑥 (C3‑
009.T3).

2. Fijemos 𝑗. Para𝑚 ≥ 𝑗, 𝑘𝑚 ≥ 𝑚 ≥ 𝑗 (C1‑015.T0), ası́ que 𝑥𝑘𝑚 ∈ 𝐾𝑘𝑚 ⊂ 𝐾𝑗 .
3. La cola (𝑥𝑘𝑚)𝑚≥𝑗 es una sucesión en𝐾𝑗 que converge a 𝑥 (C3‑009.T1); como𝐾𝑗 es cerrado, 𝑥 ∈ 𝐾𝑗

(C3‑009.T4).
4. Ası́ 𝑥 ∈ ⋂𝑗 𝐾𝑗 .■

Ejemplo C3‑010.E1
(0, 1] no es compacto: (1/𝑘, 2), 𝑘 ∈ ℕ, lo cubren sin subcubierta ϐinita. ℝ𝑛 no es compacto. Las
bolas cerradas, las esferas, las cajas cerradas y los conjuntos ϐinitos son compactos.

1. (0, 1]. Cada (1/𝑘, 2) es abierto. Si 𝑥 ∈ (0, 1], hay 𝑘 con 1/𝑘 < 𝑥 (C1‑007.C1), y 𝑥 < 2.
Una subfamilia ϐinita, con ı́ndice máximo 𝑚 (C1‑005.T13), tiene unión (1/𝑚, 2), que no
contiene a 1/𝑚 ∈ (0, 1].

2. ℝ𝑛.No es acotado: |𝑘𝑒1| = 𝑘 > 𝑅 para 𝑘 > 𝑅 (C1‑007.C1). Por C3‑010.T1 no es compacto.
3. Bolas y esferas. 𝐵̄(𝑎, 𝑟) y la esfera son cerradas (C3‑008.T1) y están en 𝐵(0, |𝑎| + 𝑟 + 1)

(C3‑001.T4). Por C3‑010.T4 son compactas. Las cajas cerradas: C3‑010.T2.



Cálculo en varias variables I 67

4. Finitos. Dada una cubierta abierta de {𝑝1, … , 𝑝𝑘}, cada 𝑝𝑖 está en algún abierto 𝑈𝑖 de ella;
{𝑈1, … , 𝑈𝑘} es una subcubierta ϐinita (se eligen 𝑘 abiertos: una elección ϐinita).

Por qué cada hipótesis

⚠ Cerrado

(0, 1] es acotado y no es compacto: 1/𝑘 no tiene subsucesión que converja en (0, 1], y las zonas
encajadas (0, 1/𝑘] tienen intersección vacı́a (todo 𝑥 > 0 queda fuera desde que 1/𝑘 < 𝑥).

⚠ Acotado

ℝ𝑛 y la hipérbola {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥𝑦 = 1} son cerrados y no compactos: (𝑘, 1/𝑘) no tiene subsucesión
convergente. Y⋃𝑘[0, 𝑘] = [0,∞): una unión inϐinita de compactos puede no serlo.

⚠ Dimensión ϐinita

En sucesiones con inϐinitas coordenadas y la norma del máximo, la bola cerrada unitaria es ce‑
rrada y acotada, pero (𝑒𝑘) no tiene subsucesión convergente. Heine–Borel es un teorema deℝ𝑛.

Ejercicios

1. ¿Cuántas bisecciones hacen falta para que las subcajas de [0, 1]2 quepan en un disco de radio 0.01
alrededor de cualquiera de sus puntos, según la cota 𝐷/2𝑘?

2. Demuestra que la unión de dos compactos es compacta.
3. ¿Es compacto {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑦 ≥ 𝑥2}? ¿Y {(𝑥, sen(1/𝑥)) ∶ 0 < 𝑥 ≤ 1}?
4. Demuestra que si 𝐾 es compacto y 𝐹 es cerrado, 𝐾 ∩ 𝐹 es compacto.
5. Encuentra una cubierta abierta de 𝐵(0, 1) ⊂ ℝ2 sin subcubierta ϐinita.

Respuestas

1. 𝐷 = 2: 2/2𝑘 < 0.01 ⟺ 2𝑘 > 200; 𝑘 = 8.
2. Cerrados y acotados (C3‑008.T2, la unión de dos acotados es acotada) y C3‑010.T4; o directamen‑

te, juntando dos subcubiertas ϐinitas.
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3. El primero sı́: intersección de dos cerrados (preimágenes por funciones continuas, o directo con
sucesiones y C3‑009.T4), acotado. El segundo no: no es cerrado, porque (0, 0) es lı́mite de puntos
(1/(𝑘𝜋), 0) del conjunto y no está en él.

4. 𝐾 ∩ 𝐹 es cerrado (C3‑008.T2) y está en 𝐾 (C3‑010.T3).
5. 𝐵(0, 1 − 1/𝑘), 𝑘 ≥ 2: una subfamilia ϐinita está en 𝐵(0, 1 − 1/𝑚) y no cubre (1 − 1/𝑚)𝑒1.



C3‑011 · Conexidad

Motivación

El poste en la plaza y el río en el parque
En el mapa de un parque hay una plaza circular con un poste en el centro y, del otro lado, un
rı́o recto que cruza todo el parque, sin puentes. El rı́o parte el parque en dos pedazos. ¿El poste
parte la plaza?
No: de (−1, 0) a (1, 0) se puede ir por la quebrada que pasa por (0, 1), y esa vereda nunca se
acerca al poste a menos de √2/2 ≈ 0.7071. Pero «se puede caminar» no es todavı́a una deϐini‑
ción de «estar de una pieza». La deϐinición que usaremos no habla de caminos: un conjunto está
de una pieza si no se puede repartir en dos abiertos disjuntos y no vacı́os.
Dónde falla la analogı́a: un poste real tiene grosor y un rı́o tiene orillas; aquı́ el poste es un solo
punto y la «orilla» no pertenece a ninguno de los dos pedazos.

Deϐiniciones

Deϐinición C3‑011.D1 (conexo, por trayectorias, convexo)

𝑆 ⊂ ℝ𝑛 es disconexo si existen 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑆 abiertos en 𝑆, disjuntos y no vacı́os con 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑆;
conexo si no es disconexo. El segmento [𝑝, 𝑞] ∶= {𝑝 + 𝑡(𝑞 − 𝑝) ∶ 𝑡 ∈ [0, 1]}. 𝑆 es convexo si
[𝑝, 𝑞] ⊂ 𝑆 para todos 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆, y conexo por trayectorias si para todos 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆 hay una curva
𝛾 ∶ [0, 1] → 𝑆 con 𝛾(0) = 𝑝 y 𝛾(1) = 𝑞. Una región es un abierto conexo.

«Abierto en 𝑆» es el de C3‑008.D2. Para 𝑛 = 1 y 𝑝 < 𝑞, el segmento [𝑝, 𝑞] es el intervalo cerrado de
siempre.

69
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Resultados

Teorema C3‑011.T1 (los conexos de ℝ son los intervalos)

𝑆 ⊂ ℝ es conexo ⟺ es un intervalo (si 𝑥 < 𝑧 < 𝑦 con 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, entonces 𝑧 ∈ 𝑆).

Idea de la demostración
Si un intervalo se partiera en dos «colores» 𝐴 y 𝐵, el último punto 𝑠 hasta el que llega el primer
color (un supremo) no podrı́a ser de ningún color: por ser 𝐴 y 𝐵 abiertos en 𝑆, alrededor de 𝑠
hay un pedazo entero de un solo color.

Demostración. Para (⇐), sea 𝑆 un intervalo y supón que 𝑆 = 𝐴 ∪ 𝐵 con 𝐴, 𝐵 abiertos en 𝑆, disjuntos y
no vacı́os.

1. Toma 𝑎 ∈ 𝐴 y 𝑏 ∈ 𝐵. Como 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, 𝑎 ≠ 𝑏; cambiando los nombres de 𝐴 y 𝐵 (la situación es
simétrica) podemos suponer 𝑎 < 𝑏 (C1‑003.T1).

2. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 y todo 𝑧 con 𝑎 < 𝑧 < 𝑏 está en 𝑆 (hipótesis), ası́ que [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝑆 (C1‑004.D2).
3. Sea 𝐶 ∶= {𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ∶ [𝑎, 𝑥] ⊂ 𝐴}. 𝑎 ∈ 𝐶 porque [𝑎, 𝑎] = {𝑎} ⊂ 𝐴, y 𝑏 es cota superior de 𝐶. Sea

𝑠 ∶= sup𝐶 (axioma S); 𝑎 ≤ 𝑠 ≤ 𝑏 (C1‑006.D1).
4. [𝑎, 𝑠) ⊂ 𝐴: si 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑠, hay 𝑐 ∈ 𝐶 con 𝑐 > 𝑥 (C1‑006.T2 con 𝜀 = 𝑠 − 𝑥), y 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑐] ⊂ 𝐴.
5. 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝑆 = 𝐴 ∪ 𝐵 (paso 2). Supón 𝑠 ∈ 𝐵. Como 𝐵 es abierto en 𝑆, hay 𝑟 > 0 con (𝑠 − 𝑟, 𝑠 +

𝑟) ∩ 𝑆 ⊂ 𝐵 (C3‑008.T4; enℝ, 𝐵(𝑠, 𝑟) = (𝑠 − 𝑟, 𝑠 + 𝑟)).
6. En ese caso 𝑠 ≠ 𝑎 (porque 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑠 ∈ 𝐵 y𝐴∩𝐵 = ∅), ası́ que 𝑎 < 𝑠. El punto 𝑥 ∶= max(𝑎, 𝑠−𝑟/2)

cumple 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑠 y 𝑠 − 𝑟 < 𝑥; por el paso 4, 𝑥 ∈ 𝐴, y por el paso 5, 𝑥 ∈ (𝑠 − 𝑟, 𝑠 + 𝑟) ∩ 𝑆 ⊂ 𝐵.
Esto contradice 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅.

7. Supón 𝑠 ∈ 𝐴. Entonces 𝑠 ≠ 𝑏 (porque 𝑏 ∈ 𝐵), ası́ que 𝑠 < 𝑏. Como 𝐴 es abierto en 𝑆, hay 𝑟 > 0
con (𝑠 − 𝑟, 𝑠 + 𝑟) ∩ 𝑆 ⊂ 𝐴 (C3‑008.T4).

8. Sea 𝑡 ∶= mın(𝑠 + 𝑟/2, 𝑏), de modo que 𝑠 < 𝑡 ≤ 𝑏 (C1‑003.T8). Por los pasos 4 y 7, [𝑎, 𝑠] ⊂ 𝐴,
y [𝑠, 𝑡] ⊂ (𝑠 − 𝑟, 𝑠 + 𝑟) ∩ [𝑎, 𝑏] ⊂ (𝑠 − 𝑟, 𝑠 + 𝑟) ∩ 𝑆 ⊂ 𝐴. Ası́ [𝑎, 𝑡] ⊂ 𝐴, es decir, 𝑡 ∈ 𝐶 con
𝑡 > 𝑠 = sup𝐶: contradicción (C1‑006.D1).

9. Los pasos 5‑8 descartan 𝑠 ∈ 𝐵 y 𝑠 ∈ 𝐴, y 𝑠 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵. La separación no existe: 𝑆 es conexo.

Para (⇒), demostramos el contrarrecı́proco.
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10. Si 𝑆 no es un intervalo, hay 𝑥 < 𝑧 < 𝑦 con 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 y 𝑧 ∉ 𝑆.
11. (−∞, 𝑧) y (𝑧,∞) son abiertos de ℝ: si 𝑤 < 𝑧, 𝐵(𝑤, 𝑧 − 𝑤) ⊂ (−∞, 𝑧), y análogo para el otro

(C3‑008.D1). Por lo tanto 𝐴 ∶= 𝑆 ∩ (−∞, 𝑧) y 𝐵 ∶= 𝑆 ∩ (𝑧,∞) son abiertos en 𝑆 (C3‑008.D2).
12. 𝐴 y 𝐵 son disjuntos, 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵, y como 𝑧 ∉ 𝑆, todo punto de 𝑆 es < 𝑧 o > 𝑧 (C1‑003.T1):

𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑆. Ası́ 𝑆 es disconexo.■

⚠ Por qué «abiertos en 𝑆»

[0, 1] = [0, 1/2] ∪ (1/2, 1] es una unión de dos conjuntos disjuntos y no vacı́os, y sin embargo
[0, 1] es conexo: [0, 1/2] no es abierto en [0, 1], porque toda bola alrededor de 1/2 contiene
puntos de (1/2, 1] (C3‑008.T4). Una separación exige que los dos pedazos sean abiertos.

Teorema C3‑011.T2 (por trayectorias⇒ conexo)

Todo conjunto conexo por trayectorias es conexo; en particular los convexos (bolas, cajas, ℝ𝑛)
son conexos.

Idea de la demostración
Una separación de 𝑆 se «jala» a [0, 1] a lo largo de una curva que une un punto de cada pedazo,
y eso contradice que [0, 1] es conexo.

Demostración.

1. Sea 𝑆 conexo por trayectorias y supón 𝑆 = 𝐴 ∪ 𝐵 con 𝐴, 𝐵 abiertos en 𝑆, disjuntos y no vacı́os.
Toma 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵 y una curva 𝛾 ∶ [0, 1] → 𝑆 con 𝛾(0) = 𝑎, 𝛾(1) = 𝑏 (C3‑011.D1).

2. Sean 𝐴′ ∶= {𝑡 ∈ [0, 1] ∶ 𝛾(𝑡) ∈ 𝐴} y 𝐵′ ∶= {𝑡 ∈ [0, 1] ∶ 𝛾(𝑡) ∈ 𝐵}. Son disjuntos, su unión es [0, 1]
(porque 𝛾(𝑡) ∈ 𝑆 = 𝐴 ∪ 𝐵) y 0 ∈ 𝐴′, 1 ∈ 𝐵′.

3. 𝐴′ es abierto en [0, 1]: si 𝑡 ∈ 𝐴′, hay 𝑟 > 0 con 𝐵(𝛾(𝑡), 𝑟) ∩ 𝑆 ⊂ 𝐴 (C3‑008.T4). Por la continuidad
de 𝛾 en 𝑡 (C3‑002.D2) hay 𝛿 > 0 tal que 𝑠 ∈ [0, 1] y |𝑠 − 𝑡| < 𝛿 implican |𝛾(𝑠) − 𝛾(𝑡)| < 𝑟, luego
𝛾(𝑠) ∈ 𝐵(𝛾(𝑡), 𝑟) ∩ 𝑆 ⊂ 𝐴, es decir, 𝑠 ∈ 𝐴′. Ası́ (𝑡 − 𝛿, 𝑡 + 𝛿) ∩ [0, 1] ⊂ 𝐴′, y 𝐴′ es abierto en [0, 1]
(C3‑008.T4).

4. Lo mismo vale para 𝐵′. Entonces 𝐴′, 𝐵′ separan [0, 1], que es un intervalo y por lo tanto conexo
(C3‑011.T1): contradicción. 𝑆 es conexo.

5. Convexos. Si 𝑆 es convexo y 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆, 𝛾(𝑡) ∶= 𝑝+ 𝑡(𝑞 −𝑝) toma valores en [𝑝, 𝑞] ⊂ 𝑆 y es continua:
sus componentes 𝑝𝑖+𝑡(𝑞𝑖−𝑝𝑖) son polinomios en 𝑡 (C3‑002.T1, C1‑022.T2). Ası́ 𝑆 es conexo por
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trayectorias.
6. Bolas. Si 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) y 𝑡 ∈ [0, 1], por la desigualdad del triángulo (C3‑001.T4) y |𝑐𝑥| = |𝑐||𝑥|

(C3‑001.T2),

|𝑝 + 𝑡(𝑞 − 𝑝) − 𝑎| = |(1 − 𝑡)(𝑝 − 𝑎) + 𝑡(𝑞 − 𝑎)| ≤ (1 − 𝑡)|𝑝 − 𝑎| + 𝑡|𝑞 − 𝑎| < (1 − 𝑡)𝑟 + 𝑡𝑟 = 𝑟,

donde la desigualdad estricta vale porque 1 − 𝑡 y 𝑡 no son ambos cero. Las bolas son convexas.
7. Cajas y ℝ𝑛. En una caja [𝑎1, 𝑏1] × ⋯ × [𝑎𝑛, 𝑏𝑛], cada componente de 𝑝 + 𝑡(𝑞 − 𝑝) está entre 𝑝𝑖 y

𝑞𝑖 , luego en [𝑎𝑖 , 𝑏𝑖];ℝ𝑛 es convexo porque todo segmento está contenido enℝ𝑛.■

Teorema C3‑011.T3 (abiertos conexos)

Si 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 es abierto y conexo, dos puntos cualesquiera de 𝑈 se unen con una poligonal (unión
ϐinita de segmentos consecutivos) contenida en 𝑈.

Una poligonal de 𝑝 a 𝑞 en 𝑈 es una lista 𝑝 = 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑘 = 𝑞 con [𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗] ⊂ 𝑈 para cada 𝑗.

Demostración.

1. Si 𝑈 = ∅ no hay nada que probar. Fija 𝑝 ∈ 𝑈 y sea 𝑃 el conjunto de los 𝑥 ∈ 𝑈 que se unen con 𝑝
por una poligonal en 𝑈. 𝑝 ∈ 𝑃 (la lista 𝑝, 𝑝, con [𝑝, 𝑝] = {𝑝}).

2. 𝑃 es abierto: si 𝑥 ∈ 𝑃, hay 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈 (𝑈 abierto, C3‑008.D1). Para 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟),
[𝑥, 𝑦] ⊂ 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈 (las bolas son convexas, C3‑011.T2), y agregando 𝑦 al ϐinal de la poligonal
de 𝑝 a 𝑥 se obtiene una de 𝑝 a 𝑦: 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑃.

3. 𝑈 ∖ 𝑃 es abierto: si 𝑥 ∈ 𝑈 ∖ 𝑃 y 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈, ningún 𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑟) está en 𝑃, porque si lo estuviera,
agregando [𝑦, 𝑥] ⊂ 𝐵(𝑥, 𝑟) se unirı́a 𝑝 con 𝑥. Ası́ 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈 ∖ 𝑃.

4. 𝑃 y 𝑈 ∖ 𝑃 son abiertos de ℝ𝑛 contenidos en 𝑈, luego abiertos en 𝑈 (𝑃 = 𝑃 ∩ 𝑈, C3‑008.D2); son
disjuntos y su unión es 𝑈. Como 𝑈 es conexo y 𝑃 ≠ ∅, 𝑈 ∖ 𝑃 = ∅ (C3‑011.D1): 𝑃 = 𝑈.■
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Figura 7: A la izquierda, la quebrada 𝑝 → 𝑤 → 𝑞 que rodea el origen en ℝ2 ∖ {0}. A la derecha, las dos
ramas de la hipérbola 𝑥𝑦 = 1, cada una en un semiplano abierto.

Ejemplo C3‑011.E1
ℝ ∖ {0} es disconexo; ℝ2 ∖ {0} es conexo (dos puntos se unen por una poligonal que esquiva el
origen); la hipérbola {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥𝑦 = 1} es disconexa (ramas 𝑥 > 0 y 𝑥 < 0).

1. ℝ ∖ {0}. No es un intervalo (−1 < 0 < 1 y 0 no está), ası́ que es disconexo (C3‑011.T1).
2. ℝ2 ∖ {0}. Sean 𝑝, 𝑞 ≠ 0. Si 0 ∉ [𝑝, 𝑞], el segmento sirve. Si 0 ∈ [𝑝, 𝑞], sea 𝑤 ∶= (−𝑝2, 𝑝1):

𝑤 ≠ 0 y𝑤 ⋅ 𝑝 = 0. Para 𝑡 ∈ [0, 1], por Pitágoras (C3‑001.T6, C3‑001.T2),

|(1 − 𝑡)𝑝 + 𝑡𝑤|2 = (1 − 𝑡)2|𝑝|2 + 𝑡2|𝑤|2 > 0.

Como 0 ∈ [𝑝, 𝑞] y 𝑝, 𝑞 ≠ 0, 𝑞 = −𝜆𝑝 con 𝜆 > 0, ası́ que también𝑤 ⟂ 𝑞 y |(1−𝑡)𝑤+𝑡𝑞|2 =
(1−𝑡)2|𝑤|2+𝑡2|𝑞|2 > 0. La quebrada 𝑝 → 𝑤 → 𝑞 esquiva el origen: el conjunto es conexo
por trayectorias, luego conexo (C3‑011.T2). Con 𝑝 = (−1, 0), 𝑤 = (0,−1) o, por simetrı́a,
𝑤 = (0, 1), la distancia mı́nima al origen es √2/2, en 𝑡 = 1/2.

3. Lahipérbola𝐻. {𝑥 > 0} es abierto: si𝑎1 > 0 y |𝑥−𝑎| < 𝑎1, entonces |𝑥1−𝑎1| ≤ |𝑥−𝑎| < 𝑎1
(C3‑001.T2) y 𝑥1 > 0; igual {𝑥 < 0}. Ası́ 𝐻+ ∶= 𝐻 ∩ {𝑥 > 0} y 𝐻− ∶= 𝐻 ∩ {𝑥 < 0} son
abiertos en 𝐻 (C3‑008.D2), disjuntos, no vacı́os ((1, 1) y (−1,−1)) y cubren 𝐻, porque
𝑥𝑦 = 1 impide 𝑥 = 0.
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Por qué cada hipótesis

⚠ En C3‑011.T1, que 𝑆 sea un intervalo

ℝ ∖ {0} cumple todo salvo eso, y (−∞, 0), (0,∞) lo separan.

⚠ En C3‑011.T3, que 𝑈 sea abierto

La circunferencia unitaria {|𝑥| = 1} es conexa (es conexapor trayectorias: 𝑡 ↦ (cos2𝜋𝑡, sen 2𝜋𝑡)
recorre los arcos), pero ningún segmento entre dos puntos distintos de ella queda dentro: si
|𝑝| = |𝑞| = 1 y 𝑝 ≠ 𝑞, el punto medio cumple |(𝑝 + 𝑞)/2| < 1 (la igualdad en el triángulo
exigirı́a 𝑝 = 𝑞, C3‑001.T3). No hay poligonales.

⚠ En C3‑011.T3, que 𝑈 sea conexo

𝑈 ∶= {𝑥1 ≠ 0} ⊂ ℝ2 es abierto, pero (−1, 0) y (1, 0) no se unen con una poligonal en 𝑈: si se
pudiera, por C3‑011.T2 la poligonal serı́a un conexo, y {𝑥1 > 0}, {𝑥1 < 0} lo separarı́an.

Ejercicios

1. Demuestra que la unión de dos conexos con un punto en común es conexa.
2. ¿Es conexo {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≥ 1}? ¿Y {(𝑥, 𝑦) ∶ |𝑥| > 1}?
3. Demuestra que si 𝑆 es conexo y 𝐴 es abierto y cerrado en 𝑆, entonces 𝐴 = ∅ o 𝐴 = 𝑆.
4. Demuestra que la caja abierta (0, 1)𝑛 es convexa.
5. ¿Cuál es la menor distancia al origen de la quebrada (−2, 0) → (0, 1) → (2, 0)?

Respuestas

1. Si 𝑆 = 𝑆1∪𝑆2 con 𝑝 ∈ 𝑆1∩𝑆2 y 𝐴, 𝐵 separaran 𝑆 con 𝑝 ∈ 𝐴, entonces 𝐴∩𝑆𝑖 ,𝐵∩𝑆𝑖 son abiertos en
𝑆𝑖 (C3‑008.D2) y disjuntos; como 𝑆𝑖 es conexo y 𝑝 ∈ 𝐴 ∩ 𝑆𝑖 , 𝐵 ∩ 𝑆𝑖 = ∅ para 𝑖 = 1, 2, luego 𝐵 = ∅:
absurdo.

2. Sı́: es conexo por trayectorias (dos puntos se unen yendo en lı́nea recta hacia afuera hasta radio
𝑅 ∶= max(|𝑝|, |𝑞|) y luego por el arco de radio 𝑅). No: {𝑥 > 1} y {𝑥 < −1} lo separan.

3. 𝐴 y 𝑆 ∖ 𝐴 son abiertos en 𝑆 (C3‑008.D2), disjuntos y cubren 𝑆; si ambos fueran no vacı́os, 𝑆 serı́a
disconexo.



Cálculo en varias variables I 75

4. Cada componente de 𝑝 + 𝑡(𝑞 − 𝑝) está entre 𝑝𝑖 y 𝑞𝑖 , que están en (0, 1).
5. El segmento de (−2, 0) a (0, 1) es la recta 𝑥−2𝑦+2 = 0; su distancia al origen es 2/√5 ≈ 0.8944,

alcanzada en (−2/5, 4/5), que está en el segmento. Por simetrı́a, ese es el mı́nimo.



C3‑012 · Límites y continuidad deℝ𝑛 en
ℝ𝑚

Motivación

El dron, el GPS y la altura del cerro
Un dron fotografı́a un cerro cuya altura es ℎ(𝑥, 𝑦) = 100+ 3𝑥 − 2𝑦metros (𝑥, 𝑦 en kilómetros).
Su GPS tiene un error de posición. Para que el error en la altura sea menor que 1 m, ¿basta con
que el error en cada coordenada sea pequeño, o hay que controlar la distancia en lı́nea recta?
Da lo mismo. Si |Δ𝑥|, |Δ𝑦| < 0.2, entonces |Δℎ| ≤ 3|Δ𝑥| + 2|Δ𝑦| < 1. Si la distancia es menor
que 1/√13 ≈ 0.2774, entonces |Δℎ| ≤ √13 |Δ(𝑥, 𝑦)| < 1 (Cauchy–Schwarz). Controlar cada
coordenada y controlar la distancia son equivalentes: es la primera parte de C3‑012.T1.
Dónde falla la analogı́a: un GPS real tiene un error que cambia con el tiempo y una altura que no
es exactamente lineal; aquı́ el error es cualquier número 𝛿 y la fórmula de ℎ es exacta.

Deϐiniciones

Deϐinición C3‑012.D1 (funciones de varias variables)

𝑓 ∶ 𝐴 → ℝ𝑚 con 𝐴 ⊂ ℝ𝑛; componentes 𝑓𝑖 ∶ 𝐴 → ℝ.

Deϐinición C3‑012.D2 (límite y continuidad)

Sea 𝑎 un punto de acumulación de 𝐴. lım𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) = 𝐿 ∶ ⟺ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 0 <
|𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝐿| < 𝜀. 𝑓 es continua en 𝑎 ∈ 𝐴 ∶ ⟺ ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝐴 ∶ |𝑥 − 𝑎| <
𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀; continua en 𝐴 si lo es en cada punto. Con 𝑛 = 1 la continuidad es la
de C3‑002.D2 (y, con𝑚 = 1, la de C1‑022.D1), y el lı́mite extiende al de C3‑002.D2 y C1‑017.D1:
coinciden cuando 𝐴 contiene a (𝑎 − 𝑟, 𝑎) ∪ (𝑎, 𝑎 + 𝑟).

76
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Resultados

Teorema C3‑012.T1 (unicidad, componentes, sucesiones)

El lı́mite es único. lım𝑥→𝑎 𝑓 = 𝐿 ⟺ lım𝑥→𝑎 𝑓𝑖 = 𝐿𝑖 para cada 𝑖 ⟺ para toda sucesión (𝑥𝑘) en
𝐴 ∖ {𝑎} con 𝑥𝑘 → 𝑎, 𝑓(𝑥𝑘) → 𝐿. 𝑓 es continua en 𝑎 ⟺ cada 𝑓𝑖 lo es ⟺ 𝑓(𝑥𝑘) → 𝑓(𝑎) para toda
(𝑥𝑘) en 𝐴 con 𝑥𝑘 → 𝑎. Si 𝑎 ∈ 𝐴 es de acumulación, 𝑓 es continua en 𝑎 ⟺ lım𝑥→𝑎 𝑓 = 𝑓(𝑎); en
un punto aislado toda 𝑓 es continua.

Idea de la demostración
Las componentes se controlan con |𝑦𝑖| ≤ |𝑦| ≤ |𝑦1|+⋯+|𝑦𝑛|. Para las sucesiones, una dirección
es 𝜀‑𝛿 directo; la otra, por contrarrecı́proco: si el lı́mite falla, se elige un «mal punto» a distancia
menor que 1/𝑘 para cada 𝑘, y esa sucesión contradice la hipótesis.

Demostración.

1. Unicidad. Supón que 𝐿 ≠ 𝑀 son lı́mites. Con 𝜀 ∶= |𝐿 − 𝑀|/2 > 0 hay 𝛿𝐿 , 𝛿𝑀 como en C3‑012.D2;
sea 𝛿 ∶= mın(𝛿𝐿 , 𝛿𝑀). Como 𝑎 es de acumulación, hay 𝑥 ∈ 𝐴 con 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 (C3‑008.D3).
Entonces

|𝐿 − 𝑀| ≤ |𝐿 − 𝑓(𝑥)| + |𝑓(𝑥) − 𝑀| < 2𝜀 = |𝐿 − 𝑀|

(C3‑001.T4): absurdo.
2. Componentes,⇒. |𝑓𝑖(𝑥) − 𝐿𝑖| ≤ |𝑓(𝑥) − 𝐿| (C3‑001.T2), ası́ que el 𝛿 de 𝑓 para 𝜀 sirve para cada 𝑓𝑖 .
3. Componentes,⇐. Dado 𝜀, sea 𝛿𝑖 el de 𝑓𝑖 para 𝜀/𝑛 y 𝛿 ∶= mın(𝛿1, … , 𝛿𝑛) (C1‑005.T13). Si 𝑥 ∈ 𝐴 y

0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿,

|𝑓(𝑥) − 𝐿| ≤
𝑛

෍
𝑖=1

|𝑓𝑖(𝑥) − 𝐿𝑖| < 𝑛 ⋅ 𝜀𝑛 = 𝜀

(C3‑001.T5, C1‑005.T12).
4. Sucesiones,⇒. Sea (𝑥𝑘) en 𝐴 ∖ {𝑎} con 𝑥𝑘 → 𝑎 y sea 𝜀 > 0 con su 𝛿. Hay 𝐾 con |𝑥𝑘 − 𝑎| < 𝛿 para

𝑘 ≥ 𝐾 (C3‑009.D1), y como 𝑥𝑘 ≠ 𝑎, 0 < |𝑥𝑘 − 𝑎| < 𝛿; luego |𝑓(𝑥𝑘) − 𝐿| < 𝜀. Ası́ 𝑓(𝑥𝑘) → 𝐿.
5. Sucesiones, ⇐. Supón que lım𝑥→𝑎 𝑓 = 𝐿 es falso. Entonces hay 𝜀0 > 0 tal que para todo 𝛿 > 0

existe 𝑥 ∈ 𝐴 con 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 y |𝑓(𝑥) − 𝐿| ≥ 𝜀0. Con 𝛿 = 1/𝑘, cada conjunto

𝐴𝑘 ∶= {𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 0 < |𝑥 − 𝑎| < 1/𝑘, |𝑓(𝑥) − 𝐿| ≥ 𝜀0}
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es no vacı́o, y por la elección numerable enℝ𝑛 (C3‑009.T0) hay una sucesión con 𝑥𝑘 ∈ 𝐴𝑘 .
6. (𝑥𝑘) está en 𝐴 ∖ {𝑎} y 𝑥𝑘 → 𝑎: dado 𝜀, si 1/𝑁 < 𝜀 (C1‑007.C1), para 𝑘 ≥ 𝑁, |𝑥𝑘 − 𝑎| < 1/𝑘 ≤

1/𝑁 < 𝜀. Pero |𝑓(𝑥𝑘) − 𝐿| ≥ 𝜀0 para todo 𝑘, ası́ que 𝑓(𝑥𝑘)↛𝐿: contradice la hipótesis.
7. Continuidad. Los pasos 2‑6, con «|𝑥 − 𝑎| < 𝛿» en lugar de «0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿», con 𝑓(𝑎) en lugar

de 𝐿 y con sucesiones en 𝐴 (sin quitar 𝑎), dan las equivalencias para la continuidad.
8. Si𝑎 ∈ 𝐴 es de acumulación. La condición de continuidad es la del lı́mite con 𝐿 = 𝑓(𝑎)más el punto

𝑥 = 𝑎, que la cumple siempre (|𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑎)| = 0 < 𝜀). Ası́ continua en 𝑎 ⟺ lım𝑥→𝑎 𝑓 = 𝑓(𝑎).
9. Si 𝑎 es aislado. Hay 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑎, 𝑟) ∩ 𝐴 = {𝑎} (C3‑008.D3). Con 𝛿 ∶= 𝑟, el único 𝑥 ∈ 𝐴 con

|𝑥 − 𝑎| < 𝛿 es 𝑎, y |𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀: 𝑓 es continua en 𝑎.■

⚠ El axioma de elección escondido

Enel paso5 se eligeunpunto𝑥𝑘 por cada𝑘. Es una elección numerable: por eso se cita C3‑009.T0,
la versión enℝ𝑛 de EN (C1‑012.Ax1). Sin un axioma ası́, la caracterización por sucesiones no se
puede demostrar.

Teorema C3‑012.T2 (álgebra y composición)

Sumas, productos por funciones reales, productos punto y normas de funciones continuas son
continuos; cocientes 𝑓/𝑔 de funciones reales continuas, donde 𝑔 ≠ 0, también. Si 𝑓 ∶ 𝐴 →
ℝ𝑚 es continua en 𝑎 y 𝑔 ∶ 𝐵 → ℝ𝑝 (𝑓(𝐴) ⊂ 𝐵) es continua en 𝑓(𝑎), 𝑔 ∘ 𝑓 es continua en
𝑎. Las proyecciones 𝑥 ↦ 𝑥𝑖 , los polinomios en 𝑛 variables y 𝑥 ↦ |𝑥| son continuos en ℝ𝑛; la
restricción de una continua es continua. Lo mismo para lı́mites de sumas, productos, productos
punto, normas y cocientes (con lım𝑔 ≠ 0); en la composición, si lım𝑥→𝑎 𝑓 = 𝐿 y 𝑔 es continua
en 𝐿, lım𝑥→𝑎 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑔(𝐿).

Demostración. Todo se reduce a sucesiones con C3‑012.T1.

1. Operaciones. Sean 𝑓, 𝑔 continuas en 𝑎 (con valores enℝ𝑚) y 𝑐 real continua en 𝑎. Si 𝑥𝑘 → 𝑎 en 𝐴,
entonces 𝑓(𝑥𝑘) → 𝑓(𝑎), 𝑔(𝑥𝑘) → 𝑔(𝑎), 𝑐(𝑥𝑘) → 𝑐(𝑎) (C3‑012.T1), y por el álgebra de sucesiones
en ℝ𝑚 (C3‑009.T1) 𝑓(𝑥𝑘) + 𝑔(𝑥𝑘) → 𝑓(𝑎) + 𝑔(𝑎), 𝑐(𝑥𝑘)𝑓(𝑥𝑘) → 𝑐(𝑎)𝑓(𝑎), 𝑓(𝑥𝑘) ⋅ 𝑔(𝑥𝑘) →
𝑓(𝑎) ⋅ 𝑔(𝑎) y |𝑓(𝑥𝑘)| → |𝑓(𝑎)|. Por C3‑012.T1, las cuatro funciones son continuas en 𝑎.

2. Cocientes. Si 𝑓, 𝑔 son reales, continuas en 𝑎 y 𝑔 ≠ 0 en 𝐴, para 𝑥𝑘 → 𝑎 se tiene 𝑔(𝑥𝑘) → 𝑔(𝑎) ≠ 0
y 𝑓(𝑥𝑘)/𝑔(𝑥𝑘) → 𝑓(𝑎)/𝑔(𝑎) (C1‑013.T2).

3. Composición. Si 𝑥𝑘 → 𝑎 en 𝐴, 𝑓(𝑥𝑘) → 𝑓(𝑎) en 𝐵 (C3‑012.T1) y, por la continuidad de 𝑔 en 𝑓(𝑎),
𝑔(𝑓(𝑥𝑘)) → 𝑔(𝑓(𝑎)). Por C3‑012.T1, 𝑔 ∘ 𝑓 es continua en 𝑎.
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4. Proyecciones y norma. |𝑥𝑖 − 𝑎𝑖| ≤ |𝑥 − 𝑎| (C3‑001.T2) y ห|𝑥| − |𝑎|ห ≤ |𝑥 − 𝑎| (C3‑001.T4): con
𝛿 ∶= 𝜀 se cumple C3‑012.D2. Las constantes son continuas (𝛿 cualquiera).

5. Polinomios.Unmonomio 𝑐 𝑥𝑘11 ⋯𝑥𝑘𝑛𝑛 es producto de una constante y de proyecciones; por el paso
1 e inducción en el númerode factores (C1‑005.T1) es continuo, y unpolinomio es una suma ϐinita
de monomios (otra inducción).

6. Restricción. Si 𝑓 es continua en 𝑎 y 𝐴′ ⊂ 𝐴 contiene a 𝑎, el mismo 𝛿 sirve para 𝑥 ∈ 𝐴′ (C3‑012.D2).
7. Límites. Los pasos 1‑3 con sucesiones en 𝐴 ∖ {𝑎} y la caracterización de lı́mites de C3‑012.T1 dan

las reglas para lı́mites. En la composición, si 𝑥𝑘 → 𝑎 con 𝑥𝑘 ≠ 𝑎, 𝑓(𝑥𝑘) → 𝐿 y, por la continuidad
de 𝑔 en 𝐿, 𝑔(𝑓(𝑥𝑘)) → 𝑔(𝐿).■

Teorema C3‑012.T3 (las lineales son lipschitzianas)

Para 𝐴𝑚×𝑛 y ‖𝐴‖𝐹 ∶= ൫∑𝑖,𝑗 𝑎2𝑖𝑗൯
1/2: |𝐴𝑥| ≤ ‖𝐴‖𝐹|𝑥| y |𝐴𝑥−𝐴𝑦| ≤ ‖𝐴‖𝐹|𝑥−𝑦| para 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛;

toda transformación linealℝ𝑛 → ℝ𝑚 es continua.

Demostración.

1. Sea 𝑎(𝑖) ∶= (𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖𝑛) la ϐila 𝑖 de 𝐴. Por C3‑007.D4, (𝐴𝑥)𝑖 = 𝑎(𝑖) ⋅ 𝑥, y por Cauchy–Schwarz
(C3‑001.T3), (𝐴𝑥)2𝑖 ≤ |𝑎(𝑖)|2|𝑥|2 = ൫∑𝑗 𝑎2𝑖𝑗൯|𝑥|2 (C3‑001.T2).

2. Sumando sobre 𝑖 (C1‑005.T12),

|𝐴𝑥|2 =
𝑚

෍
𝑖=1

(𝐴𝑥)2𝑖 ≤ ቀ෍
𝑖,𝑗

𝑎2𝑖𝑗ቁ|𝑥|2 = ‖𝐴‖2𝐹|𝑥|2,

y como √ es creciente (C2‑014.T1), |𝐴𝑥| ≤ ‖𝐴‖𝐹|𝑥|.
3. 𝑥 ↦ 𝐴𝑥 es lineal (C3‑007.T3), ası́ que 𝐴𝑥 − 𝐴𝑦 = 𝐴(𝑥 − 𝑦) y |𝐴𝑥 − 𝐴𝑦| ≤ ‖𝐴‖𝐹|𝑥 − 𝑦| (paso 2).
4. Dado 𝜀 > 0, 𝛿 ∶= 𝜀/(‖𝐴‖𝐹 + 1) cumple: |𝑥 − 𝑦| < 𝛿 ⇒ |𝐴𝑥 − 𝐴𝑦| < 𝜀. Ası́ 𝑥 ↦ 𝐴𝑥 es continua

(C3‑012.D2). Toda lineal 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 es 𝑥 ↦ 𝐴𝑥 para una matriz 𝐴 (C3‑007.T3).■

Teorema C3‑012.T4 (continuidad y abiertos)

𝑓 ∶ 𝐴 → ℝ𝑚 es continua en 𝐴 ⟺ para todo abierto 𝑉 ⊂ ℝ𝑚, 𝑓−1(𝑉) es abierto en 𝐴 ⟺ para
todo cerrado 𝐹 ⊂ ℝ𝑚, 𝑓−1(𝐹) es cerrado en 𝐴. En particular, si 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ es continua, {𝑓 > 𝑐}
es abierto y {𝑓 = 𝑐}, {𝑓 ≤ 𝑐} son cerrados.
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Idea de la demostración
Unabola alrededor de𝑓(𝑎)dentro de𝑉 se «jala», con el 𝛿 de la continuidad, a una bola alrededor
de 𝑎; y al revés, la bola 𝐵(𝑓(𝑎), 𝜀) es un abierto, y el radio que da su preimagen es el 𝛿.

Demostración.

1. (⇒) Sean 𝑉 ⊂ ℝ𝑚 abierto y 𝑎 ∈ 𝑓−1(𝑉). Hay 𝜀 > 0 con 𝐵(𝑓(𝑎), 𝜀) ⊂ 𝑉 (C3‑008.D1).
2. Por la continuidad en 𝑎 hay 𝛿 > 0 tal que 𝑥 ∈ 𝐴 y |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 implican |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀

(C3‑012.D2), es decir, 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵(𝑓(𝑎), 𝜀) ⊂ 𝑉. Ası́ 𝐵(𝑎, 𝛿) ∩ 𝐴 ⊂ 𝑓−1(𝑉), y 𝑓−1(𝑉) es abierto en 𝐴
(C3‑008.T4).

3. (⇐) Sean 𝑎 ∈ 𝐴 y 𝜀 > 0. 𝑉 ∶= 𝐵(𝑓(𝑎), 𝜀) es abierto (C3‑008.T1) y 𝑎 ∈ 𝑓−1(𝑉).
4. Por hipótesis 𝑓−1(𝑉) es abierto en 𝐴, ası́ que hay 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑎, 𝑟) ∩ 𝐴 ⊂ 𝑓−1(𝑉) (C3‑008.T4).

Con 𝛿 ∶= 𝑟: 𝑥 ∈ 𝐴, |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 implican 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉, es decir, |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀. 𝑓 es continua en 𝑎.
5. Cerrados.Para𝐹 ⊂ ℝ𝑚,𝑓−1(ℝ𝑚∖𝐹) = 𝐴∖𝑓−1(𝐹).𝐹 es cerrado ⟺ ℝ𝑚∖𝐹 es abierto, y𝑓−1(𝐹) es

cerrado en 𝐴 ⟺ 𝐴∖𝑓−1(𝐹) es abierto en 𝐴 (C3‑008.D2). Ası́ la condición con cerrados equivale
a la condición con abiertos.

6. Caso 𝐴 = ℝ𝑛, 𝑚 = 1. (𝑐,∞) es abierto: si 𝑢 > 𝑐, 𝐵(𝑢, 𝑢 − 𝑐) ⊂ (𝑐,∞) (C3‑008.D1); lo mismo
(−∞, 𝑐). Por lo tanto {𝑐} y (−∞, 𝑐] son cerrados, pues sus complementos (−∞, 𝑐)∪(𝑐,∞) y (𝑐,∞)
son abiertos (C3‑008.T2). Un subconjunto de ℝ𝑛 abierto (cerrado) en ℝ𝑛 es abierto (cerrado),
porque 𝑈 ∩ ℝ𝑛 = 𝑈. Ası́ {𝑓 > 𝑐} = 𝑓−1((𝑐,∞)) es abierto y {𝑓 = 𝑐} = 𝑓−1({𝑐}), {𝑓 ≤ 𝑐} =
𝑓−1((−∞, 𝑐]) son cerrados.■

⚠ Preimágenes, no imágenes

Una continua no manda abiertos en abiertos: 𝑓(𝑥) = 𝑥2 manda (−1, 1) en [0, 1), que no es
abierto. C3‑012.T4 habla de 𝑓−1(𝑉).
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y= x 2: g= 1
2

Figura 8: Curvas de nivel de𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦/(𝑥4+𝑦2). Sobre cada recta por el origen (punteadas)𝑔 → 0,
pero sobre la parábola 𝑦 = 𝑥2 (trazo grueso) 𝑔 vale 1/2.

Ejemplo C3‑012.E1 (las rectas no bastan)
𝑓(𝑥, 𝑦) ∶= 𝑥𝑦/(𝑥2 + 𝑦2) no tiene lı́mite en (0, 0): sobre 𝑦 = 𝑚𝑥 vale 𝑚/(1 + 𝑚2). 𝑔(𝑥, 𝑦) ∶=
𝑥2𝑦/(𝑥4 + 𝑦2) tiende a 0 sobre toda recta por el origen y vale 1/2 sobre 𝑦 = 𝑥2. En cambio
ℎ(𝑥, 𝑦) ∶= 𝑥2𝑦/(𝑥2 + 𝑦2) → 0, porque |ℎ| ≤ |𝑦|.

1. 𝑓. Para 𝑥 ≠ 0, 𝑓(𝑥,𝑚𝑥) = 𝑚𝑥2/(𝑥2(1 + 𝑚2)) = 𝑚/(1 + 𝑚2). Con 𝑥𝑘 ∶= (1/𝑘, 0) y
𝑦𝑘 ∶= (1/𝑘, 1/𝑘), ambas en ℝ2 ∖ {0} y con lı́mite 0 (C1‑012.T2, C3‑009.T1), 𝑓(𝑥𝑘) = 0
y 𝑓(𝑦𝑘) = 1/2. Si hubiera lı́mite 𝐿, ambas sucesiones darı́an 𝐿 (C3‑012.T1): 0 = 1/2,
absurdo.

2. 𝑔 sobre rectas. Para 𝑥 ≠ 0, 𝑔(𝑥,𝑚𝑥) = 𝑚𝑥3/(𝑥4 +𝑚2𝑥2) = 𝑚𝑥/(𝑥2 +𝑚2), que tiende a
0 cuando 𝑥 → 0 (si𝑚 ≠ 0, por el álgebra de lı́mites en una variable, C1‑013.T2; si𝑚 = 0
vale 0). Sobre 𝑥 = 0, 𝑔(0, 𝑦) = 0.

3. 𝑔 sobre la parábola. Para 𝑥 ≠ 0, 𝑔(𝑥, 𝑥2) = 𝑥4/(2𝑥4) = 1/2. Con 𝑧𝑘 ∶= (1/𝑘, 1/𝑘2) → 0,
𝑔(𝑧𝑘) = 1/2, mientras que 𝑔(1/𝑘, 0) = 0: por C3‑012.T1, 𝑔 no tiene lı́mite en 0.
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4. ℎ. |ℎ(𝑥, 𝑦)| = |𝑦| 𝑥2/(𝑥2 + 𝑦2) ≤ |𝑦| ≤ |(𝑥, 𝑦)| (C3‑001.T2), ası́ que con 𝛿 ∶= 𝜀, 0 <
|(𝑥, 𝑦)| < 𝛿 implica |ℎ(𝑥, 𝑦)| < 𝜀: lım(𝑥,𝑦)→0 ℎ = 0.

Ejemplo C3‑012.E2 (continua en cada variable no basta)
Con 𝑓(0, 0) ∶= 0, la 𝑓 de C3‑012.E1 es continua en 𝑥 para cada 𝑦 ϐijo y en 𝑦 para cada 𝑥 ϐijo, y no
es continua en (0, 0).

1. Para 𝑦0 ≠ 0, 𝑥 ↦ 𝑥𝑦0/(𝑥2 + 𝑦20) es un cociente de polinomios con denominador positivo:
continua en ℝ (C1‑022.T2). Para 𝑦0 = 0, 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 0) = 0 es constante. Lo mismo en la
otra variable.

2. En (0, 0): 𝑓(1/𝑘, 1/𝑘) = 1/2↛0 = 𝑓(0, 0), ası́ que 𝑓 no es continua en el origen (C3‑
012.T1).

Por qué cada hipótesis

⚠ Que 𝑎 sea punto de acumulación

Si 𝐴 = {0, (1, 0)} ⊂ ℝ2 y 𝑎 = (1, 0), para 𝛿 ≤ 1 no hay 𝑥 ∈ 𝐴 con 0 < |𝑥−𝑎| < 𝛿: la condición de
C3‑012.D2 se cumple para todo 𝐿, y la unicidad del lı́mite falla. Por eso los lı́mites solo se toman
en puntos de acumulación.

⚠ «Toda sucesión», no algunas

En C3‑012.T1 la condición es sobre todas las sucesiones. Las rectas por el origen son solo algu‑
nas maneras de acercarse: 𝑔 de C3‑012.E1 tiende a 0 sobre todas ellas y no tiene lı́mite.

⚠ En C3‑012.T4, continuidad en todo 𝐴

𝑓(𝑥) = 0 si 𝑥 ≤ 0 y 𝑓(𝑥) = 1 si 𝑥 > 0: 𝑓−1((−1/2, 1/2)) = (−∞, 0] no es abierto. La caracteri‑
zación pide continuidad en cada punto.



Cálculo en varias variables I 83

Ejercicios

1. Demuestra que lım(𝑥,𝑦)→(0,0) 𝑥3𝑦/(𝑥2 + 𝑦2) = 0.
2. ¿Tiene lı́mite en el origen (𝑥2 − 𝑦2)/(𝑥2 + 𝑦2)?
3. Demuestra que {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥2 + 𝑦2 < 10} es abierto usando C3‑012.T4.
4. Sea 𝐴 2 × 2 con ϐilas (3, −2) y (0, 0). Calcula ‖𝐴‖𝐹 y veriϐica |𝐴𝑥| ≤ ‖𝐴‖𝐹|𝑥| con 𝑥 = (3,−2).
5. Da una función 𝑓 ∶ ℝ2 → ℝ y un cerrado 𝐹 tales que 𝑓(𝐹) no sea cerrado.

Respuestas

1. |𝑥3𝑦|/(𝑥2 + 𝑦2) ≤ |𝑥||𝑦| 𝑥2/(𝑥2 + 𝑦2) ≤ |𝑥||𝑦| ≤ |(𝑥, 𝑦)|2 (C3‑001.T2); con 𝛿 ∶= mın(1, 𝜀).
2. No: sobre el eje 𝑥 vale 1 y sobre el eje 𝑦 vale−1 (C3‑012.T1).
3. 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 es continua (polinomio, C3‑012.T2) y el conjunto es 𝑇−1((−∞, 10)).
4. ‖𝐴‖𝐹 = √13 ≈ 3.6056; 𝐴𝑥 = (13, 0), |𝐴𝑥| = 13 = √13 ⋅ √13 = ‖𝐴‖𝐹|𝑥|: la cota se alcanza.
5. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 y la hipérbola 𝐹 = {𝑥𝑦 = 1} (cerrada: {𝑥𝑦 = 1} es un conjunto de nivel de un

polinomio, C3‑012.T4). 𝑓(𝐹) = ℝ ∖ {0} no es cerrado.



C3‑013 · Coordenadas polares, cilíndricas
y esféricas

Motivación

El radar de la base de drones
El radar de una base de drones no da coordenadas (𝑥, 𝑦): da la distancia 𝑟 al dron y su rumbo
𝜃, medido desde el este, entre −𝜋 y 𝜋. ¿Cada posición tiene un único par (distancia, rumbo)?
Sı́, salvo la base misma. Pero si un dron pasa justo al oeste de la base, de un poco al norte a un
poco al sur, la lectura del rumbo salta: en (−1, 0.001) vale ≈ 3.140593 y en (−1,−0.001) vale
≈ −3.140593. Un movimiento de 0.002 cambia la lectura en casi 2𝜋.
Dónde falla la analogı́a: los radares reales miden el rumbo desde el norte y en sentido horario,
de 0° a 360°; aquı́ se mide desde el eje 𝑥, en sentido antihorario, en (−𝜋, 𝜋].

Deϐiniciones

Deϐinición C3‑013.D1 (polares, cilíndricas, esféricas)

Polares 𝑃(𝑟, 𝜃) ∶= (𝑟 cos𝜃, 𝑟 sen𝜃); cilı́ndricas 𝐶(𝑟, 𝜃, 𝑧) ∶= (𝑟 cos𝜃, 𝑟 sen𝜃, 𝑧); esféricas
𝐸(𝜌, 𝜑, 𝜃) ∶= (𝜌 sen𝜑 cos𝜃, 𝜌 sen𝜑 sen𝜃, 𝜌 cos𝜑).

Las funciones sen y cos son las de C2‑014.D4, sin ninguna⚠: todo lo que se usa de ellas está demostrado
en Cálculo II.

84
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Resultados

Teorema C3‑013.T1 (polares)

(a) 𝑃 es continua enℝ2 y |𝑃(𝑟, 𝜃)| = |𝑟|. (b) Todo 𝑥 ∈ ℝ2 ∖ {0} es 𝑃(𝑟, 𝜃) para un único 𝑟 > 0
y un único 𝜃 ∈ (−𝜋, 𝜋]; 𝑟 = |𝑥|, y 𝜃 =∶ arg 𝑥. (c) arg es continua en ℝ2 sin la semirrecta
{(𝑡, 0) ∶ 𝑡 ≤ 0}.

Idea de la demostración
𝑟 es la norma. El ángulo «sin signo» con el eje positivo es arc cos(𝑥1/𝑟) ∈ [0, 𝜋], y el signo lo pone
𝑥2. La unicidad sale de que cos es inyectiva en [0, 𝜋], y la continuidad de arg, de tres fórmulas
continuas en tres abiertos que cubren el plano cortado.

Demostración.

1. (a) Las componentes (𝑟, 𝜃) ↦ 𝑟 cos𝜃 y 𝑟 sen𝜃 son productos de una proyección por la composi‑
ción de cos (o sen) con una proyección, y cos, sen son continuas (C2‑014.T5): por C3‑012.T2, 𝑃
es continua.

2. Por C2‑014.T5,

|𝑃(𝑟, 𝜃)|2 = 𝑟2 cos2 𝜃 + 𝑟2 sen2 𝜃 = 𝑟2,

ası́ que |𝑃(𝑟, 𝜃)| = √𝑟2 = |𝑟| (C2‑014.D1, C1‑004.T6).
3. (b), existencia. Sea 𝑥 ≠ 0 y 𝑟 ∶= |𝑥| > 0 (C3‑001.T2). Como |𝑥1| ≤ |𝑥| (C3‑001.T2), 𝑥1/𝑟 ∈ [−1, 1]

y 𝜃0 ∶= arc cos(𝑥1/𝑟) ∈ [0, 𝜋] cumple cos𝜃0 = 𝑥1/𝑟 (C2‑014.D6).
4. En [0, 𝜋], sen𝜃0 ≥ 0 (C2‑014.T4), y

sen2 𝜃0 = 1 − cos2 𝜃0 = 1 − 𝑥21
𝑟2 = 𝑥22

𝑟2 .

Dos números≥ 0 con el mismo cuadrado son iguales (C1‑003.T9), ası́ que sen𝜃0 = |𝑥2|/𝑟.
5. Si 𝑥2 ≥ 0, sea 𝜃 ∶= 𝜃0 ∈ [0, 𝜋]: 𝑃(𝑟, 𝜃) = (𝑥1, |𝑥2|) = 𝑥. Si 𝑥2 < 0, sea 𝜃 ∶= −𝜃0: por la paridad

(C2‑014.T5), cos𝜃 = 𝑥1/𝑟 y sen𝜃 = −|𝑥2|/𝑟 = 𝑥2/𝑟, ası́ que 𝑃(𝑟, 𝜃) = 𝑥. Además sen𝜃0 > 0, y
como sen0 = sen𝜋 = 0 (C2‑014.T4), 𝜃0 ∈ (0, 𝜋) y 𝜃 ∈ (−𝜋, 0). En ambos casos 𝜃 ∈ (−𝜋, 𝜋].

6. (b), unicidad. Supón 𝑃(𝑟, 𝜃) = 𝑃(𝑟′, 𝜃′) = 𝑥 con 𝑟, 𝑟′ > 0 y 𝜃, 𝜃′ ∈ (−𝜋, 𝜋]. Por el paso 2, 𝑟 =
|𝑥| = 𝑟′, y dividiendo entre 𝑟: cos𝜃 = cos𝜃′, sen𝜃 = sen𝜃′.

7. En (−𝜋, 0) el seno es negativo: si −𝜋 < 𝑡 < 0, sen 𝑡 = − sen(−𝑡) < 0 (C2‑014.T5, C2‑014.T4).
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Ası́ que si sen𝜃 ≥ 0, 𝜃 y 𝜃′ están en [0, 𝜋], donde cos es estrictamente decreciente (C2‑014.T4),
y cos𝜃 = cos𝜃′ da 𝜃 = 𝜃′.

8. Si sen𝜃 < 0, 𝜃, 𝜃′ ∈ (−𝜋, 0), luego −𝜃,−𝜃′ ∈ (0, 𝜋) con cos(−𝜃) = cos(−𝜃′) (C2‑014.T5):
𝜃 = 𝜃′.

9. (c) Sea 𝐷 ∶= ℝ2 ∖ {(𝑡, 0) ∶ 𝑡 ≤ 0}. Si 𝑥 ∈ 𝐷 y 𝑥2 = 0, entonces 𝑥1 > 0. Ası́ 𝐷 = 𝑈1 ∪ 𝑈2 ∪ 𝑈3 con
𝑈1 ∶= {𝑥2 > 0}, 𝑈2 ∶= {𝑥2 < 0}, 𝑈3 ∶= {𝑥1 > 0}, abiertos por C3‑012.T4 (preimágenes de (0,∞)
y (−∞, 0) por las proyecciones, continuas por C3‑012.T2).

10. En 𝑈1, arg 𝑥 = arc cos(𝑥1/|𝑥|) y en 𝑈2, arg 𝑥 = − arc cos(𝑥1/|𝑥|) (paso 5). En 𝑈3, cos(arg 𝑥) =
𝑥1/|𝑥| > 0; como cos ≤ 0 en [𝜋/2, 𝜋] (cos(𝜋/2) = 0 y cos decrece, C2‑014.C1, C2‑014.T4) y cos
es par, arg 𝑥 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2), donde arcsen invierte al seno (C2‑014.D6): arg 𝑥 = arcsen(𝑥2/|𝑥|).

11. Las tres fórmulas son continuas en sus abiertos: arc cos y arcsen lo son en [−1, 1] (C2‑014.T11),
|𝑥| ≠ 0 ahı́, y se aplica C3‑012.T2 (cociente, composición).

12. Sea 𝑎 ∈ 𝐷, en 𝑈𝑖 , con 𝐵(𝑎, 𝜌) ⊂ 𝑈𝑖 . Si 𝑔𝑖 es la fórmula continua de 𝑈𝑖 , dado 𝜀 hay 𝛿 con |𝑔𝑖(𝑥) −
𝑔𝑖(𝑎)| < 𝜀 para |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ∈ 𝑈𝑖; con mın(𝛿, 𝜌), como arg = 𝑔𝑖 en 𝐵(𝑎, 𝜌), | arg 𝑥 − arg𝑎| < 𝜀.
Ası́ arg es continua en 𝑎 (C3‑012.D2).■

x

r= jxj

µ
µ¼ ¼

µ¼ ¡ ¼

Figura 9: El argumento 𝜃 = arg 𝑥 y la semirrecta quitada {(𝑡, 0) ∶ 𝑡 ≤ 0} (trazo grueso): a un lado 𝜃
está cerca de 𝜋, al otro, cerca de−𝜋.

Teorema C3‑013.T2 (cilíndricas y esféricas)

𝐶 y 𝐸 son continuas. |𝐸(𝜌, 𝜑, 𝜃)| = |𝜌|. Todo 𝑥 ∈ ℝ3 con (𝑥1, 𝑥2) ≠ (0, 0) es 𝐸(𝜌, 𝜑, 𝜃) para
únicos 𝜌 > 0, 𝜑 ∈ (0, 𝜋) y 𝜃 ∈ (−𝜋, 𝜋], con 𝜌 = |𝑥| y 𝜑 = arc cos(𝑥3/𝜌).
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Demostración.

1. Continuidad. Las componentes de 𝐶 y 𝐸 son productos de proyecciones y de sen, cos compuestas
con proyecciones: continuas (C2‑014.T5, C3‑012.T2).

2. Norma. Por C2‑014.T5 dos veces,

|𝐸|2 = 𝜌2 sen2 𝜑(cos2 𝜃 + sen2 𝜃) + 𝜌2 cos2 𝜑 = 𝜌2,

y |𝐸| = |𝜌| (C2‑014.D1, C1‑004.T6).
3. Existencia. Sea 𝜌 ∶= |𝑥| > 0. Como 𝑥21 + 𝑥22 > 0, 𝑥23 < 𝜌2, es decir, 𝑥3/𝜌 ∈ (−1, 1). Sea 𝜑 ∶=

arc cos(𝑥3/𝜌) ∈ [0, 𝜋] (C2‑014.D6); como cos0 = 1, cos𝜋 = −1 (C2‑014.T4) y 𝑥3/𝜌 ≠ ±1,
𝜑 ∈ (0, 𝜋).

4. sen𝜑 > 0 y sen2 𝜑 = 1 − 𝑥23/𝜌2 = (𝑥21 + 𝑥22)/𝜌2, ası́ que 𝜌 sen𝜑 = |(𝑥1, 𝑥2)| > 0 (C1‑003.T9).
Por C3‑013.T1 (b), (𝑥1, 𝑥2) = 𝑃(𝜌 sen𝜑, 𝜃) con 𝜃 ∶= arg(𝑥1, 𝑥2), y entonces 𝐸(𝜌, 𝜑, 𝜃) = 𝑥.

5. Unicidad. Si 𝐸(𝜌′, 𝜑′, 𝜃′) = 𝑥 con 𝜌′ > 0, 𝜑′ ∈ (0, 𝜋), 𝜃′ ∈ (−𝜋, 𝜋]: 𝜌′ = |𝑥| = 𝜌 (paso 2),
cos𝜑′ = 𝑥3/𝜌 = cos𝜑, y cos es inyectiva en [0, 𝜋] (C2‑014.T4):𝜑′ = 𝜑. Entonces𝑃(𝜌 sen𝜑, 𝜃′) =
(𝑥1, 𝑥2) = 𝑃(𝜌 sen𝜑, 𝜃) con 𝜌 sen𝜑 > 0, y por C3‑013.T1 (b), 𝜃′ = 𝜃.■

Ejemplo C3‑013.E1 (límites en polares)
𝑥3/(𝑥2 + 𝑦2) → 0 en el origen: en polares vale 𝑟 cos3 𝜃 y |𝑟 cos3 𝜃| ≤ 𝑟. La cota debe ser uni‑
forme en 𝜃: para 𝑔 de C3‑012.E1, 𝑔(𝑃(𝑟, 𝜃)) → 0 con 𝜃 ϐijo, y sin embargo 𝑔 no tiene lı́mite.

1. Para (𝑥, 𝑦) ≠ 0, con 𝑟 ∶= |(𝑥, 𝑦)| y 𝜃 ∶= arg(𝑥, 𝑦) (C3‑013.T1), 𝑥 = 𝑟 cos𝜃 y 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2,
ası́ que

𝑥3
𝑥2 + 𝑦2 =

𝑟3 cos3 𝜃
𝑟2 = 𝑟 cos3 𝜃.

2. |𝑟 cos3 𝜃| = 𝑟| cos𝜃|3 ≤ 𝑟 (C1‑004.T2, C2‑014.T5). Dado 𝜀, 𝛿 ∶= 𝜀: si 0 < 𝑟 < 𝛿, el valor
está a menos de 𝜀 de 0, sin importar 𝜃. Ası́ el lı́mite es 0 (C3‑012.D2).

3. El contraejemplo. Para 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦/(𝑥4 + 𝑦2) y 𝜃 ϐijo con sen𝜃 ≠ 0,

𝑔(𝑃(𝑟, 𝜃)) = 𝑟 cos2 𝜃 sen𝜃
𝑟2 cos4 𝜃 + sen2 𝜃 → 0 (𝑟 → 0),

y si sen𝜃 = 0,𝑔(𝑃(𝑟, 𝜃)) = 0. Pero la cota depende de 𝜃: el denominador se hace pequeño
cuando sen𝜃 es pequeño. Sobre la parábola𝑦 = 𝑥2,𝜃 cambia con 𝑟 y𝑔 = 1/2 (C3‑012.E1).
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Por qué cada hipótesis

⚠ 𝑥 ≠ 0 y 𝜃 ∈ (−𝜋, 𝜋]

𝑃(0, 𝜃) = 0 para todo 𝜃: en el origen no hay ángulo. Y 𝑃(𝑟, 𝜃) = 𝑃(𝑟, 𝜃 + 2𝜋) (C2‑014.T5): sin
restringir 𝜃 a un intervalo de longitud 2𝜋, semiabierto, no hay unicidad.

⚠ Quitar la semirrecta (𝑡, 0) ∶ 𝑡 ≤ 0

𝑥𝑘 ∶= (−1, 1/𝑘) y 𝑦𝑘 ∶= (−1,−1/𝑘) tienden a (−1, 0), y por el paso 10 de la demostración,
arg 𝑥𝑘 = arc cos(−1/|𝑥𝑘|) → arc cos(−1) = 𝜋 y arg𝑦𝑘 → −𝜋 (C2‑014.T11, C3‑012.T2). Si arg
fuera continua en (−1, 0), ambas darı́an arg(−1, 0) = 𝜋 (C3‑012.T1). En el origen, arg ni siquiera
está deϐinida.

Ejercicios

1. Escribe (1, −1) en polares y (1, 1, √2) en esféricas.
2. Demuestra con polares que 𝑥2𝑦2/(𝑥2 + 𝑦2) → 0 en el origen.
3. ¿Tiene lı́mite 𝑥𝑦/ඥ𝑥2 + 𝑦2 en el origen?
4. Demuestra que arg(−𝑥) = arg 𝑥 − 𝜋 si 𝑥2 > 0.
5. Explica por qué «𝑔(𝑃(𝑟, 𝜃)) → 0 para cada 𝜃» no basta para que 𝑔 tenga lı́mite.

Respuestas

1. 𝑟 = √2, 𝜃 = − arc cos(1/√2) = −𝜋/4 (C2‑014.C1). 𝜌 = 2, 𝜑 = arc cos(√2/2) = 𝜋/4, 𝜃 = 𝜋/4.
2. Vale 𝑟2 cos2 𝜃 sen2 𝜃, y | ⋅ | ≤ 𝑟2, uniforme en 𝜃.
3. Sı́, 0: vale 𝑟 cos𝜃 sen𝜃 y | ⋅ | ≤ 𝑟.
4. Si arg 𝑥 = 𝜃 ∈ (0, 𝜋),−𝑥 = 𝑃(𝑟, 𝜃−𝜋) por cos(𝑡−𝜋) = − cos 𝑡, sen(𝑡−𝜋) = − sen 𝑡 (C2‑014.C1),

y 𝜃 − 𝜋 ∈ (−𝜋, 0): por la unicidad, arg(−𝑥) = 𝜃 − 𝜋.
5. «Para cada 𝜃» es acercarse por rectas; un lı́mite pide controlar todas las sucesiones (C3‑012.T1),

y para eso la cota debe ser la misma para todos los 𝜃.



C3‑014 · Funciones continuas en
compactos y en conexos

Motivación

Dos placas calientes
Una placa cuadrada de metal de lado 1 m, con su borde, tiene temperatura 𝑇(𝑥, 𝑦) = 20 +
480 𝑥(1−𝑥) 𝑦(1−𝑦) °C. Otra, sin borde (el cuadrado abierto), se calienta desde su lado derecho:
𝑆(𝑥, 𝑦) = 20 + 30𝑥. ¿Cada placa tiene un punto más caliente?
La primera sı́: 50 °C en (1/2, 1/2). La segunda no: 𝑆 < 50 en todo punto, pero 𝑆(0.999, 𝑦) =
49.97 y hay valores tan cerca de 50 como se quiera. La diferencia es que [0, 1]2 es compacto y
(0, 1)2 no. Es el teorema de Weierstrass de Cálculo I, ahora enℝ𝑛.
Dónde falla la analogı́a: una placa real tiene grosor y la temperatura se mide con error, ası́ que
«el punto más caliente» es una zona; aquı́ es un punto exacto.

Resultados en compactos

Teorema C3‑014.T1 (imagen de un compacto)

Si 𝐾 ⊂ ℝ𝑛 es compacto y 𝑓 ∶ 𝐾 → ℝ𝑚 es continua, 𝑓(𝐾) es compacto.

Idea de la demostración
Una sucesión en la imagen viene de una sucesión en𝐾; esta tiene una subsucesión convergente
en 𝐾, y la continuidad lleva su lı́mite a la imagen.

Demostración.

1. Sea (𝑦𝑘) una sucesión en 𝑓(𝐾). Cada conjunto {𝑥 ∈ 𝐾 ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑦𝑘} es no vacı́o; por la elección

89
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numerable enℝ𝑛 (C3‑009.T0) hay una sucesión (𝑥𝑘) en 𝐾 con 𝑓(𝑥𝑘) = 𝑦𝑘 .
2. 𝐾 es compacto, luego secuencialmente compacto (C3‑010.T4): hay una subsucesión 𝑥𝑘𝑗 → 𝑥 ∈ 𝐾

(C1‑015.D1).
3. Por la continuidad de 𝑓 en 𝑥 (C3‑012.T1), 𝑦𝑘𝑗 = 𝑓(𝑥𝑘𝑗) → 𝑓(𝑥), y 𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝐾).
4. Toda sucesión en 𝑓(𝐾) tiene una subsucesión que converge en 𝑓(𝐾): 𝑓(𝐾) es secuencialmente

compacto, luego compacto (C3‑010.T4).■

Corolario C3‑014.C1 (Weierstrass en ℝ𝑛)

Si 𝐾 ≠ ∅ es compacto y 𝑓 ∶ 𝐾 → ℝ es continua, 𝑓 alcanza un máximo y un mı́nimo en 𝐾.

Demostración.

1. Por C3‑014.T1, 𝑓(𝐾) ⊂ ℝ es compacto, luego cerrado y acotado (C3‑010.T4); es no vacı́o porque
𝐾 lo es. Sea 𝑠 ∶= sup 𝑓(𝐾) (axioma S).

2. Sea 𝑟 > 0. La bola 𝐵(𝑠, 𝑟) de ℝ es (𝑠 − 𝑟, 𝑠 + 𝑟) (C1‑004.T3). Contiene un punto de 𝑓(𝐾): como
𝑠 − 𝑟 < 𝑠, hay 𝑦 ∈ 𝑓(𝐾) con 𝑠 − 𝑟 < 𝑦 ≤ 𝑠 (C1‑006.T2). Y contiene un punto fuera de 𝑓(𝐾):
𝑠 + 𝑟/2, que es mayor que el supremo.

3. Si 𝑠 ∉ 𝑓(𝐾), el paso 2 dice que toda bola alrededor de 𝑠 corta a 𝑓(𝐾) y a su complemento:
𝑠 ∈ 𝜕𝑓(𝐾) (C3‑008.D1). Pero 𝑓(𝐾) es cerrado, ası́ que 𝜕𝑓(𝐾) ⊂ 𝑓(𝐾) (C3‑008.T3), y 𝑠 ∈ 𝑓(𝐾):
contradicción.

4. Ası́ 𝑠 ∈ 𝑓(𝐾): 𝑠 = 𝑓(𝑥2) para algún 𝑥2 ∈ 𝐾, y 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥2) para todo 𝑥 ∈ 𝐾. No se eligió ninguna
sucesión, ası́ que no hace falta EN.

5. 𝑓(𝐾) es acotado inferiormente; su ı́nϐimo existe (C1‑006.T3), y los pasos 2‑4 con ınf𝑓(𝐾) y el
punto ınf 𝑓(𝐾) − 𝑟/2 dan 𝑥1 ∈ 𝐾 con 𝑓(𝑥1) = ınf 𝑓(𝐾).■

Deϐinición C3‑014.D1 (continuidad uniforme, Lipschitz)

𝑓 ∶ 𝐴 → ℝ𝑚 es uniformemente continua en 𝐴 si ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∶ |𝑥 − 𝑦| < 𝛿 ⇒
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 𝜀; es lipschitziana si existe 𝐿 ≥ 0 con |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝐿|𝑥 − 𝑦|. Lo segundo
implica lo primero, y lo primero la continuidad.

La aϐirmación ϐinal se comprueba ası́: si 𝑓 es lipschitziana con constante 𝐿, 𝛿 ∶= 𝜀/(𝐿 + 1) da |𝑓(𝑥) −
𝑓(𝑦)| ≤ 𝐿|𝑥 − 𝑦| < 𝜀; si es uniformemente continua, ϐijando 𝑦 = 𝑎 se obtiene la continuidad en 𝑎
(C3‑012.D2).
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Teorema C3‑014.T2 (Heine enℝ𝑛)

Si 𝐾 ⊂ ℝ𝑛 es compacto y 𝑓 ∶ 𝐾 → ℝ𝑚 es continua, 𝑓 es uniformemente continua en 𝐾.

Demostración.

1. Supón que no. Entonces hay 𝜀0 > 0 tal que para cada 𝑘 existen 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 con |𝑥 − 𝑦| < 1/𝑘 y
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 𝜀0. Por C3‑009.T0 (enℝ2𝑛, para pares) se eligen sucesiones (𝑥𝑘), (𝑦𝑘) en 𝐾 con
esas propiedades.

2. Por C3‑010.T4 hay una subsucesión 𝑥𝑘𝑗 → 𝑥 ∈ 𝐾. Como 𝑘𝑗 ≥ 𝑗 (C1‑015.T0),

|𝑦𝑘𝑗 − 𝑥| ≤ |𝑦𝑘𝑗 − 𝑥𝑘𝑗| + |𝑥𝑘𝑗 − 𝑥| < 1
𝑗 + |𝑥𝑘𝑗 − 𝑥|,

que tiende a 0 (C3‑001.T4, C1‑007.C1): 𝑦𝑘𝑗 → 𝑥.
3. Por la continuidad en 𝑥 (C3‑012.T1), 𝑓(𝑥𝑘𝑗) → 𝑓(𝑥) y 𝑓(𝑦𝑘𝑗) → 𝑓(𝑥), ası́ que |𝑓(𝑥𝑘𝑗)−𝑓(𝑦𝑘𝑗)| →

0 (C3‑009.T1).
4. Pero |𝑓(𝑥𝑘𝑗) − 𝑓(𝑦𝑘𝑗)| ≥ 𝜀0 para todo 𝑗: contradicción.■

Márgenes y conexos

Teorema C3‑014.T3 (distancia a un cerrado; margen alrededor de un compacto)

(a) Si 𝐹 ⊂ ℝ𝑛 es cerrado y no vacı́o, 𝑑(𝑥, 𝐹) ∶= ınf{|𝑥 − 𝑦| ∶ 𝑦 ∈ 𝐹} se alcanza en algún 𝑦 ∈ 𝐹,
cumple |𝑑(𝑥, 𝐹) − 𝑑(𝑧, 𝐹)| ≤ |𝑥 − 𝑧|, y 𝑑(𝑥, 𝐹) = 0 ⟺ 𝑥 ∈ 𝐹. (b) Si 𝐾 ⊂ 𝑈 con 𝐾
compacto y 𝑈 abierto, existe 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈 para todo 𝑥 ∈ 𝐾.

Idea de la demostración

(a) Se minimiza |𝑥 − ⋅| en el compacto 𝐹 ∩ 𝐵̄(𝑥, 𝑅). (b) La distancia al complemento de 𝑈 es
continua y positiva en 𝐾; su mı́nimo es el margen.

Demostración.

1. (a), se alcanza. Toma 𝑦0 ∈ 𝐹 y𝑅 ∶= |𝑥−𝑦0|.𝐾0 ∶= 𝐹∩𝐵̄(𝑥, 𝑅) es cerrado (C3‑008.T1, C3‑008.T2)
y está contenido en la bola cerrada, que es compacta (C3‑010.E1); por C3‑010.T3,𝐾0 es compacto,
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y 𝑦0 ∈ 𝐾0.
2. 𝑦 ↦ |𝑥 − 𝑦| es continua (C3‑012.T2), ası́ que alcanza un mı́nimo en 𝐾0 en algún 𝑦∗ (C3‑014.C1).

Si 𝑦 ∈ 𝐹 ∖ 𝐾0, |𝑥 − 𝑦| > 𝑅 ≥ |𝑥 − 𝑦∗|. Ası́ |𝑥 − 𝑦∗| ≤ |𝑥 − 𝑦| para todo 𝑦 ∈ 𝐹: es el mı́nimo, y por
lo tanto el ı́nϐimo (C1‑006.T3), 𝑑(𝑥, 𝐹) = |𝑥 − 𝑦∗|.

3. (a), Lipschitz. Sea 𝑦∗𝑧 ∈ 𝐹 con 𝑑(𝑧, 𝐹) = |𝑧 − 𝑦∗𝑧 |. Entonces

𝑑(𝑥, 𝐹) ≤ |𝑥 − 𝑦∗𝑧 | ≤ |𝑥 − 𝑧| + |𝑧 − 𝑦∗𝑧 | = |𝑥 − 𝑧| + 𝑑(𝑧, 𝐹)

(C3‑001.T4). Cambiando 𝑥 y 𝑧, |𝑑(𝑥, 𝐹) − 𝑑(𝑧, 𝐹)| ≤ |𝑥 − 𝑧| (C1‑004.T3).
4. (a), ceros. Si 𝑥 ∈ 𝐹, 0 ≤ 𝑑(𝑥, 𝐹) ≤ |𝑥 − 𝑥| = 0. Si 𝑑(𝑥, 𝐹) = 0, con 𝑦∗ del paso 2, |𝑥 − 𝑦∗| = 0 y

𝑥 = 𝑦∗ ∈ 𝐹 (C3‑001.T2).
5. (b) Si𝐾 = ∅o𝑈 = ℝ𝑛, cualquier 𝑟 sirve. Si no,𝐹 ∶= ℝ𝑛∖𝑈 es cerrado yno vacı́o, y𝜑(𝑥) ∶= 𝑑(𝑥, 𝐹)

es lipschitziana (paso 3), luego continua (C3‑014.D1).
6. Para 𝑥 ∈ 𝐾 ⊂ 𝑈, 𝑥 ∉ 𝐹, ası́ que 𝜑(𝑥) > 0 (paso 4). Por Weierstrass, 𝜑 alcanza en 𝐾 un mı́nimo

𝑟 ∶= 𝜑(𝑥0) > 0 (C3‑014.C1).
7. Si 𝑥 ∈ 𝐾 y |𝑦 − 𝑥| < 𝑟, entonces 𝑦 ∉ 𝐹: si lo estuviera, 𝑑(𝑥, 𝐹) ≤ |𝑥 − 𝑦| < 𝑟 ≤ 𝑑(𝑥, 𝐹). Ası́

𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈.■

K

U

r

Figura 10: Un compacto 𝐾 (gris) dentro de un abierto 𝑈 (contorno punteado): un mismo radio 𝑟 sirve
alrededor de cada punto de 𝐾.

Teorema C3‑014.T4 (imagen de un conexo; valor intermedio)

Si 𝑆 ⊂ ℝ𝑛 es conexo y 𝑓 ∶ 𝑆 → ℝ𝑚 es continua, 𝑓(𝑆) es conexo. Si además 𝑚 = 1, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆 y
𝑓(𝑝) < 𝑐 < 𝑓(𝑞), existe 𝑥 ∈ 𝑆 con 𝑓(𝑥) = 𝑐.
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Demostración.

1. Supón que 𝑓(𝑆) = 𝐴 ∪ 𝐵 con 𝐴, 𝐵 abiertos en 𝑓(𝑆), disjuntos y no vacı́os. Por C3‑008.D2, 𝐴 =
𝑉 ∩ 𝑓(𝑆) y 𝐵 = 𝑊 ∩ 𝑓(𝑆) con 𝑉,𝑊 abiertos deℝ𝑚.

2. 𝑓−1(𝑉) = {𝑥 ∈ 𝑆 ∶ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉} = 𝑓−1(𝐴), porque 𝑓(𝑥) siempre está en 𝑓(𝑆); igual 𝑓−1(𝑊) =
𝑓−1(𝐵). Por C3‑012.T4, ambos son abiertos en 𝑆.

3. Son disjuntos (porque 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅), no vacı́os (si 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 = 𝑓(𝑥) con 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝐴)) y su unión es 𝑆
(porque 𝑓(𝑆) = 𝐴 ∪ 𝐵). Ası́ 𝑆 serı́a disconexo: contradicción (C3‑011.D1).

4. Valor intermedio. Con 𝑚 = 1, 𝑓(𝑆) ⊂ ℝ es conexo, luego un intervalo (C3‑011.T1). Como
𝑓(𝑝), 𝑓(𝑞) ∈ 𝑓(𝑆) y 𝑓(𝑝) < 𝑐 < 𝑓(𝑞), 𝑐 ∈ 𝑓(𝑆).■

Todas las normas deℝ𝑛

Tres maneras de medir en la ciudad
En una ciudad con cuadrı́cula se mide en lı́nea recta | ⋅ |, en taxi ‖ ⋅ ‖1 o con el medidor de una
app de reparto, ‖(𝑥, 𝑦)‖ ∶= |𝑥+2𝑦|+ |𝑦|. Para (3, 4): 5, 7 y 15. Si un dron se acerca a su destino
según elmedidor de la app, ¿se acerca en lı́nea recta? Sı́: en la circunferencia unitaria, elmedidor
de la app vale al menos 1/√5 ≈ 0.4472 y a lo más √10 ≈ 3.1623, ası́ que 0.4472|𝑥| ≤ ‖𝑥‖ ≤
3.1623|𝑥|.
Dónde falla la analogı́a: en una ciudad real no se atraviesan los ediϐicios, y la distancia en taxi
solo tiene sentido sobre las calles; aquı́ cada norma mide cualquier vector.

Teorema C3‑014.T5 (todas las normas de ℝ𝑛 son equivalentes)

Toda norma ‖⋅‖ enℝ𝑛 es equivalente a | ⋅ |; por lo tanto todas las normas deℝ𝑛 son equivalentes
entre sı́ y dan los mismos abiertos, las mismas sucesiones convergentes y las mismas funciones
continuas.

Idea de la demostración
La cota de arriba sale de la base canónica. Con ella, ‖ ⋅ ‖ es continua, y su mı́nimo en la esfera
unitaria (compacta, sin el 0) es la cota de abajo.

Demostración.
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1. Sea 𝑀 ∶= max(‖𝑒1‖,… , ‖𝑒𝑛‖) (C1‑005.T13). Como 𝑥 = ∑𝑖 𝑥𝑖𝑒𝑖 (C3‑001.T1), el triángulo y la
homogeneidad de la norma (C3‑007.D2, por inducción en el número de sumandos, C1‑005.T12)
dan

‖𝑥‖ ≤
𝑛

෍
𝑖=1

|𝑥𝑖| ‖𝑒𝑖‖ ≤ 𝑀
𝑛

෍
𝑖=1

|𝑥𝑖| ≤ 𝑀𝑛|𝑥|

(C3‑001.T5). Sea 𝐶 ∶= 𝑀𝑛; 𝐶 > 0 porque 𝑒1 ≠ 0.
2. De ‖𝑥‖ = ‖(𝑥 − 𝑦) + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ + ‖𝑦‖ y de lo mismo con 𝑥, 𝑦 intercambiados (C3‑007.D2,

C1‑004.T3),

ห‖𝑥‖ − ‖𝑦‖ห ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ ≤ 𝐶|𝑥 − 𝑦|.

Ası́ ‖ ⋅ ‖ es lipschitziana respecto de | ⋅ |, luego continua (C3‑014.D1).
3. La esfera 𝑆 ∶= {|𝑥| = 1} es compacta (C3‑010.E1) y no vacı́a (𝑒1 ∈ 𝑆). Por Weierstrass (C3‑

014.C1), ‖ ⋅ ‖ alcanza en 𝑆 un mı́nimo 𝑐 ∶= ‖𝑥0‖, y 𝑐 > 0 porque 𝑥0 ≠ 0 (C3‑007.D2).
4. Si 𝑥 ≠ 0, 𝑥/|𝑥| ∈ 𝑆 (C3‑001.T2), ası́ que ‖𝑥‖ = |𝑥| ‖𝑥/|𝑥|‖ ≥ 𝑐|𝑥|. Si 𝑥 = 0, ‖0‖ = 0 = 𝑐|0|.
5. Ası́ 𝑐|𝑥| ≤ ‖𝑥‖ ≤ 𝐶|𝑥| para todo 𝑥: ‖ ⋅ ‖ es equivalente a | ⋅ | (C3‑007.D3). Como la equivalen‑

cia de normas es una relación de equivalencia (C3‑007.T2), dos normas cualesquiera de ℝ𝑛 son
equivalentes.

6. Mismos abiertos.Deϐiniendo bolas y abiertos con ‖⋅‖ como enC3‑008.D1, las cotas dan {‖𝑦−𝑎‖ <
𝑐𝑟} ⊂ 𝐵(𝑎, 𝑟) y 𝐵(𝑎, 𝑟/𝐶) ⊂ {‖𝑦 − 𝑎‖ < 𝑟}; ası́, si un conjunto contiene una bola de una norma
alrededor de cada punto, contiene una de la otra.

7. Mismas sucesiones convergentes. 𝑐|𝑥𝑘 − 𝑥| ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑥‖ ≤ 𝐶|𝑥𝑘 − 𝑥|: una tiende a 0 si y solo si la
otra (C1‑014.T1).

8. Mismas continuas. Si |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 implica |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀, entonces ‖𝑥 − 𝑎‖ < 𝑐𝛿 implica lo
mismo, y ‖𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)‖′ < 𝐶′𝜀 para otra norma ‖ ⋅‖′ deℝ𝑚 con constantes 𝑐′, 𝐶′; reemplazando
𝜀 por 𝜀/𝐶′ se obtiene la deϐinición con las otras normas.■

⚠ Solo en dimensión ϐinita

El paso 1 usa una base ϐinita y el paso 3, que la esfera unitaria es compacta. En el espacio de las
funciones continuas en [0, 1], ‖𝑓𝑘‖1 = 1/(𝑘 + 1) → 0 y ‖𝑓𝑘‖∞ = 1 para 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘: esas dos
normas no son equivalentes (C3‑007.E1).
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Teorema C3‑014.T6 (completitud y convergencia absoluta con cualquier norma)

Sea ‖ ⋅ ‖ una norma en ℝ𝑁 . (a) Toda sucesión de Cauchy en ‖ ⋅ ‖ (∀𝜀 > 0 ∃𝐾 ∀𝑘, 𝑙 ≥ 𝐾 ∶
‖𝑥𝑘 − 𝑥𝑙‖ < 𝜀) converge en ‖ ⋅ ‖. (b) Si (𝑣𝑘)𝑘≥0 es una sucesión en ℝ𝑁 y la serie real ∑‖𝑣𝑘‖
converge, las sumas parciales 𝑠𝑙 ∶= ∑𝑙

𝑘=0 𝑣𝑘 convergen (en ‖ ⋅ ‖, o lo que es lo mismo en | ⋅ |) a
un 𝑠 =∶ ∑∞

𝑘=0 𝑣𝑘 , y ‖𝑠‖ ≤ ∑∞
𝑘=0 ‖𝑣𝑘‖. Se aplica a las matrices𝑚 × 𝑛 (= ℝ𝑚𝑛, C3‑007.D4).

Demostración. Sean 𝑐, 𝐶 > 0 con 𝑐|𝑥| ≤ ‖𝑥‖ ≤ 𝐶|𝑥| (C3‑014.T5).

1. (a) Si (𝑥𝑘) es de Cauchy en ‖⋅‖, dado 𝜀 hay𝐾 con ‖𝑥𝑘−𝑥𝑙‖ < 𝑐𝜀 para 𝑘, 𝑙 ≥ 𝐾, luego |𝑥𝑘−𝑥𝑙| < 𝜀:
es de Cauchy en | ⋅ | (C3‑009.D1).

2. Por la completitud deℝ𝑁 (C3‑009.T2), 𝑥𝑘 → 𝑥 en | ⋅ |, y ‖𝑥𝑘 − 𝑥‖ ≤ 𝐶|𝑥𝑘 − 𝑥| → 0.
3. (b) Para 𝑙 > 𝑘, por el triángulo de la norma e inducción (C3‑007.D2, C1‑005.T1),

‖𝑠𝑙 − 𝑠𝑘‖ = ቛ
𝑙

෍
𝑗=𝑘+1

𝑣𝑗ቛ ≤
𝑙

෍
𝑗=𝑘+1

‖𝑣𝑗‖.

4. Como ∑‖𝑣𝑗‖ converge, por el criterio de Cauchy para series (C2‑024.T4), dado 𝜀 hay 𝐾 con
∑𝑙
𝑗=𝑘+1 ‖𝑣𝑗‖ < 𝜀 para 𝑙 > 𝑘 ≥ 𝐾. Ası́ (𝑠𝑙) es de Cauchy en ‖ ⋅ ‖ y, por (a), converge a un 𝑠.

5. ‖𝑠𝑙‖ ≤ ∑𝑙
𝑘=0 ‖𝑣𝑘‖ ≤ ∑∞

𝑘=0 ‖𝑣𝑘‖ (triángulo e inducción, C1‑005.T1; términos ≥ 0, C2‑024.D1).
Como |‖𝑠𝑙‖ − ‖𝑠‖| ≤ ‖𝑠𝑙 − 𝑠‖ → 0, ‖𝑠𝑙‖ → ‖𝑠‖, y la desigualdad pasa al lı́mite (C1‑013.T3).■

Ejemplo C3‑014.E1 (cada hipótesis)
1/|𝑥| es continua y no acotada en𝐵(0, 1)∖{0} (no compacto); 𝑥1 no alcanzamáximo enℝ𝑛; |𝑥|2

no es uniformemente continua en ℝ𝑛; 𝑓(𝑥) = 1/𝑥 en ℝ ∖ {0} es continua y su imagen no es un
intervalo.

1. 1/|𝑥| es continua donde 𝑥 ≠ 0 (C3‑012.T2) y 1/|𝑥𝑘| = 𝑘 para 𝑥𝑘 ∶= 𝑒1/𝑘: no es acotada,
ası́ que no tiene máximo. Su dominio no es cerrado (0 es lı́mite de 𝑥𝑘 , C3‑009.T4) y C3‑
014.C1 no se aplica.

2. 𝑥1 es continua enℝ𝑛, no acotado (C3‑010.T4 falla) y 𝑥1(𝑘𝑒1) = 𝑘: no hay máximo.
3. Con 𝑥 ∶= (𝑡 + 1/𝑡)𝑒1 y 𝑦 ∶= 𝑡𝑒1 (𝑡 > 0), |𝑥 − 𝑦| = 1/𝑡 y |𝑥|2 − |𝑦|2 = 2 + 1/𝑡2 > 2. Para

𝜀 = 1, ningún 𝛿 sirve: basta 𝑡 > 1/𝛿 (C1‑007.C1). Es C1‑025.E1 enℝ𝑛.
4. ℝ ∖ {0} es disconexo (C3‑011.E1) y 𝑓(ℝ ∖ {0}) = ℝ ∖ {0} no es un intervalo: C3‑014.T4

pide un dominio conexo.
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Por qué cada hipótesis

⚠ Compacto en C3‑014.C1 y C3‑014.T2

Sin cerrado: 𝑆(𝑥, 𝑦) = 20 + 30𝑥 en (0, 1)2 no alcanza su supremo 50. Sin acotado: 𝑥1 en ℝ𝑛 no
tiene máximo, y |𝑥|2 no es uniformemente continua (C3‑014.E1).

⚠ Continua

𝑓(𝑥) = 1/|𝑥| si 𝑥 ≠ 0 y 𝑓(0) = 0 en la bola cerrada 𝐵̄(0, 1), que es compacta: no es acotada,
porque no es continua en 0.

⚠ Conexo en C3‑014.T4

1/𝑥 enℝ ∖ {0} toma los valores−1 y 1 y nunca el 0.

Ejercicios

1. Demuestra que ‖(𝑥, 𝑦)‖ ∶= |𝑥 + 2𝑦| + |𝑦| es una norma enℝ2.
2. Calcula el máximo y el mı́nimo de 𝑥 + 𝑦 en el disco cerrado 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, sabiendo que existen.
3. Demuestra que todo polinomio en dos variables que toma un valor positivo y uno negativo en un

disco se anula en algún punto del disco.
4. Calcula 𝑑((3, 4), 𝐹) para 𝐹 = 𝐵̄(0, 1).
5. ¿Es uniformemente continua 𝑥 ↦ |𝑥| enℝ𝑛?

Respuestas

1. Es ‖𝑀𝑥‖1 con 𝑀 de ϐilas (1, 2) y (0, 1). Homogeneidad y triángulo vienen de las de ‖ ⋅ ‖1 (C3‑
007.T1) y de la linealidad; si ‖𝑥‖ = 0, entonces 𝑦 = 0 y 𝑥 + 2𝑦 = 0, ası́ que 𝑥 = 0.

2. Existen por C3‑014.C1. Por Cauchy–Schwarz, |𝑥 + 𝑦| = |(1, 1) ⋅ (𝑥, 𝑦)| ≤ √2, con igualdad en
±(1, 1)/√2: máximo √2, mı́nimo−√2.

3. El disco es convexo, luego conexo (C3‑011.T2), y el polinomio es continuo: C3‑014.T4.
4. |(3, 4)| = 5; el punto más cercano es (3, 4)/5 y la distancia es 4.
5. Sı́: ||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 − 𝑦| (C3‑001.T4), es lipschitziana con 𝐿 = 1.



C3‑015 · Gráϐicas, niveles y derivadas
parciales

Motivación

El mapa topográϐico del cerro
En el mapa topográϐico de un cerro la altura es ℎ(𝑥, 𝑦) = 1000 − 𝑥2 − 2𝑦2 metros (𝑥, 𝑦 en
hectómetros). Las curvas del mapa son los puntos de igual altura. Estás en (1, 1), a 997 m. Si
caminas hacia el este, la altura a lo largo de tu camino es 𝑡 ↦ ℎ(𝑡, 1), y su pendiente en 𝑡 = 1 es
−2m/hm. Hacia el noreste, en la dirección (1, 1)/√2, la pendiente es−6/√2 ≈ −4.2426.
Cada pendiente es una derivada de una variable. La pregunta delicada es otra: si un terreno tiene
pendiente en todas las direcciones en un punto, ¿puede tener ahı́ un salto? Sı́, y lo veremos en
C3‑015.E2.
Dónde falla la analogı́a: un terreno real con un escalón tendrı́a pendientes enormes cerca de él;
la función del ejemplo tiene pendientes ϐinitas en todas las direcciones y aun ası́ salta, porque
sus valores dependen de cómo te acercas, no solo de la dirección.

Deϐiniciones

Deϐinición C3‑015.D1 (gráϐica, conjunto de nivel)

Para 𝑓 ∶ 𝐴 → ℝ con 𝐴 ⊂ ℝ𝑛: gráϐica {(𝑥, 𝑓(𝑥)) ∶ 𝑥 ∈ 𝐴} ⊂ ℝ𝑛+1 y conjunto de nivel 𝑁𝑐(𝑓) ∶=
{𝑥 ∈ 𝐴 ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑐}.

Ejemplo C3‑015.E1
Los niveles de 𝑥2 + 𝑦2 son circunferencias (y {0} y ∅); los de 𝑥2 − 𝑦2, hipérbolas y las dos
diagonales. Si 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ es continua, sus conjuntos de nivel son cerrados.

97
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1. 𝑥2+𝑦2. Si 𝑐 > 0, 𝑥2+𝑦2 = 𝑐 es la circunferencia de centro0 y radio√𝑐; si 𝑐 = 0, solo (0, 0)
(una suma de cuadrados es 0 solo si ambos lo son, C3‑001.T2); si 𝑐 < 0, ningún punto.

2. 𝑥2 − 𝑦2. Si 𝑐 ≠ 0, 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑐 es una hipérbola. Si 𝑐 = 0, 𝑥2 − 𝑦2 = (𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦) = 0
equivale a 𝑥 = 𝑦 o 𝑥 = −𝑦 (C1‑002.T5): las dos diagonales.

3. Cerrados.𝑁𝑐(𝑓) = 𝑓−1({𝑐}) y {𝑐} es cerrado; por C3‑012.T4,𝑁𝑐(𝑓) es cerrado. Los polino‑
mios son continuos (C3‑012.T2).

c= 1

c=¡1

Figura 11: Niveles de 𝑥2−𝑦2: las hipérbolas 𝑥2−𝑦2 = ±1,±3 (trazo continuo para 𝑐 > 0, discontinuo
para 𝑐 < 0) y el nivel 0, las dos diagonales (trazo grueso).

Deϐinición C3‑015.D2 (derivadas direccionales y parciales)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ, 𝑎 ∈ 𝑈 y 𝑣 ∈ ℝ𝑛. La derivada direccional es 𝐷𝑣𝑓(𝑎) ∶=
lım𝑡→0(𝑓(𝑎 + 𝑡𝑣) − 𝑓(𝑎))/𝑡 si existe (si 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈, 𝑎 + 𝑡𝑣 ∈ 𝑈 para |𝑡||𝑣| < 𝑟). La parcial
𝜕𝑖𝑓(𝑎) ∶= 𝐷𝑒𝑖𝑓(𝑎), también 𝜕𝑓/𝜕𝑥𝑖(𝑎).

Que 𝑈 sea abierto garantiza que 𝑡 ↦ 𝑓(𝑎 + 𝑡𝑣) está deϐinida en un intervalo abierto alrededor de 0: si
𝑣 ≠ 0 y 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈, en (−𝑟/|𝑣|, 𝑟/|𝑣|), porque |𝑎 + 𝑡𝑣 − 𝑎| = |𝑡||𝑣| (C3‑001.T2).
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Resultados

Teorema C3‑015.T1 (cálculo de parciales)

𝜕𝑖𝑓(𝑎) es la derivada en𝑎𝑖 de la función de una variable 𝑡 ↦ 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑡, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑛);𝐷𝑣𝑓(𝑎)
es la derivada en 0 de 𝑡 ↦ 𝑓(𝑎 + 𝑡𝑣); si existe 𝐷𝑣𝑓(𝑎) y 𝑐 ∈ ℝ, 𝐷𝑐𝑣𝑓(𝑎) = 𝑐 ⋅ 𝐷𝑣𝑓(𝑎).

Demostración.

1. Direccional. Sea 𝜑𝑣(𝑡) ∶= 𝑓(𝑎 + 𝑡𝑣), deϐinida en un intervalo abierto alrededor de 0 (comentario
de arriba; si 𝑣 = 0, en todo ℝ). Como 𝜑𝑣(0) = 𝑓(𝑎), el cociente de C3‑015.D2 es (𝜑𝑣(0 + 𝑡) −
𝜑𝑣(0))/𝑡, y su lı́mite es 𝜑′

𝑣(0) por deϐinición (C1‑027.D1).
2. Parcial. Sea 𝜓(𝑡) ∶= 𝑓(𝑎1, … , 𝑎𝑖−1, 𝑡, 𝑎𝑖+1, … , 𝑎𝑛). Entonces 𝑎 + 𝑡𝑒𝑖 es el punto con 𝑎𝑖 + 𝑡 en el

lugar 𝑖 (C3‑001.D1), ası́ que 𝜑𝑒𝑖(𝑡) = 𝜓(𝑎𝑖 + 𝑡). Por la traslación (C1‑017.T2),

lım
𝑡→0

𝜓(𝑎𝑖 + 𝑡) − 𝜓(𝑎𝑖)
𝑡 = lım

𝑠→𝑎𝑖

𝜓(𝑠) − 𝜓(𝑎𝑖)
𝑠 − 𝑎𝑖

,

y uno existe si y solo si el otro: 𝜕𝑖𝑓(𝑎) = 𝜓′(𝑎𝑖).
3. Homogeneidad, 𝑐 = 0. 𝑓(𝑎 + 𝑡 ⋅ 0) − 𝑓(𝑎) = 0, ası́ que 𝐷0𝑓(𝑎) = lım 0 = 0 = 0 ⋅ 𝐷𝑣𝑓(𝑎)

(C1‑017.E1).
4. Homogeneidad, 𝑐 ≠ 0. 𝜑𝑐𝑣(𝑡) = 𝑓(𝑎 + (𝑐𝑡)𝑣) = 𝜑𝑣(𝑐𝑡). Si 𝜑𝑣 es derivable en 0, por la regla de la

cadena con 𝑡 ↦ 𝑐𝑡 (C1‑030.T1, C1‑028.T2),

𝐷𝑐𝑣𝑓(𝑎) = 𝜑′
𝑐𝑣(0) = 𝑐 𝜑′

𝑣(0) = 𝑐 𝐷𝑣𝑓(𝑎). ■

Las pendientes del cerro
Para ℎ(𝑥, 𝑦) = 1000−𝑥2−2𝑦2 en (1, 1): ℎ(𝑡, 1) = 998−𝑡2, cuya derivada en 1 es−2; ℎ(1, 𝑡) =
999 − 2𝑡2, derivada−4 en 1. En la dirección 𝑣 = (1, 1)/√2,

𝜑𝑣(𝑡) = 1000 − 3ቀ1 + 𝑡
√2

ቁ
2
, 𝜑′

𝑣(0) = − 6
√2

≈ −4.2426.

Ejemplo C3‑015.E2 (las parciales no bastan)
Para 𝑓 de C3‑012.E2: 𝜕1𝑓(0) = 𝜕2𝑓(0) = 0 y 𝑓 no es continua en 0. Para 𝑔(𝑥, 𝑦) ∶= 𝑥2𝑦/(𝑥4 +
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𝑦2), 𝑔(0) ∶= 0: existen todas las 𝐷𝑣𝑔(0) (𝑣21/𝑣2 si 𝑣2 ≠ 0, y 0 si 𝑣2 = 0), 𝑔 no es continua en 0 y
𝑣 ↦ 𝐷𝑣𝑔(0) no es lineal.

1. 𝑓. 𝑓(𝑡, 0) = 0 para todo 𝑡 (incluido 𝑡 = 0), ası́ que 𝜕1𝑓(0) = lım𝑡→0 0/𝑡 = 0 (C3‑015.T1,
C1‑017.E1); igual 𝜕2𝑓(0) = 0. Pero 𝑓 no es continua en 0 (C3‑012.E2).

2. 𝑔, con 𝑣2 ≠ 0. Para 𝑡 ≠ 0,

𝑔(𝑡𝑣) − 𝑔(0)
𝑡 = 𝑡3𝑣21𝑣2

𝑡(𝑡4𝑣41 + 𝑡2𝑣22)
= 𝑣21𝑣2
𝑡2𝑣41 + 𝑣22

,

un cociente de polinomios en 𝑡 con denominador 𝑣22 ≠ 0 en 𝑡 = 0: tiende a 𝑣21𝑣2/𝑣22 =
𝑣21/𝑣2 (C1‑018.C1).

3. 𝑔, con 𝑣2 = 0. 𝑔(𝑡𝑣) = 0 para todo 𝑡, ası́ que 𝐷𝑣𝑔(0) = 0.
4. No continua. 𝑔(𝑥, 𝑥2) = 1/2 para 𝑥 ≠ 0 y 𝑔(0) = 0 (C3‑012.E1, C3‑012.T1).
5. No lineal. 𝐷(1,0)𝑔(0) = 0 y 𝐷(0,1)𝑔(0) = 0, pero 𝐷(1,1)𝑔(0) = 1 ≠ 0 + 0.

Por qué cada hipótesis

⚠ 𝑈 abierto

Si 𝑎 estuviera en el borde del dominio, 𝑓(𝑎 + 𝑡𝑣) podrı́a no estar deϐinida para 𝑡 pequeño de un
lado, y el lı́mite de C3‑015.D2 no tendrı́a sentido en ambas direcciones. Por eso, en este curso,
las funciones de varias variables se derivan solo en abiertos.

⚠ Las direccionales no dan continuidad ni linealidad

C3‑015.E2: 𝑔 tiene todas sus direccionales en 0, no es continua ahı́, y 𝑣 ↦ 𝐷𝑣𝑔(0) no es lineal.
La diferenciabilidad (C3‑016) pedirá que el error de una aproximación lineal sea pequeño uni‑
formemente en todas las maneras de acercarse.

Ejercicios

1. Calcula 𝜕1𝑓 y 𝜕2𝑓 para 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦 + sen(𝑥𝑦).
2. Calcula 𝐷𝑣𝑓(1, 2) para 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 y 𝑣 = (3, 4) directamente con C3‑015.T1.
3. Dibuja los niveles 𝑐 = 0, 1, 4 de 𝑓(𝑥, 𝑦) = max(|𝑥|, |𝑦|).
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4. Demuestra que 𝑓(𝑥, 𝑦) = ඥ|𝑥𝑦| tiene 𝜕1𝑓(0) = 𝜕2𝑓(0) = 0 y no tiene 𝐷(1,1)𝑓(0).
5. ¿Existe 𝐷𝑣|𝑥| en 𝑥 = 0 para algún 𝑣 ≠ 0?

Respuestas

1. 𝜕1𝑓 = 3𝑥2𝑦 + 𝑦 cos(𝑥𝑦), 𝜕2𝑓 = 𝑥3 + 𝑥 cos(𝑥𝑦) (C3‑015.T1, C2‑014.T6, C1‑030.T1).
2. 𝜑(𝑡) = (1 + 3𝑡)2(2 + 4𝑡); 𝜑′(0) = 2 ⋅ 3 ⋅ 2 + 1 ⋅ 4 = 16.
3. 𝑐 = 0: el origen; 𝑐 = 1: el borde del cuadrado [−1, 1]2; 𝑐 = 4: el borde de [−4, 4]2.
4. 𝑓(𝑡, 0) = 𝑓(0, 𝑡) = 0. En la diagonal, (𝑓(𝑡, 𝑡) − 0)/𝑡 = |𝑡|/𝑡, sin lı́mite (C1‑028.E1).
5. No: (|𝑡𝑣| − 0)/𝑡 = |𝑣| |𝑡|/𝑡 no tiene lı́mite cuando 𝑡 → 0.



C3‑016 · Diferenciabilidad y gradiente

Motivación

Dos lecturas para todas las direcciones
En el cerro ℎ(𝑥, 𝑦) = 1000 − 𝑥2 − 2𝑦2 de C3‑015, en (1, 1), un dron mide solo dos pendientes:
hacia el este (−2) y hacia el norte (−4). ¿Puede predecir con ellas la pendiente en cualquier
dirección 𝑢? Si el terreno es «liso» en ese punto, sı́: es (−2,−4) ⋅ 𝑢, y para 𝑢 = (1, 1)/√2 da
−6/√2 ≈ −4.2426, lo mismo que se midió directamente. Para 𝑔 = 𝑥2𝑦/(𝑥4 + 𝑦2) no se podı́a:
sus parciales en el origen valen 0 y su pendiente en la diagonal vale 1.
«Liso» quiere decir que una sola función lineal 𝑘 ↦ 𝑣 ⋅ 𝑘 aproxima a ℎ(𝑎 + 𝑘) − ℎ(𝑎) con un
error pequeño comparado con |𝑘|, en todas las direcciones a la vez. Para el cerro, el error en
𝑘 = (0.1, 0.05) es 0.015, y 0.015/|𝑘| ≈ 0.134; con 𝑘 diez veces menor, el cociente es diez veces
menor.
Dónde falla la analogı́a: un dron realmide pendientes con error y en tramos de longitud positiva;
la derivada es un lı́mite exacto.

Deϐiniciones

Deϐinición C3‑016.D1 (diferenciable, gradiente)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ y 𝑎 ∈ 𝑈. Si existen 𝜕1𝑓(𝑎), … , 𝜕𝑛𝑓(𝑎), el gradiente es ∇𝑓(𝑎) ∶=
(𝜕1𝑓(𝑎), … , 𝜕𝑛𝑓(𝑎)). 𝑓 es diferenciable en 𝑎 si existe 𝑣 ∈ ℝ𝑛 con

lım
ℎ→0

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) − 𝑣 ⋅ ℎ
|ℎ| = 0;

ese 𝑣 resulta ser ∇𝑓(𝑎) (C3‑016.T1), y la lineal 𝑑𝑓(𝑎) ∶ ℎ ↦ ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ es la diferencial de 𝑓 en
𝑎. Diferenciable en 𝑈: en cada punto.

El lı́mite es el de C3‑012.D2 para la función ℎ ↦ (𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) − 𝑣 ⋅ ℎ)/|ℎ|, deϐinida en {ℎ ≠ 0 ∶
𝑎 + ℎ ∈ 𝑈}; 0 es punto de acumulación de ese conjunto porque 𝑈 es abierto (C3‑008.T5).

102
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Resultados

Teorema C3‑016.T1 (diferenciable⇒ direccionales)

Si 𝑓 es diferenciable en 𝑎 con el vector 𝑣 de C3‑016.D1, para todo 𝑤 ∈ ℝ𝑛 existe 𝐷𝑤𝑓(𝑎) y
𝐷𝑤𝑓(𝑎) = 𝑣 ⋅ 𝑤; en particular existen las parciales y 𝑣 = (𝜕1𝑓(𝑎), … , 𝜕𝑛𝑓(𝑎)) = ∇𝑓(𝑎). Ası́ 𝑣 es
único y 𝐷𝑤𝑓(𝑎) = ∇𝑓(𝑎) ⋅ 𝑤.

Idea de la demostración
Se toma ℎ = 𝑡𝑤 en la deϐinición: un error pequeño comparado con |ℎ| = |𝑡||𝑤| sigue siendo
pequeño comparado con 𝑡.

Demostración.

1. Si 𝑤 = 0, 𝑓(𝑎 + 𝑡 ⋅ 0) − 𝑓(𝑎) = 0 y 𝐷0𝑓(𝑎) = 0 = 𝑣 ⋅ 0. Sea 𝑤 ≠ 0 y 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈
(C3‑008.D1); para |𝑡| < 𝑟/|𝑤|, 𝑎 + 𝑡𝑤 ∈ 𝑈 (C3‑001.T2).

2. Para ℎ ≠ 0 con 𝑎 + ℎ ∈ 𝑈 sea 𝐸(ℎ) ∶= (𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) − 𝑣 ⋅ ℎ)/|ℎ|. Para 0 < |𝑡| < 𝑟/|𝑤|, como
|𝑡𝑤| = |𝑡||𝑤| y 𝑣 ⋅ (𝑡𝑤) = 𝑡(𝑣 ⋅ 𝑤) (C3‑001.T2),

𝑓(𝑎 + 𝑡𝑤) − 𝑓(𝑎)
𝑡 − 𝑣 ⋅ 𝑤 = |𝑡||𝑤|

𝑡 𝐸(𝑡𝑤).

3. Dado 𝜀 > 0, por la diferenciabilidad hay 𝛿 > 0 con |𝐸(ℎ)| < 𝜀/|𝑤| si 0 < |ℎ| < 𝛿 (C3‑012.D2).
4. Si 0 < |𝑡| < mın(𝛿, 𝑟)/|𝑤|, entonces 0 < |𝑡𝑤| < 𝛿, y por C1‑004.T2,

ቚ𝑓(𝑎 + 𝑡𝑤) − 𝑓(𝑎)
𝑡 − 𝑣 ⋅ 𝑤ቚ = |𝑤| |𝐸(𝑡𝑤)| < 𝜀.

Ası́ existe 𝐷𝑤𝑓(𝑎) = 𝑣 ⋅ 𝑤 (C1‑017.D1).
5. Con𝑤 = 𝑒𝑖: 𝜕𝑖𝑓(𝑎) = 𝑣 ⋅ 𝑒𝑖 = 𝑣𝑖 (C3‑001.T2). Por lo tanto 𝑣 = ∇𝑓(𝑎); si dos vectores cumplen la

deϐinición, ambos son ∇𝑓(𝑎).■

Teorema C3‑016.T2

Si 𝑓 es diferenciable en 𝑎, es continua en 𝑎.

Demostración.
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1. Con 𝐸 como en C3‑016.T1 y 𝑣 = ∇𝑓(𝑎), para ℎ ≠ 0 con 𝑎 + ℎ ∈ 𝑈,

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ + |ℎ| 𝐸(ℎ).

2. |∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ| ≤ |∇𝑓(𝑎)||ℎ| (Cauchy–Schwarz, C3‑001.T3), que tiende a 0; y |ℎ|𝐸(ℎ) → 0 ⋅ 0 = 0
(C3‑012.T2). Ası́ lımℎ→0 𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎).

3. 𝑎 es punto de acumulación de 𝑈 (C3‑008.T5), y por C3‑012.T1, 𝑓 es continua en 𝑎.■

Teorema C3‑016.T3 (álgebra)

Si 𝑓 y 𝑔 son diferenciables en 𝑎 y 𝑐 ∈ ℝ: 𝑓 + 𝑔, 𝑐𝑓 y 𝑓𝑔 son diferenciables en 𝑎, con ∇(𝑓 +
𝑔) = ∇𝑓 + ∇𝑔, ∇(𝑐𝑓) = 𝑐∇𝑓 y ∇(𝑓𝑔)(𝑎) = 𝑔(𝑎)∇𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)∇𝑔(𝑎); si 𝑔(𝑎) ≠ 0, hay 𝑟 > 0
con 𝑔 ≠ 0 en 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈 (C3‑016.T2), y 𝑓/𝑔, deϐinida en 𝐵(𝑎, 𝑟), es diferenciable en 𝑎 con
∇(𝑓/𝑔) = (𝑔∇𝑓 − 𝑓∇𝑔)/𝑔2 en 𝑎. Las constantes, las proyecciones (∇𝑥𝑖 = 𝑒𝑖) y los polinomios
en 𝑛 variables son diferenciables enℝ𝑛.

Demostración. Sean 𝐸𝑓 , 𝐸𝑔 las funciones de error de 𝑓 y 𝑔 en 𝑎 (como en C3‑016.T1); ambas tienden a
0.

1. Suma y múltiplo. El error de 𝑓 + 𝑔 con 𝑣 = ∇𝑓(𝑎) + ∇𝑔(𝑎) es 𝐸𝑓 + 𝐸𝑔 → 0, y el de 𝑐𝑓 con 𝑐∇𝑓(𝑎)
es 𝑐𝐸𝑓 → 0 (C3‑012.T2).

2. Producto. Sumando y restando,

𝑓(𝑎 + ℎ)𝑔(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)𝑔(𝑎) − ൫𝑔(𝑎)∇𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎)∇𝑔(𝑎)൯ ⋅ ℎ = 𝑔(𝑎 + ℎ)ൣ𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) − ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ൧
+ 𝑓(𝑎)ൣ𝑔(𝑎 + ℎ) − 𝑔(𝑎) − ∇𝑔(𝑎) ⋅ ℎ൧
+ ൫𝑔(𝑎 + ℎ) − 𝑔(𝑎)൯ ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ.

3. Dividido entre |ℎ|: el primer sumando es 𝑔(𝑎 + ℎ)𝐸𝑓(ℎ) → 𝑔(𝑎) ⋅ 0 (𝑔 es continua, C3‑016.T2);
el segundo es 𝑓(𝑎)𝐸𝑔(ℎ) → 0; el tercero tiene valor absoluto ≤ |𝑔(𝑎 + ℎ) − 𝑔(𝑎)| |∇𝑓(𝑎)| → 0
(C3‑001.T3). Ası́ 𝑓𝑔 es diferenciable con el gradiente indicado.

4. Cociente. Como 𝑔 es continua en 𝑎 y 𝑔(𝑎) ≠ 0, con 𝜀 ∶= |𝑔(𝑎)|/2 hay 𝑟 > 0 con |𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎)| <
|𝑔(𝑎)|/2 en 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈, luego 𝑔(𝑥) ≠ 0 ahı́ (C1‑004.T5).

5. Para 1/𝑔 con 𝑣 ∶= −∇𝑔(𝑎)/𝑔(𝑎)2 y 0 < |ℎ| < 𝑟,

1
𝑔(𝑎 + ℎ)−

1
𝑔(𝑎)+

∇𝑔(𝑎) ⋅ ℎ
𝑔(𝑎)2 = −𝑔(𝑎 + ℎ) − 𝑔(𝑎) − ∇𝑔(𝑎) ⋅ ℎ

𝑔(𝑎 + ℎ)𝑔(𝑎) +∇𝑔(𝑎)⋅ℎቂ 1
𝑔(𝑎)2−

1
𝑔(𝑎 + ℎ)𝑔(𝑎)ቃ.

6. Dividido entre |ℎ|: el primer sumando es −𝐸𝑔(ℎ)/(𝑔(𝑎 + ℎ)𝑔(𝑎)) → 0, y el segundo tiene valor
absoluto ≤ |∇𝑔(𝑎)| ⋅ |1/𝑔(𝑎)2 − 1/(𝑔(𝑎 + ℎ)𝑔(𝑎))| → 0 (C3‑012.T2, C3‑001.T3). Ası́ 1/𝑔 es
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diferenciable en 𝑎, y 𝑓/𝑔 = 𝑓 ⋅ (1/𝑔) lo es por el paso 3, con

∇(𝑓/𝑔)(𝑎) = ∇𝑓(𝑎)
𝑔(𝑎) − 𝑓(𝑎)∇𝑔(𝑎)𝑔(𝑎)2 = 𝑔(𝑎)∇𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑎)∇𝑔(𝑎)

𝑔(𝑎)2 .

7. Constantes y proyecciones.Para 𝑓 ≡ 𝑐, el error con 𝑣 = 0 es 0. Para 𝑥 ↦ 𝑥𝑖 , (𝑎𝑖+ℎ𝑖)−𝑎𝑖−𝑒𝑖 ⋅ℎ = 0
(C3‑001.T2): ∇𝑥𝑖 = 𝑒𝑖 .

8. Polinomios. Un monomio es producto de una constante y proyecciones, y un polinomio es una
suma de monomios; por los pasos 1‑3 e inducción en el número de factores y de sumandos (C1‑
005.T1), son diferenciables.■

Teorema C3‑016.T4 (regla de la cadena con una variable)

(a) Sean 𝐽 un intervalo abierto, 𝛾 ∶ 𝐽 → 𝑈 derivable en 𝑡0 y 𝑓 diferenciable en 𝛾(𝑡0). Entonces
𝑓 ∘𝛾 es derivable en 𝑡0 y (𝑓 ∘𝛾)′(𝑡0) = ∇𝑓(𝛾(𝑡0)) ⋅𝛾′(𝑡0). (b) Si 𝑓 es diferenciable en 𝑎, 𝐼 es
un intervalo abierto con 𝑓(𝑈) ⊂ 𝐼 y 𝑔 ∶ 𝐼 → ℝ es derivable en 𝑓(𝑎), 𝑔 ∘ 𝑓 es diferenciable
en 𝑎 con ∇(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎) = 𝑔′(𝑓(𝑎))∇𝑓(𝑎).

Idea de la demostración
Se escribe 𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ + |ℎ|𝐸(ℎ) con 𝐸 continua en 0 (𝐸(0) ∶= 0), se pone
ℎ = 𝛾(𝑡) − 𝛾(𝑡0) y se divide entre 𝑡 − 𝑡0. Ası́ nunca se divide entre cero, como en la prueba de
C1‑030.T1.

Demostración.

1. (a) Sea 𝑎 ∶= 𝛾(𝑡0). Deϐine 𝐸(ℎ) ∶= (𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) − ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ)/|ℎ| si ℎ ≠ 0 y 𝑎 + ℎ ∈ 𝑈, y
𝐸(0) ∶= 0. Por la diferenciabilidad y C3‑016.T1, lımℎ→0 𝐸(ℎ) = 0 = 𝐸(0): 𝐸 es continua en 0
(C3‑012.T1).

2. Para todo ℎ con 𝑎 + ℎ ∈ 𝑈, incluido ℎ = 0,

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ + |ℎ| 𝐸(ℎ).

3. Para 𝑡 ∈ 𝐽, 𝑡 ≠ 𝑡0, sea ℎ ∶= 𝛾(𝑡) − 𝑎 (se tiene 𝑎 + ℎ = 𝛾(𝑡) ∈ 𝑈). Dividiendo entre 𝑡 − 𝑡0, con
𝜎(𝑡) ∶= |𝑡 − 𝑡0|/(𝑡 − 𝑡0) = ±1 (C3‑001.T2),

𝑓(𝛾(𝑡)) − 𝑓(𝑎)
𝑡 − 𝑡0

= ∇𝑓(𝑎) ⋅ 𝛾(𝑡) − 𝑎
𝑡 − 𝑡0

+ 𝜎(𝑡) ቚ𝛾(𝑡) − 𝑎
𝑡 − 𝑡0

ቚ 𝐸(𝛾(𝑡) − 𝑎).
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4. Cuando 𝑡 → 𝑡0, (𝛾(𝑡) − 𝑎)/(𝑡 − 𝑡0) → 𝛾′(𝑡0) (C3‑002.D3); por el álgebra de lı́mites de curvas
(C3‑002.T2), el primer sumando tiende a ∇𝑓(𝑎) ⋅ 𝛾′(𝑡0) y la norma tiende a |𝛾′(𝑡0)|.

5. 𝛾 es continua en 𝑡0 (C3‑002.T3), ası́ que 𝛾(𝑡) − 𝑎 → 0, y como 𝐸 es continua en 0, 𝐸(𝛾(𝑡) − 𝑎) →
𝐸(0) = 0 (C3‑012.T2). El segundo sumando tiene valor absoluto |(𝛾(𝑡) − 𝑎)/(𝑡 − 𝑡0)| |𝐸(𝛾(𝑡) −
𝑎)| → |𝛾′(𝑡0)| ⋅ 0 = 0.

6. Por lo tanto el cociente tiende a ∇𝑓(𝑎) ⋅ 𝛾′(𝑡0): 𝑓 ∘ 𝛾 es derivable en 𝑡0 con esa derivada (C1‑
027.D1).

7. (b) Sea 𝑏 ∶= 𝑓(𝑎). Deϐine 𝜂(𝑢) ∶= (𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑏))/(𝑢 − 𝑏) − 𝑔′(𝑏) para 𝑢 ∈ 𝐼, 𝑢 ≠ 𝑏, y 𝜂(𝑏) ∶= 0;
por C1‑027.D1, 𝜂 es continua en 𝑏. Para todo 𝑢 ∈ 𝐼,

𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑏) = 𝑔′(𝑏)(𝑢 − 𝑏) + (𝑢 − 𝑏) 𝜂(𝑢).

8. Con 𝑢 = 𝑓(𝑎 + ℎ) y 𝐸 la función de error de 𝑓 en 𝑎,

𝑔(𝑓(𝑎 + ℎ)) − 𝑔(𝑏) − 𝑔′(𝑏)∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ = 𝑔′(𝑏) |ℎ| 𝐸(ℎ) + ൫𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)൯ 𝜂(𝑓(𝑎 + ℎ)).

9. Dividido entre |ℎ|: el primer sumando es 𝑔′(𝑏)𝐸(ℎ) → 0. En el segundo, |𝑓(𝑎 + ℎ)− 𝑓(𝑎)|/|ℎ| ≤
|∇𝑓(𝑎)|+ |𝐸(ℎ)| (paso 2 y C3‑001.T3) está acotado cerca de 0, y 𝜂(𝑓(𝑎+ℎ)) → 𝜂(𝑏) = 0 porque
𝑓 es continua en 𝑎 (C3‑016.T2) y 𝜂 en 𝑏 (C3‑012.T2). Ası́ 𝑔 ∘ 𝑓 es diferenciable en 𝑎 con vector
𝑔′(𝑏)∇𝑓(𝑎) (C3‑016.D1, C3‑016.T1).■

⚠ Hace falta diferenciable, no solo parciales

Para 𝑔 = 𝑥2𝑦/(𝑥4 + 𝑦2), 𝑔(0) = 0, y 𝛾(𝑡) = (𝑡, 𝑡2): 𝑔(𝛾(𝑡)) = 1/2 si 𝑡 ≠ 0 y 𝑔(𝛾(0)) = 0,
ası́ que 𝑔 ∘ 𝛾 no es ni continua en 0, mientras que ∇𝑔(0) ⋅ 𝛾′(0) = 0. La regla de la cadena falla
porque 𝑔 no es diferenciable en 0.

Corolario C3‑016.C1 (dirección de máximo crecimiento)

Si 𝑓 es diferenciable en 𝑎 y ∇𝑓(𝑎) ≠ 0, para todo 𝑢 unitario |𝐷𝑢𝑓(𝑎)| ≤ |∇𝑓(𝑎)|, y 𝐷𝑢𝑓(𝑎) =
|∇𝑓(𝑎)| ⟺ 𝑢 = ∇𝑓(𝑎)/|∇𝑓(𝑎)|.

Demostración.

1. Por C3‑016.T1 y Cauchy–Schwarz (C3‑001.T3), |𝐷𝑢𝑓(𝑎)| = |∇𝑓(𝑎) ⋅ 𝑢| ≤ |∇𝑓(𝑎)||𝑢| = |∇𝑓(𝑎)|.
2. Si 𝑢 = ∇𝑓(𝑎)/|∇𝑓(𝑎)|, 𝐷𝑢𝑓(𝑎) = ∇𝑓(𝑎) ⋅ ∇𝑓(𝑎)/|∇𝑓(𝑎)| = |∇𝑓(𝑎)| (C3‑001.T2).
3. Si 𝐷𝑢𝑓(𝑎) = |∇𝑓(𝑎)| = |∇𝑓(𝑎)||𝑢|, hay igualdad en Cauchy–Schwarz y, como ambos vectores
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son no nulos, 𝑢 = 𝜆∇𝑓(𝑎) para algún 𝜆 (C3‑001.T3). Entonces 𝜆|∇𝑓(𝑎)|2 = |∇𝑓(𝑎)|, es decir,
𝜆 = 1/|∇𝑓(𝑎)|.■

cima
rh(1; 1)

(1; 1)

Figura12: Curvasdenivel del cerroℎ = 1000−𝑥2−2𝑦2 y, en (1, 1), la dirección del gradiente∇ℎ(1, 1) =
(−2,−4) (ϐlecha), perpendicular a la tangente a la curva de nivel (discontinua); la lı́nea punteada va
hacia la cima, que no es la dirección de subida más rápida.

Deϐinición C3‑016.D2 (punto crítico)

𝑎 ∈ 𝑈 es punto crítico de 𝑓 si 𝑓 es diferenciable en 𝑎 y ∇𝑓(𝑎) = 0.

Ejemplo C3‑016.E1
∇(𝑥2 + 3𝑥𝑦) = (2𝑥 + 3𝑦, 3𝑥). 𝑥 ↦ |𝑥| es diferenciable en 𝑥 ≠ 0 con ∇|𝑥| = 𝑥/|𝑥|, y no lo es en
0 (𝜕1 no existe: |𝑡|/𝑡 no tiene lı́mite).

1. 𝑥2+3𝑥𝑦 es un polinomio, diferenciable (C3‑016.T3), y su gradiente son sus parciales (C3‑
016.T1), que se calculan en una variable (C3‑015.T1): 2𝑥+3𝑦 y 3𝑥. Su único punto crı́tico
es (0, 0).

2. |𝑥| = ඥ𝑞(𝑥) con 𝑞(𝑥) ∶= 𝑥21 + ⋯ + 𝑥2𝑛, polinomio diferenciable con ∇𝑞 = 2𝑥. Si 𝑥 ≠ 0,
𝑞(𝑥) > 0 y√ es derivable en (0,∞) con derivada 1/(2√ ) (C2‑014.T1). Por C3‑016.T4 (b),
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con 𝑈 = ℝ𝑛 ∖ {0} e 𝐼 = (0,∞),

∇|𝑥| = 1
2|𝑥| 2𝑥 =

𝑥
|𝑥| .

3. En 0: (|𝑡𝑒1| − 0)/𝑡 = |𝑡|/𝑡, que vale 1 si 𝑡 > 0 y −1 si 𝑡 < 0: no tiene lı́mite (C1‑028.E1).
No existe 𝜕1| ⋅ |(0), y por C3‑016.T1, | ⋅ | no es diferenciable en 0.

Ejemplo C3‑016.E2 (el argumento es diferenciable)
Sea 𝐷 ∶= ℝ2 ∖ {(𝑡, 0) ∶ 𝑡 ≤ 0}. arg (C3‑013.T1) es diferenciable en 𝐷 con ∇ arg(𝑥) =
(−𝑥2, 𝑥1)/|𝑥|2; en particular |∇ arg(𝑥)| = 1/|𝑥|.

1. Por C3‑013.T1 (c), 𝐷 es la unión de los abiertos 𝑈1 ∶= {𝑥2 > 0}, 𝑈2 ∶= {𝑥2 < 0} y 𝑈3 ∶=
{𝑥1 > 0}, y en ellos arg 𝑥 es arc cos(𝑥1/|𝑥|),− arc cos(𝑥1/|𝑥|) y arcsen(𝑥2/|𝑥|).

2. En 𝑈1 ∪ 𝑈2, 𝑥2 ≠ 0, ası́ que 𝑥21 < |𝑥|2 y 𝑞(𝑥) ∶= 𝑥1/|𝑥| ∈ (−1, 1) (C3‑001.T2). Por C3‑
016.T3 y ∇|𝑥| = 𝑥/|𝑥| (C3‑016.E1),

∇𝑞(𝑥) = 𝑒1
|𝑥| −

𝑥1 𝑥
|𝑥|3 = (𝑥22 , −𝑥1𝑥2)

|𝑥|3 .

3. arc cos es derivable en (−1, 1) con arc cos′ 𝑢 = −1/√1 − 𝑢2 (C2‑014.T11), y
ඥ1 − 𝑞(𝑥)2 = |𝑥2|/|𝑥| (C2‑014.T1). Por C3‑016.T4 (b), en 𝑈1 (|𝑥2| = 𝑥2),

∇ arg(𝑥) = −|𝑥|𝑥2
⋅ (𝑥

2
2 , −𝑥1𝑥2)
|𝑥|3 = (−𝑥2, 𝑥1)

|𝑥|2 ,

y en 𝑈2 (|𝑥2| = −𝑥2 y el signo menos de− arc cos) sale lo mismo.
4. En 𝑈3, 𝑥1 ≠ 0, 𝑝(𝑥) ∶= 𝑥2/|𝑥| ∈ (−1, 1) con ∇𝑝 = (−𝑥1𝑥2, 𝑥21)/|𝑥|3, y

arcsen′ 𝑢 = 1/√1 − 𝑢2 con ඥ1 − 𝑝2 = 𝑥1/|𝑥| (C2‑014.T11). De nuevo ∇ arg(𝑥) =
(|𝑥|/𝑥1)(−𝑥1𝑥2, 𝑥21)/|𝑥|3 = (−𝑥2, 𝑥1)/|𝑥|2.

5. Cada 𝑎 ∈ 𝐷 está en algún 𝑈𝑖 , que es abierto: hay 𝐵(𝑎, 𝜌) ⊂ 𝑈𝑖 (C3‑008.D1), y ahı́ arg coin‑
cide con una función diferenciable en 𝑎. El lı́mite de C3‑016.D1 solo usa puntos cercanos
a 𝑎, ası́ que arg es diferenciable en 𝑎 con ese gradiente (C3‑016.T1).

6. |(−𝑥2, 𝑥1)| = |𝑥| (C3‑001.T2), ası́ que |∇ arg(𝑥)| = |𝑥|/|𝑥|2 = 1/|𝑥|.

Los contraejemplos de C3‑017, C3‑019 y C3‑022 usan este cálculo: cerca del corte, arg cambia
casi 2𝜋 entre dos puntos cercanos, aunque su gradiente sea pequeño.
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Por qué cada hipótesis

⚠ Diferenciable en C3‑016.T1

𝑔 de C3‑015.E2 tiene ∇𝑔(0) = (0, 0), pero 𝐷(1,1)𝑔(0) = 1 ≠ ∇𝑔(0) ⋅ (1, 1). Y 𝑓 = 𝑥𝑦/(𝑥2 + 𝑦2)
tiene ∇𝑓(0) = 0 sin ser continua en 0: por C3‑016.T2, no es diferenciable.

⚠ 𝛾 derivable en C3‑016.T4

𝛾(𝑡) = (|𝑡|, 0) y 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥: 𝑓 ∘ 𝛾 = |𝑡| no es derivable en 0 (C1‑028.E1), aunque 𝑓 es lineal.

Ejercicios

1. Calcula ∇(𝑥𝑦𝑒𝑥) y los puntos crı́ticos de 𝑥3 − 3𝑥 + 𝑦2.
2. Demuestra con la deϐinición que 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 es diferenciable en todo punto.
3. Un excursionista sigue 𝛾(𝑡) = (1+ 𝑡, 1+2𝑡) en el cerro ℎ = 1000−𝑥2−2𝑦2. Calcula (ℎ ∘ 𝛾)′(0)

de dos maneras.
4. ¿En qué dirección baja más rápido ℎ desde (1, 1), y con qué pendiente?
5. Demuestra que 𝑓(𝑥, 𝑦) = ඥ|𝑥𝑦| no es diferenciable en el origen.

Respuestas

1. ∇ = (𝑦𝑒𝑥(1 + 𝑥), 𝑥𝑒𝑥). Puntos crı́ticos de 𝑥3 − 3𝑥 + 𝑦2: 3𝑥2 − 3 = 0, 2𝑦 = 0: (±1, 0).
2. 𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) − (𝑎2, 𝑎1) ⋅ ℎ = ℎ1ℎ2 y |ℎ1ℎ2| ≤ |ℎ|2 (C3‑001.T2), ası́ que el error entre |ℎ| es

≤ |ℎ| → 0.
3. Con la cadena: (−2,−4) ⋅ (1, 2) = −10. Directo: 𝑑

𝑑𝑡 ൣ1000−(1+ 𝑡)2−2(1+2𝑡)2൧𝑡=0 = −2−8 =
−10.

4. En la dirección −∇ℎ/|∇ℎ| = (1, 2)/√5, con pendiente −√20 ≈ −4.4721 (C3‑016.C1 aplicado a
−ℎ).

5. Si lo fuera, por C3‑016.T1, 𝐷(1,1)𝑓(0) = ∇𝑓(0) ⋅ (1, 1) = 0; pero (𝑓(𝑡, 𝑡) − 0)/𝑡 = |𝑡|/𝑡 no tiene
lı́mite.



C3‑017 · TVM y criterio de las parciales
continuas

Motivación

La escalera del dron
El dron del cerro ℎ(𝑥, 𝑦) = 1000 − 𝑥2 − 2𝑦2 sabe calcular en cada punto las pendientes este
y norte, y sabe que esas pendientes cambian de manera continua. Para predecir el cambio de
altura de 𝑎 a 𝑎+𝑘, sube una «escalera»: primero un tramo hacia el este, luego uno hacia el norte.
En cada tramo, el TVM de Cálculo I convierte el cambio en «pendiente en algún punto del tramo
por longitud del tramo», y como las pendientes son continuas, esos puntos dan casi la pendiente
en 𝑎.
Desde (1, 1) con 𝑘 = (0.1, 0.05): el cambio real es −0.415, la predicción ∇ℎ(1, 1) ⋅ 𝑘 = −0.4, y
el error 0.015 entre |𝑘| es≈ 0.134, que se va a 0 con 𝑘.
Dónde falla la analogı́a: un dron realmide pendientes en un número ϐinito de puntos; «continuas
en 𝑎» es una condición sobre todos los puntos cercanos.

El teorema del valor medio

Teorema C3‑017.T1 (TVM en varias variables)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ diferenciable en 𝑈 y 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑈 con [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝑈. Existe 𝜃 ∈ (0, 1)
tal que, con 𝑐 ∶= 𝑎 + 𝜃(𝑏 − 𝑎), 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) = ∇𝑓(𝑐) ⋅ (𝑏 − 𝑎).

Idea de la demostración
Se restringe 𝑓 al segmento:𝜑(𝑡) ∶= 𝑓(𝑎+𝑡(𝑏−𝑎)) es una función de una variable, y se le aplica
el TVM de Cálculo I con la regla de la cadena.

110
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Demostración. Sea 𝛾(𝑡) ∶= 𝑎 + 𝑡(𝑏 − 𝑎), que manda [0, 1] en [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝑈 (C3‑011.D1), y 𝜑 ∶= 𝑓 ∘ 𝛾 en
[0, 1].

1. 𝛾 es continua (sus componentes son polinomios de grado ≤ 1, C3‑002.T3) y 𝑓 es continua en 𝑈
(C3‑016.T2): 𝜑 es continua en [0, 1] (C3‑012.T2).

2. Sea 𝑡 ∈ (0, 1). Como 𝑈 es abierto, hay 𝜌 > 0 con 𝐵(𝛾(𝑡), 𝜌) ⊂ 𝑈 (C3‑008.D1); si 𝑏 ≠ 𝑎, para
𝑠 ∈ 𝐽𝑡 ∶= (𝑡 − 𝜌/|𝑏 − 𝑎|, 𝑡 + 𝜌/|𝑏 − 𝑎|), |𝛾(𝑠) − 𝛾(𝑡)| = |𝑠 − 𝑡||𝑏 − 𝑎| < 𝜌, ası́ que 𝛾(𝐽𝑡) ⊂ 𝑈.

3. 𝛾 es derivable con 𝛾′ = 𝑏 − 𝑎 (C3‑002.T3) y 𝑓 es diferenciable en 𝛾(𝑡). Por la regla de la cadena
en 𝐽𝑡 (C3‑016.T4 (a)), 𝜑 es derivable en 𝑡 con 𝜑′(𝑡) = ∇𝑓(𝛾(𝑡)) ⋅ (𝑏 − 𝑎).

4. Por el TVM de una variable (C1‑033.T1) hay 𝜃 ∈ (0, 1) con𝜑(1)−𝜑(0) = 𝜑′(𝜃), es decir, 𝑓(𝑏)−
𝑓(𝑎) = ∇𝑓(𝑎 + 𝜃(𝑏 − 𝑎)) ⋅ (𝑏 − 𝑎).

5. Si 𝑏 = 𝑎, ambos lados son 0 y cualquier 𝜃 sirve.■

Corolario C3‑017.C1 (gradiente cero)

Si 𝑈 es abierto y conexo, 𝑓 es diferenciable en 𝑈 y ∇𝑓 = 0 en 𝑈, 𝑓 es constante.

Demostración.

1. Fija 𝑝 ∈ 𝑈 y sea 𝑞 ∈ 𝑈. Por C3‑011.T3 hay una poligonal 𝑝 = 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑘 = 𝑞 con [𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗] ⊂ 𝑈.
2. Por C3‑017.T1 en cada segmento, 𝑓(𝑥𝑗) − 𝑓(𝑥𝑗−1) = ∇𝑓(𝑐𝑗) ⋅ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑗−1) = 0.
3. Sumando (C1‑005.T12), 𝑓(𝑞) − 𝑓(𝑝) = 0.■

⚠ Sin conexo, no

En 𝑈 = {𝑥 ≠ 0} ⊂ ℝ, 𝑓 = 0 en los negativos y 𝑓 = 1 en los positivos tiene 𝑓′ = 0 y no es
constante.
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El criterio de las parciales continuas

Teorema C3‑017.T2 (criterio de diferenciabilidad)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ y 𝑎 ∈ 𝑈. Si existe 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈 tal que las 𝑛 parciales
𝜕𝑖𝑓 existen en 𝐵(𝑎, 𝑟), y son continuas en 𝑎, 𝑓 es diferenciable en 𝑎.

Idea de la demostración
Se va de 𝑎 a 𝑎+ℎ por una escalera de tramos paralelos a los ejes; en cada tramo se aplica el TVM
de una variable, y la continuidad de las parciales en 𝑎 hace pequeño el error.

Demostración.

1. Sea 0 < |ℎ| < 𝑟 y, para 𝑘 = 0,… , 𝑛, 𝑝𝑘 ∶= 𝑎 + ℎ1𝑒1 + ⋯ + ℎ𝑘𝑒𝑘 (𝑝0 = 𝑎, 𝑝𝑛 = 𝑎 + ℎ). Como
|𝑝𝑘 − 𝑎|2 = ℎ21 +⋯+ ℎ2𝑘 ≤ |ℎ|2 (C3‑001.T2), todos están en 𝐵(𝑎, 𝑟).

2. Por la suma telescópica (C1‑005.T12),

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) =
𝑛

෍
𝑘=1

൫𝑓(𝑝𝑘) − 𝑓(𝑝𝑘−1)൯.

3. Fija 𝑘. Si ℎ𝑘 = 0, 𝑝𝑘 = 𝑝𝑘−1 y el término es 0 = 𝜕𝑘𝑓(𝑝𝑘−1)ℎ𝑘; sea 𝑞𝑘 ∶= 𝑝𝑘−1.
4. Siℎ𝑘 ≠ 0, sea𝜑(𝑡) ∶= 𝑓(𝑝𝑘−1+𝑡𝑒𝑘). Como |𝑝𝑘−1+𝑡𝑒𝑘−𝑎|2 = ℎ21+⋯+ℎ2𝑘−1+𝑡2 yℎ21+⋯+ℎ2𝑘 < 𝑟2,

𝜑 está deϐinida para |𝑡| < 𝜌 ∶= (𝑟2−ℎ21 −⋯−ℎ2𝑘−1)1/2, y 𝜌 > |ℎ𝑘| (C2‑014.T1). En ese intervalo
abierto,𝜑 es derivable con𝜑′(𝑡) = 𝜕𝑘𝑓(𝑝𝑘−1+𝑡𝑒𝑘) (las parciales existen en𝐵(𝑎, 𝑟); C3‑015.T1).

5. 𝜑 es continua en el intervalo cerrado de extremos 0 y ℎ𝑘 (C1‑028.T1) y derivable en su interior.
Por el TVM (C1‑033.T1) hay 𝜏 entre 0 y ℎ𝑘 con 𝜑(ℎ𝑘) − 𝜑(0) = 𝜑′(𝜏)ℎ𝑘:

𝑓(𝑝𝑘) − 𝑓(𝑝𝑘−1) = 𝜕𝑘𝑓(𝑞𝑘) ℎ𝑘 , 𝑞𝑘 ∶= 𝑝𝑘−1 + 𝜏𝑒𝑘 .

Además |𝑞𝑘 − 𝑎|2 = ℎ21 +⋯+ ℎ2𝑘−1 + 𝜏2 ≤ |ℎ|2.
6. Restando ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ = ∑𝑘 𝜕𝑘𝑓(𝑎)ℎ𝑘 y usando el triángulo (C1‑004.T4) y |ℎ𝑘| ≤ |ℎ| (C3‑001.T2),

ห𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) − ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎห = ቚ
𝑛

෍
𝑘=1

൫𝜕𝑘𝑓(𝑞𝑘) − 𝜕𝑘𝑓(𝑎)൯ℎ𝑘ቚ ≤
𝑛

෍
𝑘=1

ห𝜕𝑘𝑓(𝑞𝑘) − 𝜕𝑘𝑓(𝑎)ห |ℎ|.

7. Dado 𝜀 > 0, por la continuidad de 𝜕𝑘𝑓 en 𝑎 (C3‑012.D2) hay 𝛿𝑘 > 0 con |𝜕𝑘𝑓(𝑞)−𝜕𝑘𝑓(𝑎)| < 𝜀/𝑛



Cálculo en varias variables I 113

si 𝑞 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) y |𝑞 − 𝑎| < 𝛿𝑘 . Sea 𝛿 ∶= mın(𝑟, 𝛿1, … , 𝛿𝑛) (C1‑005.T13).
8. Si 0 < |ℎ| < 𝛿, cada |𝑞𝑘 − 𝑎| ≤ |ℎ| < 𝛿𝑘 (paso 5), y por el paso 6 el error entre |ℎ| es menor que

𝑛 ⋅ 𝜀/𝑛 = 𝜀. Ası́ 𝑓 es diferenciable en 𝑎 con vector ∇𝑓(𝑎) (C3‑016.D1).■

a= p0 p1

a+ h= p2

q1

q2

B(a; r)

Figura 13: La escalera de 𝑎 = 𝑝0 a 𝑎+ℎ = 𝑝2 en el plano: un tramo paralelo a cada eje, y en cada tramo
el punto 𝑞𝑘 que da el TVM de una variable.

Deϐinición C3‑017.D1 (clase 𝐶1)

𝑓 ∈ 𝐶1(𝑈) si las parciales 𝜕1𝑓,… , 𝜕𝑛𝑓 existen y son continuas en 𝑈.

Corolario C3‑017.C2

Toda 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑈) es diferenciable en 𝑈 (y continua).

Demostración. Sea 𝑎 ∈ 𝑈 y 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈 (𝑈 abierto, C3‑008.D1). Las parciales existen en 𝐵(𝑎, 𝑟) y son
continuas en 𝑎: por C3‑017.T2, 𝑓 es diferenciable en 𝑎, y por C3‑016.T2, continua.■

Ejemplo C3‑017.E1 (el recíproco falla)
𝑓(𝑥) ∶= |𝑥|2 sen(1/|𝑥|) si 𝑥 ≠ 0,𝑓(0) ∶= 0, enℝ2: es diferenciable en0 con∇𝑓(0) = 0 (|𝑓(𝑥)| ≤
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|𝑥|2), pero 𝜕1𝑓(𝑡, 0) = 2𝑡 sen(1/|𝑡|) − (𝑡/|𝑡|) cos(1/|𝑡|) no tiene lı́mite cuando 𝑡 → 0.

1. Diferenciable en 0. | sen | ≤ 1 (C2‑014.T5), ası́ que |𝑓(ℎ) − 𝑓(0) − 0 ⋅ ℎ|/|ℎ| ≤ |ℎ|2/|ℎ| =
|ℎ| → 0 (C3‑016.D1).

2. La parcial fuera de 0. Por C3‑015.T1, 𝜕1𝑓(𝑡, 0) es la derivada de 𝑠 ↦ 𝑓(𝑠, 0) =
𝑠2 sen(1/|𝑠|) en 𝑡 ≠ 0. Para 𝑠 > 0 es 𝑠2 sen(1/𝑠); para 𝑠 < 0, 𝑠2 sen(−1/𝑠). Por el pro‑
ducto y la cadena (C1‑029.T2, C1‑030.T1, C2‑014.T6), en ambos casos queda

𝜕1𝑓(𝑡, 0) = 2𝑡 sen 1
|𝑡| −

𝑡
|𝑡| cos

1
|𝑡| .

3. Sin límite. Para 𝑡𝑘 ∶= 1/(2𝑘𝜋) → 0, sen(2𝑘𝜋) = 0 y cos(2𝑘𝜋) = 1 (C2‑014.C1):
𝜕1𝑓(𝑡𝑘 , 0) = −1. Para 𝑠𝑘 ∶= 1/((2𝑘 + 1)𝜋), cos((2𝑘 + 1)𝜋) = −1: 𝜕1𝑓(𝑠𝑘 , 0) = 1. Por
C3‑012.T1, 𝜕1𝑓 no tiene lı́mite en 0, ası́ que no es continua ahı́ y 𝑓 ∉ 𝐶1(ℝ2).

El plano tangente

Deϐinición C3‑017.D2 (plano tangente a una gráϐica)

Si 𝑓 es diferenciable en 𝑎, el hiperplano tangente a la gráϐica en (𝑎, 𝑓(𝑎)) es {(𝑥, 𝑧) ∈ ℝ𝑛+1 ∶
𝑧 = 𝑓(𝑎) + ∇𝑓(𝑎) ⋅ (𝑥 − 𝑎)}; (∇𝑓(𝑎), −1) es normal a él.

La normalidad es una cuenta: si (𝑥, 𝑧) y (𝑎, 𝑓(𝑎)) están en el hiperplano, su diferencia es (𝑥−𝑎, ∇𝑓(𝑎) ⋅
(𝑥 − 𝑎)), y su producto punto con (∇𝑓(𝑎), −1) es ∇𝑓(𝑎) ⋅ (𝑥 − 𝑎) − ∇𝑓(𝑎) ⋅ (𝑥 − 𝑎) = 0 (C3‑001.T2).

Ejemplo C3‑017.E2
El plano tangente a 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 en (1, 1, 2) es 𝑧 = 2 + 2(𝑥 − 1) + 2(𝑦 − 1).
Las parciales2𝑥,2𝑦 son continuas, ası́ que𝑓 ∈ 𝐶1(ℝ2) es diferenciable (C3‑017.C2) y∇𝑓(1, 1) =
(2, 2) (C3‑016.T1, C3‑015.T1). Se sustituye en C3‑017.D2.
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Por qué cada hipótesis

⚠ En C3‑017.T1, el segmento dentro de 𝑈 y 𝑓 diferenciable

En 𝑈 = ℝ2 ∖ {(𝑡, 0) ∶ 𝑡 ≤ 0}, arg es diferenciable con |∇ arg(𝑥)| = 1/|𝑥| (C3‑016.E2). Con
𝑎 = (−1, 1) y 𝑏 = (−1,−1), | arg 𝑏 − arg𝑎| = 3𝜋/2 ≈ 4.71, mientras que en todo punto
𝑐 del segmento [𝑎, 𝑏] (si estuviera en 𝑈) se tendrı́a |∇ arg(𝑐) ⋅ (𝑏 − 𝑎)| ≤ 1 ⋅ 2. El TVM falla
porque [𝑎, 𝑏] corta a la semirrecta quitada. Sin diferenciabilidad: 𝑓(𝑥) = |𝑥| en [−𝑒1, 𝑒1] cumple
𝑓(𝑒1) − 𝑓(−𝑒1) = 0, pero en 𝑐 = 0 no hay gradiente (C3‑016.E1).

⚠ En C3‑017.T2, continuas en 𝑎

𝑓 = 𝑥𝑦/(𝑥2 +𝑦2), 𝑓(0) = 0, tiene parciales en todoℝ2, discontinuas en 0, y no es diferenciable
en 0 (ni siquiera continua, C3‑012.E2, C3‑016.T2).

⚠ En C3‑017.T2, parciales en toda una bola

𝑓 ∶= 0 en los ejes y 𝑓 ∶= 1 fuera de ellos: 𝜕1𝑓(0) = 𝜕2𝑓(0) = 0, pero 𝜕2𝑓(𝑡, 0) no existe para
𝑡 ≠ 0 (el cociente vale 1/𝑠), ası́ que la continuidad de las parciales en 0 ni siquiera se puede
plantear; y 𝑓 no es diferenciable en 0 porque no es continua.

Ejercicios

1. Demuestra que 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 cos𝑦 es de clase 𝐶1 enℝ2 y escribe su plano tangente en (0, 0, 1).
2. Sea 𝑓 diferenciable enℝ𝑛 con |∇𝑓| ≤ 𝑀. Demuestra que |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑀|𝑥 − 𝑦|.
3. ¿Es constante una 𝑓 diferenciable en {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑦 ≠ 0} con ∇𝑓 = 0?
4. Veriϐica la escalera del cerro: con 𝑎 = (1, 1) y 𝑘 = (0.1, 0.05), encuentra 𝑞1 y 𝑞2.
5. Demuestra que 𝑓(𝑥, 𝑦) = ඥ𝑥2 + 𝑦2 es 𝐶1 enℝ2 ∖ {0}.

Respuestas

1. Parciales 𝑒𝑥 cos𝑦 y−𝑒𝑥 sen𝑦, continuas (C3‑012.T2); plano 𝑧 = 1 + 𝑥.
2. Por C3‑017.T1 y Cauchy–Schwarz: |𝑓(𝑥)−𝑓(𝑦)| = |∇𝑓(𝑐) ⋅ (𝑥 −𝑦)| ≤ 𝑀|𝑥 −𝑦| (ℝ𝑛 es convexo).
3. No necesariamente: el conjunto no es conexo; 𝑓 = 1 si 𝑦 > 0 y 0 si 𝑦 < 0.
4. Tramo 1, de (1, 1) a (1.1, 1):𝜑(𝑡) = 1000−(1+𝑡)2−2,𝜑(0.1)−𝜑(0) = −0.21 = −2(1+𝜏)(0.1),
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𝜏 = 0.05, 𝑞1 = (1.05, 1). Tramo 2, de (1.1, 1) a (1.1, 1.05):−0.205 = −4(1+ 𝜏)(0.05), 𝜏 = 0.025,
𝑞2 = (1.1, 1.025).

5. ∇ = (𝑥, 𝑦)/ඥ𝑥2 + 𝑦2, continuo donde (𝑥, 𝑦) ≠ 0 (C3‑016.E1, C3‑012.T2).



C3‑018 · Derivadas de orden superior y
teorema de Schwarz

Motivación

Dos drones y un cuadrito de la cuadrícula
En una placa, la temperatura es 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦3. Un dron mide la pendiente hacia el este y ob‑
serva cómo cambia esa pendiente al moverse al norte; otro mide la pendiente hacia el norte y
observa cómo cambia al moverse al este. En (1, 2) ambos obtienen 24. La razón es un cuadrito
de la cuadrı́cula: la «diferencia doble»

Δ(ℎ) = 𝑇(1 + ℎ, 2 + ℎ) − 𝑇(1 + ℎ, 2) − 𝑇(1, 2 + ℎ) + 𝑇(1, 2)

se puede leer como diferencia norte de diferencias este o al revés, y es el mismo número; con
ℎ = 0.01, Δ(ℎ)/ℎ2 ≈ 24.24.
Pero hay funciones (el ejemplo de Peano) en las que los dos drones obtienen−1 y+1.
Dónde falla la analogı́a: un dronmide en un cuadrito de tamaño ϐijo, yΔ(ℎ) es simétrica siempre;
las derivadas cruzadas son dos lı́mites iterados, y lo que puede cambiar es el orden de los lı́mites.

Deϐiniciones

Deϐinición C3‑018.D1 (parciales de orden superior, clase 𝐶𝑘)

𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓 ∶= 𝜕𝑗(𝜕𝑖𝑓) donde exista, y ası́ sucesivamente (𝜕𝑖𝑘 ⋯𝜕𝑖1𝑓). 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(𝑈) (𝑘 ∈ ℕ) si todas las
parciales de orden ≤ 𝑘 existen y son continuas en 𝑈; 𝐶0(𝑈) = continuas; 𝐶∞(𝑈) = 𝐶𝑘(𝑈) para
todo 𝑘. Para 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ𝑚, 𝑓 ∈ 𝐶𝑘 si cada componente lo es.

La deϐinición recursiva de las parciales de orden 𝑘 es la de C1‑005.T11. Con 𝑘 = 1 es C3‑017.D1. Si
𝑓 ∈ 𝐶𝑘(𝑈) con 𝑘 ≥ 1, cada parcial de orden < 𝑘 es de clase 𝐶1, luego diferenciable y continua (C3‑

117
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017.C2).

Resultados

Teorema C3‑018.T1 (Schwarz)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ, 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑎 ∈ 𝑈 y 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈. Si 𝜕𝑖𝑓, 𝜕𝑗𝑓, 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓 y 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓
existen en𝐵(𝑎, 𝑟) y 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓, 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓 son continuas en 𝑎, entonces 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝑎) = 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓(𝑎). En particular,
si 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈), 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓 = 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓 en 𝑈.

Idea de la demostración
La diferencia doble Δ(ℎ) es simétrica. Con dos TVM se escribe como ℎ2 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓 en un punto del
cuadrito, y por simetrı́a como ℎ2 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓 en otro; la continuidad en 𝑎 hace que los dos valores
estén tan cerca como se quiera de las cruzadas en 𝑎.

Demostración.

1. Si 0 < |ℎ| < 𝑟/2 y |𝑠|, |𝑡| ≤ |ℎ|, entonces |𝑠𝑒𝑖 + 𝑡𝑒𝑗| ≤ |𝑠| + |𝑡| ≤ 2|ℎ| < 𝑟 (C3‑001.T5), ası́ que
𝑎 + 𝑠𝑒𝑖 + 𝑡𝑒𝑗 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) (C3‑008.D1). Para esos ℎ sea

Δ(ℎ) ∶= 𝑓(𝑎 + ℎ𝑒𝑖 + ℎ𝑒𝑗) − 𝑓(𝑎 + ℎ𝑒𝑖) − 𝑓(𝑎 + ℎ𝑒𝑗) + 𝑓(𝑎).

2. Sea 𝑢(𝑠) ∶= 𝑓(𝑎 + 𝑠𝑒𝑖 + ℎ𝑒𝑗) − 𝑓(𝑎 + 𝑠𝑒𝑖) para |𝑠| < 𝑟/2 (los dos puntos están en 𝐵(𝑎, 𝑟)).
Entonces Δ(ℎ) = 𝑢(ℎ) − 𝑢(0).

3. Como 𝜕𝑖𝑓 existe en 𝐵(𝑎, 𝑟), 𝑢 es derivable con

𝑢′(𝑠) = 𝜕𝑖𝑓(𝑎 + 𝑠𝑒𝑖 + ℎ𝑒𝑗) − 𝜕𝑖𝑓(𝑎 + 𝑠𝑒𝑖)

(C3‑015.T1, C1‑029.T1); en particular es continua (C1‑028.T1).
4. Por el TVM (C1‑033.T1) en el intervalo de extremos 0 y ℎ, hay 𝜎 entre 0 y ℎ con

Δ(ℎ) = ℎൣ𝜕𝑖𝑓(𝑎 + 𝜎𝑒𝑖 + ℎ𝑒𝑗) − 𝜕𝑖𝑓(𝑎 + 𝜎𝑒𝑖)൧.

5. Sea 𝑤(𝑡) ∶= 𝜕𝑖𝑓(𝑎 + 𝜎𝑒𝑖 + 𝑡𝑒𝑗) para |𝑡| < 𝑟/2. Como 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓 existe en 𝐵(𝑎, 𝑟), 𝑤 es derivable
con 𝑤′(𝑡) = 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝑎 + 𝜎𝑒𝑖 + 𝑡𝑒𝑗) (C3‑015.T1, C3‑018.D1). Por el TVM, hay 𝜏 entre 0 y ℎ con
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𝑤(ℎ) − 𝑤(0) = ℎ 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝜉), 𝜉 ∶= 𝑎 + 𝜎𝑒𝑖 + 𝜏𝑒𝑗 . Ası́

Δ(ℎ) = ℎ2 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝜉), |𝜉 − 𝑎| ≤ |𝜎| + |𝜏| ≤ 2|ℎ|.

6. El otro orden.Con 𝑣(𝑡) ∶= 𝑓(𝑎+ℎ𝑒𝑖+𝑡𝑒𝑗)−𝑓(𝑎+𝑡𝑒𝑗) se tieneΔ(ℎ) = 𝑣(ℎ)−𝑣(0) (lamisma suma
de cuatro términos, en otro orden: aquı́ se ve la simetrı́a). Los pasos 3‑5 con 𝑖 y 𝑗 intercambiados
dan

Δ(ℎ) = ℎ2 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓(𝜂), |𝜂 − 𝑎| ≤ 2|ℎ|.

7. Dado 𝜀 > 0, por la continuidad de las dos cruzadas en 𝑎 hay 𝛿 > 0 tal que |𝑞 − 𝑎| < 𝛿 implica
|𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝑞) − 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝑎)| < 𝜀 y |𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓(𝑞) − 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓(𝑎)| < 𝜀 (C3‑012.D2).

8. Sea ℎ ∶= mın(𝑟, 𝛿)/4. Entonces 0 < ℎ < 𝑟/2 y |𝜉 − 𝑎|, |𝜂 − 𝑎| ≤ 2ℎ < 𝛿. Por los pasos 5 y 6,
𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝜉) = Δ(ℎ)/ℎ2 = 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓(𝜂), y por el triángulo (C1‑004.T4),

ห𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝑎) − 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓(𝑎)ห ≤ ห𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝑎) − 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝜉)ห + ห𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓(𝜂) − 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓(𝑎)ห < 2𝜀.

9. Como 𝜀 > 0 es arbitrario, 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝑎) = 𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓(𝑎) (C1‑003.T9).
10. Si 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) y 𝑎 ∈ 𝑈, hay 𝑟 con 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈 (𝑈 abierto), y las hipótesis se cumplen en 𝐵(𝑎, 𝑟).■

a

+
a+ hei

−

a+ hej− a+ hei + hej+
»

´

Figura 14: El cuadrito de la diferencia doble: Δ(ℎ) suma los valores en las esquinas con los signos indi‑
cados. Los puntos 𝜉 y 𝜂 que dan los dos TVM están dentro del cuadrito.

⚠ Por qué no se usan sucesiones

La versión «tomar ℎ𝑘 → 0 y pasar al lı́mite» pide elegir 𝜎𝑘 y 𝜏𝑘 para cada 𝑘, es decir, una elección
numerable. La prueba de arriba usa un solo ℎ por cada 𝜀 y evita esa elección.
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Corolario C3‑018.C1

Si 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(𝑈), cada parcial de orden ≤ 𝑘 no depende del orden en que se derive: 𝜕𝑖𝑘 ⋯𝜕𝑖1𝑓 =
𝜕𝑖𝜋(𝑘) ⋯𝜕𝑖𝜋(1)𝑓 para toda permutación 𝜋 de {1, … , 𝑘}.

Demostración. Por inducción en el orden𝑚 ≤ 𝑘 de la parcial (C1‑005.T1).

1. Dos vecinos. Sea 𝑔 ∶= 𝜕𝑖𝑙−1 ⋯𝜕𝑖1𝑓 una parcial de orden 𝑙 − 1 ≤ 𝑘 − 2 (o 𝑔 = 𝑓). Como 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(𝑈),
𝑔 ∈ 𝐶2(𝑈) (C3‑018.D1). Por Schwarz, 𝜕𝑖𝑙+1𝜕𝑖𝑙𝑔 = 𝜕𝑖𝑙𝜕𝑖𝑙+1𝑔, y derivando después con los ı́ndices
restantes, la parcial no cambia al intercambiar los ı́ndices vecinos 𝑖𝑙 e 𝑖𝑙+1.

2. Cualquier permutación. Con intercambios de vecinos, cualquier ı́ndice se lleva a la primera posi‑
ción (la que se deriva al ϐinal) sin alterar el orden relativo de los demás.

3. Ası́ 𝜕𝑖𝑚 ⋯𝜕𝑖1𝑓 = 𝜕𝑖𝜋(𝑚)൫𝜕⋯⋯𝑓൯, donde lo de adentro es una parcial de orden 𝑚 − 1 con los
ı́ndices restantes; por la hipótesis de inducción, su orden interno no importa.■

Teorema C3‑018.T2 (álgebra de 𝐶𝑘)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto y 𝑘 ∈ ℕ ∪ {0} (o 𝑘 = ∞). Sumas, productos y cocientes (con denominador
sin ceros en 𝑈) de funciones de 𝐶𝑘(𝑈) están en 𝐶𝑘(𝑈); los polinomios en 𝑛 variables están en
𝐶∞(ℝ𝑛).

Demostración. Por inducción en 𝑘 (C1‑005.T1).

1. 𝑘 = 0. Sumas, productos y cocientes de continuas son continuos (C3‑012.T2).
2. Fórmulas. Por C3‑015.T1, cada parcial se calcula en una variable, y por C1‑029.T1‑T3,

𝜕𝑖(𝑓 + 𝑔) = 𝜕𝑖𝑓 + 𝜕𝑖𝑔, 𝜕𝑖(𝑓𝑔) = (𝜕𝑖𝑓)𝑔 + 𝑓 𝜕𝑖𝑔, 𝜕𝑖(1/𝑔) = −𝜕𝑖𝑔 ⋅
1
𝑔 ⋅ 1𝑔 .

3. Paso. Si el resultado vale para 𝑘 y 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑘+1(𝑈), entonces 𝑓, 𝑔, 𝜕𝑖𝑓, 𝜕𝑖𝑔 ∈ 𝐶𝑘(𝑈), y los lados
derechos del paso 2 están en 𝐶𝑘(𝑈) por la hipótesis de inducción. Ası́ todas las parciales de 𝑓+𝑔,
𝑓𝑔, 1/𝑔 son de clase 𝐶𝑘 , es decir, esas funciones son de clase 𝐶𝑘+1; 𝑓/𝑔 = 𝑓 ⋅ (1/𝑔).

4. 𝑘 = ∞. Es la intersección de todos los 𝐶𝑘 .
5. Polinomios. Las constantes y las proyecciones tienen parciales constantes (0 o 1, C1‑028.T2), lue‑

go son 𝐶∞; un polinomio se obtiene con sumas y productos.■
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Ejemplo C3‑018.E1 (Peano)
𝑓(𝑥, 𝑦) ∶= 𝑥𝑦(𝑥2 −𝑦2)/(𝑥2 +𝑦2), 𝑓(0, 0) ∶= 0, es de clase 𝐶1 enℝ2, y 𝜕2𝜕1𝑓(0, 0) = −1 ≠ 1 =
𝜕1𝜕2𝑓(0, 0).

1. Fuera del origen, 𝑓 es un cociente de polinomios con denominador positivo: 𝐶∞ (C3‑
018.T2). Por el cociente en una variable (C3‑015.T1, C1‑029.T3),

𝜕1𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑦(𝑥4 + 4𝑥2𝑦2 − 𝑦4)

(𝑥2 + 𝑦2)2 , 𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥(𝑥4 − 4𝑥2𝑦2 − 𝑦4)

(𝑥2 + 𝑦2)2 .

2. En el origen, 𝑓(𝑡, 0) = 𝑓(0, 𝑡) = 0, ası́ que 𝜕1𝑓(0) = 𝜕2𝑓(0) = 0 (C3‑015.T1).
3. Continuidad de las parciales en 0. Como 𝑥4 + 4𝑥2𝑦2 + 𝑦4 ≤ 2(𝑥2 + 𝑦2)2 (C1‑003.T9),

|𝜕1𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 2|𝑦| ≤ 2|(𝑥, 𝑦)|, |𝜕2𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 2|𝑥| ≤ 2|(𝑥, 𝑦)|,

que tienden a 0 (C1‑019.T2, C3‑012.T1). Ası́ 𝑓 ∈ 𝐶1(ℝ2) (C3‑017.D1).
4. Las cruzadas. Por el paso 1, 𝜕1𝑓(0, 𝑦) = 𝑦(−𝑦4)/𝑦4 = −𝑦 para 𝑦 ≠ 0, y 𝜕1𝑓(0, 0) = 0:

con 𝑡 ↦ 𝜕1𝑓(0, 𝑡) = −𝑡,

𝜕2𝜕1𝑓(0, 0) = lım
𝑡→0

𝜕1𝑓(0, 𝑡) − 𝜕1𝑓(0, 0)
𝑡 = −1.

Igual, 𝜕2𝑓(𝑥, 0) = 𝑥, y 𝜕1𝜕2𝑓(0, 0) = 1.
5. Diferencia doble. 𝑓(ℎ, ℎ) = 0, ası́ que Δ(ℎ) = 𝑓(ℎ, ℎ) − 𝑓(ℎ, 0) − 𝑓(0, ℎ) + 𝑓(0) = 0 para

todo ℎ: el lı́mite «diagonal» Δ(ℎ)/ℎ2 = 0 no decide nada. Por Schwarz, las cruzadas no
pueden ser continuas en 0.

Por qué cada hipótesis

⚠ Cruzadas continuas en 𝑎

La 𝑓 de Peano cumple todo lo demás: es 𝐶1, sus cuatro parciales de segundo orden existen en
todoℝ2 (fuera del origen por el paso 1 de C3‑018.E1; en el origen por el paso 4 y lo análogo para
𝜕1𝜕1𝑓, 𝜕2𝜕2𝑓), y las cruzadas en 0 son−1 y 1. Lo único que falla es la continuidad de las cruzadas
en 0.
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Ejercicios

1. Comprueba Schwarz para 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦 .
2. Calcula 𝜕1𝜕2𝜕3(𝑥𝑦𝑧 𝑒𝑥) en dos órdenes distintos.
3. Para la 𝑓 de Peano, calcula 𝜕2𝜕1𝑓(𝑥, 𝑦) fuera del origen y demuestra que no tiene lı́mite en 0.
4. Demuestra que si 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) y ∇𝑓 = (𝑃, 𝑄) en 𝑈 ⊂ ℝ2, entonces 𝜕2𝑃 = 𝜕1𝑄.
5. ¿Existe 𝑓 ∈ 𝐶2(ℝ2) con 𝜕1𝑓 = 𝑦 y 𝜕2𝑓 = −𝑥?

Respuestas

1. 𝜕1𝑓 = 𝑦𝑒𝑥𝑦 , 𝜕2𝜕1𝑓 = 𝑒𝑥𝑦(1 + 𝑥𝑦); 𝜕2𝑓 = 𝑥𝑒𝑥𝑦 , 𝜕1𝜕2𝑓 = 𝑒𝑥𝑦(1 + 𝑥𝑦).
2. Ambos dan 𝑒𝑥(1 + 𝑥).
3. 𝜕2𝜕1𝑓 = (𝑥2 − 𝑦2)(𝑥4 + 10𝑥2𝑦2 + 𝑦4)/(𝑥2 + 𝑦2)3; en el eje 𝑥 vale 1 y en el eje 𝑦,−1.
4. 𝜕2𝑃 = 𝜕2𝜕1𝑓 = 𝜕1𝜕2𝑓 = 𝜕1𝑄 (C3‑018.T1).
5. No: por el ejercicio 4 tendrı́a que ser 𝜕2(𝑦) = 𝜕1(−𝑥), es decir, 1 = −1.



C3‑019 · Fórmula de Taylor en varias
variables

Motivación

La computadora del dron que solo suma ymultiplica
La computadora de un dron solo sabe sumar y multiplicar. Necesita la intensidad de una señal
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 sen𝑦 en (0.1, 0.2), cerca de la antena en (0, 0). Con el polinomio de Taylor de orden
2, 𝑦+𝑥𝑦, estima 0.22; el valor exacto es≈ 0.219564. ¿Se puede garantizar el error sin conocer
el valor exacto? Sı́: la fórmula de Taylor con residuo de Lagrange da |error| ≤ 𝑒0.1(0.3)3/6 ≈
0.00497.
No hace falta teorı́a nueva: sobre el segmento de la antena al punto, la señal es una función de
una variable, y se aplica el Taylor de Cálculo I.
Dónde falla la analogı́a: una computadora real redondea cada operación; aquı́ la suma y el pro‑
ducto son exactos y el único error es el de truncar el polinomio.

Deϐiniciones

Deϐinición C3‑019.D1 (diferencial de orden 𝑘, hessiana)

Para 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(𝑈), 𝑥 ∈ 𝑈 y ℎ ∈ ℝ𝑛:

𝑑𝑘𝑓(𝑥)(ℎ) ∶=
𝑛

෍
𝑖1 ,…,𝑖𝑘=1

𝜕𝑖𝑘 ⋯𝜕𝑖1𝑓(𝑥) ℎ𝑖1 ⋯ℎ𝑖𝑘 ,

y 𝑑0𝑓(𝑥)(ℎ) ∶= 𝑓(𝑥). 𝑑1𝑓(𝑥)(ℎ) = ∇𝑓(𝑥) ⋅ ℎ. La hessiana de 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) es la matriz simétrica
𝐻𝑓(𝑥) ∶= (𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓(𝑥))𝑖,𝑗 , y 𝑑2𝑓(𝑥)(ℎ) = ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑥)ℎ.

Las dos igualdades ϐinales se comprueban ası́.𝑑1𝑓(𝑥)(ℎ) = ∑𝑖 𝜕𝑖𝑓(𝑥)ℎ𝑖 = ∇𝑓(𝑥)⋅ℎ (C3‑001.D2).𝐻𝑓(𝑥)

123
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es simétrica por Schwarz (C3‑018.T1), y

ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑥)ℎ =෍
𝑖
ℎ𝑖෍

𝑗
𝜕𝑖𝜕𝑗𝑓(𝑥)ℎ𝑗 =෍

𝑖,𝑗
𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓(𝑥) ℎ𝑖ℎ𝑗 = 𝑑2𝑓(𝑥)(ℎ)

(C3‑007.D4, C1‑005.T12, C3‑018.T1).

Resultados

Teorema C3‑019.T1 (derivadas a lo largo de un segmento)

Sean 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(𝑈), 𝑎 ∈ 𝑈, ℎ ∈ ℝ𝑛 y 𝐽 un intervalo abierto con 𝑎 + 𝑡ℎ ∈ 𝑈 para 𝑡 ∈ 𝐽. 𝜑(𝑡) ∶=
𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ) es de clase 𝐶𝑘 en 𝐽 y 𝜑(𝑗)(𝑡) = 𝑑𝑗𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ)(ℎ) para 𝑗 = 0,… , 𝑘.

Demostración. Por inducción en 𝑗 (C1‑005.T1) se prueba la fórmula para 𝑗 ≤ 𝑘.

1. 𝑗 = 0. 𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ) = 𝑑0𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ)(ℎ).
2. Paso 𝑗 → 𝑗 + 1 (𝑗 < 𝑘). Por hipótesis, 𝜑(𝑗)(𝑡) = ∑𝑖1 ,…,𝑖𝑗 𝑔𝑖1⋯𝑖𝑗(𝑎 + 𝑡ℎ) ℎ𝑖1 ⋯ℎ𝑖𝑗 , con 𝑔𝑖1⋯𝑖𝑗 ∶=

𝜕𝑖𝑗 ⋯𝜕𝑖1𝑓 ∈ 𝐶𝑘−𝑗(𝑈) ⊂ 𝐶1(𝑈) (C3‑018.D1).
3. Cada 𝑔 ∶= 𝑔𝑖1⋯𝑖𝑗 es diferenciable en 𝑈 (C3‑017.C2). Con 𝛾(𝑡) ∶= 𝑎 + 𝑡ℎ, derivable con 𝛾′ = ℎ

(C3‑002.T3), la regla de la cadena (C3‑016.T4 (a), C3‑016.T1) da

𝑑
𝑑𝑡 𝑔(𝑎 + 𝑡ℎ) = ∇𝑔(𝑎 + 𝑡ℎ) ⋅ ℎ =

𝑛

෍
𝑖=1

𝜕𝑖𝑔(𝑎 + 𝑡ℎ) ℎ𝑖 .

4. Sumando (C1‑029.T1, C1‑005.T12),

𝜑(𝑗+1)(𝑡) = ෍
𝑖1 ,…,𝑖𝑗 ,𝑖

𝜕𝑖𝜕𝑖𝑗 ⋯𝜕𝑖1𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ) ℎ𝑖1 ⋯ℎ𝑖𝑗ℎ𝑖 = 𝑑𝑗+1𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ)(ℎ).

5. Clase 𝐶𝑘 . 𝜑(𝑘)(𝑡) = 𝑑𝑘𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ)(ℎ) es una suma de funciones 𝑡 ↦ 𝑔(𝑎 + 𝑡ℎ) con 𝑔 continua, por
constantes: continua en 𝐽 (C3‑012.T2). Ası́ 𝜑 es de clase 𝐶𝑘 en 𝐽 (C2‑015.D1).■
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Teorema C3‑019.T2 (Taylor con residuo de Lagrange)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∈ 𝐶𝑘+1(𝑈), 𝑎 ∈ 𝑈 y ℎ ∈ ℝ𝑛 con [𝑎, 𝑎 + ℎ] ⊂ 𝑈. Existe 𝜃 ∈ (0, 1) con

𝑓(𝑎 + ℎ) =
𝑘

෍
𝑗=0

𝑑𝑗𝑓(𝑎)(ℎ)
𝑗! + 𝑑𝑘+1𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ)(ℎ)

(𝑘 + 1)! .

Idea de la demostración
Se restringe 𝑓 al segmento: 𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ) tiene por derivadas las diferenciales de 𝑓 (C3‑
019.T1), y el Taylor de Cálculo I aplicado a 𝜑 entre 0 y 1 es la fórmula. El único cuidado: C1‑
038.T2 pide un intervalo abierto alrededor de [0, 1], y para eso hace falta un margen alrededor
del segmento.

Demostración.

1. Si ℎ = 0, cada 𝑑𝑗𝑓(𝑎)(0) con 𝑗 ≥ 1 es una suma de productos con un factor 0, y ambos lados
valen 𝑓(𝑎): cualquier 𝜃 sirve. Sea ℎ ≠ 0.

2. El segmento 𝑆 ∶= [𝑎, 𝑎 + ℎ] (C3‑011.D1) es la imagen de [0, 1], compacto (C3‑010.E1), por 𝑡 ↦
𝑎 + 𝑡ℎ, que es continua (C3‑012.T2). Por C3‑014.T1, 𝑆 es compacto, y 𝑆 ⊂ 𝑈 por hipótesis.

3. Por el margen alrededor de un compacto (C3‑014.T3 (b)) hay 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊂ 𝑈 para todo
𝑥 ∈ 𝑆.

4. Sea 𝐽 ∶= (−𝑟/|ℎ|, 1 + 𝑟/|ℎ|). Si 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑎 + 𝑡ℎ ∈ 𝑆 ⊂ 𝑈. Si 𝑡 < 0, |𝑎 + 𝑡ℎ − 𝑎| = |𝑡||ℎ| < 𝑟, ası́
que 𝑎+ 𝑡ℎ ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈. Si 𝑡 > 1, |𝑎 + 𝑡ℎ− (𝑎+ℎ)| = (𝑡 −1)|ℎ| < 𝑟 y 𝑎+ 𝑡ℎ ∈ 𝐵(𝑎+ℎ, 𝑟) ⊂ 𝑈
(C3‑001.T2).

5. Por C3‑019.T1,𝜑(𝑡) ∶= 𝑓(𝑎+𝑡ℎ) es de clase 𝐶𝑘+1 en 𝐽 y𝜑(𝑗)(𝑡) = 𝑑𝑗𝑓(𝑎+𝑡ℎ)(ℎ) para 𝑗 ≤ 𝑘+1;
en particular 𝜑(𝑘+1) existe en 𝐽.

6. Por el residuo de Lagrange (C1‑038.T2, con el polinomio de C1‑038.D1) en el intervalo abierto 𝐽,
con centro 0, punto 1 y 𝑛 = 𝑘, existe 𝜃 entre 0 y 1 con

𝜑(1) =
𝑘

෍
𝑗=0

𝜑(𝑗)(0)
𝑗! 1𝑗 + 𝜑(𝑘+1)(𝜃)

(𝑘 + 1)! 1𝑘+1.

7. Sustituyendo 𝜑(1) = 𝑓(𝑎 + ℎ), 𝜑(𝑗)(0) = 𝑑𝑗𝑓(𝑎)(ℎ) y 𝜑(𝑘+1)(𝜃) = 𝑑𝑘+1𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ)(ℎ) (paso 5)
se obtiene la fórmula.■
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Figura 15: El segmento [𝑎, 𝑎 + ℎ] dentro de 𝑈 y el margen 𝑟 alrededor de él: la función 𝑡 ↦ 𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ)
está deϐinida en un intervalo abierto 𝐽 ⊃ [0, 1].

Corolario C3‑019.C1 (orden 2, forma de Peano)

Si 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) y 𝑎 ∈ 𝑈, entonces

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ + 1
2 ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑎)ℎ + 𝑅(ℎ) con lım

ℎ→0
𝑅(ℎ)
|ℎ|2 = 0.

Demostración.

1. Sea 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈. Para |ℎ| < 𝑟, [𝑎, 𝑎 + ℎ] ⊂ 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈, porque la bola es convexa
(C3‑011.T2).

2. Por C3‑019.T2 con 𝑘 = 1 y C3‑019.D1, hay 𝜃 = 𝜃(ℎ) ∈ (0, 1) con 𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ +
1
2 ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ)ℎ. Ası́

𝑅(ℎ) = 1
2 ℎ ⋅ ൫𝐻𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ) − 𝐻𝑓(𝑎)൯ℎ.

3. Por Cauchy–Schwarz (C3‑001.T3) y C3‑012.T3,

|𝑅(ℎ)| ≤ 1
2 |ℎ| ห(𝐻𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ) − 𝐻𝑓(𝑎))ℎห ≤

1
2 ฮ𝐻𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ) − 𝐻𝑓(𝑎)ฮ𝐹 |ℎ|

2.

4. Las entradas de 𝐻𝑓 son continuas (𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈)), ası́ que 𝑥 ↦ ‖𝐻𝑓(𝑥) − 𝐻𝑓(𝑎)‖𝐹 es continua en 𝑎
y vale 0 ahı́ (C3‑012.T2). Dado 𝜀 > 0 hay 𝛿 > 0 con ‖𝐻𝑓(𝑥) − 𝐻𝑓(𝑎)‖𝐹 < 2𝜀 si |𝑥 − 𝑎| < 𝛿.

5. Si 0 < |ℎ| < mın(𝑟, 𝛿), entonces |𝑎 + 𝜃ℎ − 𝑎| = 𝜃|ℎ| < 𝛿, y por el paso 3, |𝑅(ℎ)|/|ℎ|2 < 𝜀. Ası́
𝑅(ℎ)/|ℎ|2 → 0 (C3‑012.D2).■
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Ejemplo C3‑019.E1
El polinomio de Taylor de orden 2 de 𝑒𝑥 sen𝑦 en (0, 0) es 𝑦 + 𝑥𝑦.

1. Por C2‑012.T1 y C2‑014.T6 (en una variable, C3‑015.T1): 𝜕1𝑓 = 𝑒𝑥 sen𝑦, 𝜕2𝑓 = 𝑒𝑥 cos𝑦,
𝜕1𝜕1𝑓 = 𝑒𝑥 sen𝑦, 𝜕1𝜕2𝑓 = 𝜕2𝜕1𝑓 = 𝑒𝑥 cos𝑦, 𝜕2𝜕2𝑓 = −𝑒𝑥 sen𝑦.

2. En (0, 0), con 𝑒0 = 1, sen 0 = 0, cos 0 = 1 (C2‑012.T4, C2‑014.T4): 𝑓 = 0, ∇𝑓 = (0, 1) y

𝐻𝑓 = ൭0 1
1 0

൱.

3. 𝑓(0) + ∇𝑓(0) ⋅ (𝑥, 𝑦) + 1
2(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝐻𝑓(0)(𝑥, 𝑦) = 𝑦 + 1

2(2𝑥𝑦) = 𝑦 + 𝑥𝑦.
4. La cota del gancho. Cada parcial de tercer orden es ±𝑒𝑥 sen𝑦 o ±𝑒𝑥 cos𝑦, de valor ab‑

soluto ≤ 𝑒𝑥 (C2‑014.T5). En el segmento de 0 a ℎ = (0.1, 0.2), 𝑥 ≤ 0.1 y 𝑒𝑥 ≤ 𝑒0.1

(C2‑012.T1). Como 𝑑3𝑓(𝑥)(ℎ) suma los 8 términos 𝜕𝑖3𝜕𝑖2𝜕𝑖1𝑓 ℎ𝑖1ℎ𝑖2ℎ𝑖3 , su valor absoluto
es ≤ 𝑒0.1(|ℎ1| + |ℎ2|)3, y por C3‑019.T2 con 𝑘 = 2, |𝑓(ℎ) − (𝑦 + 𝑥𝑦)| ≤ 𝑒0.1(0.3)3/6 ≈
0.004973.

Por qué cada hipótesis

⚠ El segmento dentro de 𝑈

En 𝑈 = ℝ2 ∖ {(𝑡, 0) ∶ 𝑡 ≤ 0}, con 𝑓 = arg (diferenciable en 𝑈 con |∇ arg(𝑐)| = 1/|𝑐|, C3‑016.E2),
𝑎 = (−1, 1) y ℎ = (0,−2): 𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = −3𝜋/2. Con 𝑘 = 0, la fórmula dirı́a que eso es
∇𝑓(𝑐) ⋅ ℎ para un 𝑐 del segmento, y en todo punto 𝑐 con |𝑐| ≥ 1, |∇ arg(𝑐) ⋅ ℎ| ≤ 2. El segmento
cruza la semirrecta quitada: no está en 𝑈.

⚠ 𝑓 de clase 𝐶𝑘+1

𝑓(𝑥, 𝑦) = |𝑥|, 𝑘 = 0, 𝑎 = (−1, 0), ℎ = (2, 0): 𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = 0, pero 𝑑1𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ)(ℎ) = ±2
donde existe, y en el punto medio (0, 0) ni siquiera existe.

Ejercicios

1. Escribe el polinomio de Taylor de orden 2 de 𝑓(𝑥, 𝑦) = cos(𝑥 + 2𝑦) en (0, 0).
2. Escribe 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 3 en potencias de (𝑥 − 1) y (𝑦 − 1) usando C3‑019.T2.
3. Demuestra que si 𝑓 ∈ 𝐶2(ℝ𝑛), ∇𝑓(𝑎) = 0 y 𝐻𝑓(𝑎) = 0, entonces 𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = 𝑜(|ℎ|2).
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4. Acota el error de aproximar 𝑒0.1 sen 0.2 con el polinomio de orden 1.
5. ¿Por qué C3‑019.T2 pide [𝑎, 𝑎 + ℎ] ⊂ 𝑈 y no solo 𝑎, 𝑎 + ℎ ∈ 𝑈?

Respuestas

1. 𝑓(0) = 1, ∇𝑓(0) = 0, 𝐻𝑓(0) = −൭1 2
2 4

൱: 1 − 1
2(𝑥 + 2𝑦)2.

2. ∇𝑓(1, 1) = (3, 1), 𝐻𝑓 = ൭2 1
1 0

൱, 𝑑3𝑓 = 0: 5 + 3(𝑥 − 1) + (𝑦 − 1) + (𝑥 − 1)2 + (𝑥 − 1)(𝑦 − 1),

exacto.
3. Es C3‑019.C1 con los dos primeros términos nulos.
4. Orden 1: 𝑦 = 0.2. Por C3‑019.T2 con 𝑘 = 1, |error| ≤ 𝑒0.1(0.3)2/2 ≈ 0.0497; el error real es

|0.2 − 0.219564| ≈ 0.0196.
5. Porque la prueba usa 𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ) para todo 𝑡 ∈ [0, 1] (ver el contraejemplo con arg).



C3‑020 · Norma de operador e inversas

Motivación

La calibración de la cámara del dron
La cámaradeundron se corrige conunamatriz de calibración 𝐼+𝐸, donde𝐸 esunerrorpequeño
de fábrica,

𝐸 = ൭0.1 0.2
0 −0.1

൱ .

Para deshacer la corrección hace falta (𝐼 + 𝐸)−1. ¿Existe siempre que 𝐸 sea «pequeño»? ¿Qué
quiere decir pequeño? Y ¿se puede calcular solo sumando y multiplicando?
Como 1/(1 + 𝑥) = 1 − 𝑥 + 𝑥2 −⋯ para |𝑥| < 1, uno espera (𝐼 + 𝐸)−1 = 𝐼 − 𝐸 + 𝐸2 −⋯. Aquı́
‖𝐸‖ ≈ 0.2414, y con solo tres términos, 𝐼 − 𝐸 + 𝐸2 diϐiere de la inversa exacta en menos de
0.0021 por entrada. La medida correcta de «pequeño» es la norma de operador.
Dónde falla la analogı́a: una cámara real tiene distorsiones no lineales; aquı́ la calibración es
exactamente una matriz.

Deϐiniciones

Deϐinición C3‑020.D1 (norma de operador)

Para 𝐴 𝑚 × 𝑛: ‖𝐴‖ ∶= sup{|𝐴𝑥| ∶ 𝑥 ∈ ℝ𝑛, |𝑥| ≤ 1} (existe: el conjunto está acotado por ‖𝐴‖𝐹 ,
C3‑012.T3).

El conjunto es no vacı́o (𝑥 = 0) y, por C3‑012.T3, |𝐴𝑥| ≤ ‖𝐴‖𝐹|𝑥| ≤ ‖𝐴‖𝐹; por el axioma S y C1‑006.D1,
el supremo existe. Geométricamente, ‖𝐴‖ es lo más que 𝐴 estira un vector unitario.

129



Cálculo en varias variables I 130

kAk

Figura 16: La circunferencia unitaria (punteada) y su imagen por 𝐴, una elipse; ‖𝐴‖ es la longitud de
su semieje mayor.

Resultados

Teorema C3‑020.T1 (propiedades)

‖ ⋅ ‖ es una norma en el espacio de las matrices𝑚×𝑛; |𝐴𝑥| ≤ ‖𝐴‖|𝑥| para todo 𝑥; |𝑎𝑖𝑗| ≤ ‖𝐴‖ ≤
‖𝐴‖𝐹; ‖𝐴𝐵‖ ≤ ‖𝐴‖‖𝐵‖ (𝐵 𝑛 × 𝑝); ‖𝐼𝑛‖ = 1. Por C3‑014.T5, una sucesión de matrices converge
en ‖ ⋅ ‖ ⟺ converge entrada por entrada, y una función 𝑥 ↦ 𝐴(𝑥) con valores matrices es
continua en ‖ ⋅ ‖ ⟺ lo son sus entradas.

Demostración.

1. |𝐴𝑥| ≤ ‖𝐴‖|𝑥|. Si𝑥 = 0 es0 ≤ 0. Si 𝑥 ≠ 0,𝑥/|𝑥| es unitario (C3‑001.T2), ası́ que |𝐴(𝑥/|𝑥|)| ≤ ‖𝐴‖
(C1‑006.D1), y por la linealidad |𝐴𝑥| = |𝑥| |𝐴(𝑥/|𝑥|)| ≤ ‖𝐴‖|𝑥|.

2. Norma: positividad. ‖𝐴‖ ≥ |𝐴0| = 0. Si ‖𝐴‖ = 0, por el paso 1, 𝐴𝑥 = 0 para todo 𝑥; en particular
la columna 𝑗, que es 𝐴𝑒𝑗 (C3‑007.T3), es 0: 𝐴 = 0.

3. Homogeneidad. Si 𝑐 = 0 es claro. Si 𝑐 ≠ 0, {|𝑐𝐴𝑥|} = |𝑐|{|𝐴𝑥|} y sup(|𝑐|𝑆) = |𝑐| sup 𝑆 (C1‑
006.T4).

4. Triángulo. Para |𝑥| ≤ 1, |(𝐴 + 𝐵)𝑥| ≤ |𝐴𝑥| + |𝐵𝑥| ≤ ‖𝐴‖ + ‖𝐵‖ (C3‑001.T4); ‖𝐴‖ + ‖𝐵‖ es una
cota superior, y ‖𝐴 + 𝐵‖ ≤ ‖𝐴‖ + ‖𝐵‖ (C1‑006.D1). Ası́ ‖ ⋅ ‖ es una norma (C3‑007.D2).

5. Entradas. 𝑎𝑖𝑗 = 𝑒𝑖 ⋅ 𝐴𝑒𝑗 , ası́ que |𝑎𝑖𝑗| ≤ |𝐴𝑒𝑗| ≤ ‖𝐴‖ (C3‑001.T2, |𝑒𝑗| = 1). Frobenius. ‖𝐴‖𝐹 es
cota superior del conjunto (C3‑012.T3), luego ‖𝐴‖ ≤ ‖𝐴‖𝐹 .

6. Producto. Para |𝑥| ≤ 1, por AL.1 y el paso 1, |(𝐴𝐵)𝑥| = |𝐴(𝐵𝑥)| ≤ ‖𝐴‖|𝐵𝑥| ≤ ‖𝐴‖‖𝐵‖; ası́
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‖𝐴𝐵‖ ≤ ‖𝐴‖‖𝐵‖.
7. Identidad. |𝐼𝑛𝑥| = |𝑥| ≤ 1 para |𝑥| ≤ 1, con igualdad en 𝑒1: ‖𝐼𝑛‖ = 1.
8. Convergencia y continuidad. Las matrices 𝑚 × 𝑛 son ℝ𝑚𝑛 (C3‑007.D4) y ‖ ⋅ ‖ es una norma ahı́;

por C3‑014.T5 es equivalente a la euclidiana de ℝ𝑚𝑛, con las mismas sucesiones convergentes
y las mismas funciones continuas, y en la euclidiana eso es entrada por entrada (C3‑009.T1, C3‑
012.T1).■

Teorema C3‑020.T3 (serie de Neumann)

Si 𝐸 es 𝑛 × 𝑛 con ‖𝐸‖ < 1, la serie ∑∞
𝑘=0(−𝐸)𝑘 converge (𝐸0 ∶= 𝐼𝑛), 𝐼𝑛 + 𝐸 es invertible con

(𝐼𝑛 + 𝐸)−1 = ∑∞
𝑘=0(−𝐸)𝑘 , y ‖(𝐼𝑛 + 𝐸)−1‖ ≤ 1/(1 − ‖𝐸‖).

Idea de la demostración
Es la serie geométrica 1/(1 + 𝑥) = 1 − 𝑥 + 𝑥2 − ⋯ con matrices. Converge por comparación
con ∑‖𝐸‖𝑘 (el espacio de matrices es completo con cualquier norma), y la suma telescópica
muestra que su lı́mite es la inversa.

Demostración.

1. Por C3‑020.T1, ‖ − 𝐸‖ = ‖𝐸‖, ‖𝐼𝑛‖ = 1 y ‖𝐴𝐵‖ ≤ ‖𝐴‖‖𝐵‖. Por inducción (C1‑005.T1),
‖(−𝐸)𝑘+1‖ = ‖(−𝐸)𝑘(−𝐸)‖ ≤ ‖𝐸‖𝑘‖𝐸‖, ası́ que ‖(−𝐸)𝑘‖ ≤ ‖𝐸‖𝑘 para todo 𝑘 ≥ 0.

2. Como0 ≤ ‖𝐸‖ < 1,∑𝑘 ‖𝐸‖𝑘 converge a1/(1−‖𝐸‖) (C2‑024.T3), y por comparación∑𝑘 ‖(−𝐸)𝑘‖
converge (C2‑025.T1).

3. PorC3‑014.T6 (b) enel espaciode lasmatrices𝑛×𝑛 con lanormadeoperador, las sumasparciales

𝑆𝑙 ∶=
𝑙

෍
𝑘=0

(−𝐸)𝑘

convergen a un 𝑆, con ‖𝑆‖ ≤ ∑𝑘 ‖(−𝐸)𝑘‖ ≤ ∑𝑘 ‖𝐸‖𝑘 = 1/(1 − ‖𝐸‖) (C1‑013.T3, comparando
las sumas parciales).

4. Suma telescópica. Por la distributividad (AL.1),

(𝐼𝑛 + 𝐸)𝑆𝑙 =
𝑙

෍
𝑘=0

(−𝐸)𝑘 −
𝑙

෍
𝑘=0

(−𝐸)𝑘+1 = 𝐼𝑛 − (−𝐸)𝑙+1,

y del mismo modo 𝑆𝑙(𝐼𝑛 + 𝐸) = 𝐼𝑛 − (−𝐸)𝑙+1 (como en C1‑005.T8).
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5. Por el triángulo de la norma y ‖𝐴𝐵‖ ≤ ‖𝐴‖‖𝐵‖,

‖(𝐼𝑛 + 𝐸)𝑆 − 𝐼𝑛‖ ≤ ‖(𝐼𝑛 + 𝐸)(𝑆 − 𝑆𝑙)‖ + ‖(𝐼𝑛 + 𝐸)𝑆𝑙 − 𝐼𝑛‖ ≤ ‖𝐼𝑛 + 𝐸‖‖𝑆 − 𝑆𝑙‖ + ‖𝐸‖𝑙+1.

6. Cuando 𝑙 → ∞, ‖𝑆 − 𝑆𝑙‖ → 0 (paso 3) y ‖𝐸‖𝑙+1 → 0 (C1‑014.T3). El lado izquierdo no depende
de 𝑙 y es≥ 0, ası́ que es 0 (C1‑013.T3): (𝐼𝑛 + 𝐸)𝑆 = 𝐼𝑛 (C3‑007.D2). Igual, 𝑆(𝐼𝑛 + 𝐸) = 𝐼𝑛.

7. Por C3‑007.D5, 𝐼𝑛 + 𝐸 es invertible, y por la unicidad de la inversa (C3‑007.T4), (𝐼𝑛 + 𝐸)−1 = 𝑆;
la cota es la del paso 3.■

⚠ Sin determinantes

Ni esta prueba ni la siguiente usan determinantes ni «inyectiva⇒ invertible». Solo usan la norma,
la completitud (C3‑014.T6) y la serie geométrica. Por eso la cadena función inversa → implı́cita
→ Lagrange no depende del determinante (AL.4).

Teorema C3‑020.T2 (las invertibles forman un abierto; la inversión es continua)

Sean 𝐴 𝑛×𝑛 invertible, 𝛼 ∶= 1/‖𝐴−1‖ y 𝐵 𝑛×𝑛 con 𝛽 ∶= ‖𝐵−𝐴‖ < 𝛼. Entonces 𝐵 es invertible,
‖𝐵−1‖ ≤ 1/(𝛼 − 𝛽) y ‖𝐵−1 − 𝐴−1‖ ≤ ‖𝐵−1‖‖𝐴−1‖𝛽. En consecuencia el conjunto de matrices
invertibles es abierto (enℝ𝑛2) y 𝐴 ↦ 𝐴−1 es continua en él.

Idea de la demostración
𝐵 = 𝐴(𝐼𝑛 + 𝐸) con 𝐸 ∶= 𝐴−1(𝐵 − 𝐴) pequeño; la serie de Neumann invierte 𝐼𝑛 + 𝐸.

Demostración.

1. 𝐴−1 ≠ 0 (porque 𝐴𝐴−1 = 𝐼𝑛 ≠ 0), ası́ que 𝛼 > 0 está bien deϐinido. Sea 𝐸 ∶= 𝐴−1(𝐵 − 𝐴). Por
AL.1,

𝐴(𝐼𝑛 + 𝐸) = 𝐴 + 𝐴𝐴−1(𝐵 − 𝐴) = 𝐴 + (𝐵 − 𝐴) = 𝐵.

2. ‖𝐸‖ ≤ ‖𝐴−1‖ ‖𝐵 − 𝐴‖ = 𝛽/𝛼 < 1 (C3‑020.T1).
3. Por la serie de Neumann (C3‑020.T3), 𝐼𝑛 + 𝐸 es invertible con ‖(𝐼𝑛 + 𝐸)−1‖ ≤ 1/(1 − 𝛽/𝛼).
4. 𝐵 = 𝐴(𝐼𝑛+𝐸) es producto de invertibles, luego invertible, con𝐵−1 = (𝐼𝑛+𝐸)−1𝐴−1 (C3‑007.T4),
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y

‖𝐵−1‖ ≤ ‖𝐴−1‖
1 − 𝛽/𝛼 = 1

𝛼 ⋅ 𝛼
𝛼 − 𝛽 = 1

𝛼 − 𝛽 .

5. Por AL.1, 𝐵−1(𝐴 − 𝐵)𝐴−1 = 𝐵−1𝐴𝐴−1 − 𝐵−1𝐵𝐴−1 = 𝐵−1 − 𝐴−1, ası́ que ‖𝐵−1 − 𝐴−1‖ ≤
‖𝐵−1‖𝛽 ‖𝐴−1‖ (C3‑020.T1).

6. Abierto. Por C3‑014.T5 hay 𝑐 > 0 con 𝑐|𝑋| ≤ ‖𝑋‖ para toda matriz 𝑋, y también ‖𝑋‖ ≤ 𝐶|𝑋|,
donde | ⋅ | es la euclidiana de ℝ𝑛2 . Si |𝐵 − 𝐴| < 𝛼/𝐶, entonces ‖𝐵 − 𝐴‖ < 𝛼 y 𝐵 es invertible: la
bola euclidiana 𝐵(𝐴, 𝛼/𝐶) está formada por invertibles (C3‑008.D1).

7. Continuidad. Si 𝛽 ≤ 𝛼/2, el paso 4 da ‖𝐵−1‖ ≤ 2/𝛼, y el paso 5, ‖𝐵−1 − 𝐴−1‖ ≤ 2𝛽/𝛼2. Dado
𝜀 > 0, si ‖𝐵 − 𝐴‖ < mın(𝛼/2, 𝜀𝛼2/2), entonces ‖𝐵−1 − 𝐴−1‖ < 𝜀. Ası́ 𝑋 ↦ 𝑋−1 es continua en 𝐴
con la norma de operador, y por C3‑020.T1, también entrada por entrada (C3‑012.D2).■

Ejemplo C3‑020.E1

Para la rotación 𝑅𝜃 ∶= ൭cos𝜃 − sen𝜃
sen𝜃 cos𝜃

൱, ‖𝑅𝜃‖ = 1; para una diagonal, ‖diag(𝑑1, … , 𝑑𝑛)‖ =

max |𝑑𝑖|; ‖𝐼𝑛‖ = 1 < √𝑛 = ‖𝐼𝑛‖𝐹 si 𝑛 ≥ 2.

1. Rotación. |𝑅𝜃𝑥|2 = (𝑥1 cos𝜃 − 𝑥2 sen𝜃)2 + (𝑥1 sen𝜃 + 𝑥2 cos𝜃)2 = 𝑥21 + 𝑥22 , porque los
términos cruzados se cancelan y cos2+ sen2 = 1 (C2‑014.T5). Ası́ |𝑅𝜃𝑥| = |𝑥|, el supremo
sobre |𝑥| ≤ 1 es 1, alcanzado en 𝑒1.

2. Diagonal. Sea𝑀 ∶= max |𝑑𝑖| (C1‑005.T13). |𝐷𝑥|2 = ∑𝑑2𝑖 𝑥2𝑖 ≤ 𝑀2|𝑥|2, ası́ que ‖𝐷‖ ≤ 𝑀;
si |𝑑𝑖0| = 𝑀, |𝐷𝑒𝑖0| = 𝑀, ası́ que ‖𝐷‖ = 𝑀.

3. Identidad. ‖𝐼𝑛‖ = 1 (C3‑020.T1) y ‖𝐼𝑛‖𝐹 = √1 +⋯+ 1 = √𝑛 > 1 si 𝑛 ≥ 2.

Por qué cada hipótesis

⚠ |𝐸| < 1 en la serie de Neumann

Con 𝐸 = −𝐼𝑛, ‖𝐸‖ = 1, 𝐼𝑛 + 𝐸 = 0 no es invertible y ∑(−𝐸)𝑘 = ∑ 𝐼𝑛 diverge.
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⚠ La norma de operador, no las entradas

𝐸 = ൭0.6 0.6
0.6 0.6

൱ tiene entradas menores que 1, pero con 𝑢 = (1, 1)/√2, 𝐸𝑢 = 1.2𝑢: ‖𝐸‖ ≥ 1.2,

y 𝐸𝑘 = 1.2𝑘−1𝐸 hace que ∑(−𝐸)𝑘 diverja. La hipótesis es sobre ‖𝐸‖.

⚠ La hipótesis es suϐiciente, no necesaria

𝐸 = ൭0 3
0 0

൱ tiene ‖𝐸‖ = 3, y sin embargo 𝐼 + 𝐸 es invertible: como 𝐸2 = 0, (𝐼 + 𝐸)(𝐼 − 𝐸) = 𝐼.

La serie de Neumann no dice nada aquı́; no es la única manera de invertir.

Ejercicios

1. Calcula ‖𝐴‖ para 𝐴 = ൭3 0
0 −5

൱ y para 𝐴 = ൭1 1
0 0

൱.

2. Con 𝐸 del gancho, calcula 𝐼 − 𝐸 + 𝐸2 y compárala con (𝐼 + 𝐸)−1.
3. Demuestra que si ‖𝐴‖ < 1, entonces |𝐴𝑥| < |𝑥| para todo 𝑥 ≠ 0.
4. Sea 𝐴 invertible con ‖𝐴−1‖ = 2. ¿Qué tan lejos de 𝐴 puede estar 𝐵 para garantizar que es inverti‑

ble?
5. Demuestra que ‖𝐴‖ = sup{|𝐴𝑥|/|𝑥| ∶ 𝑥 ≠ 0}.

Respuestas

1. 5 (diagonal, C3‑020.E1). Para la segunda, |𝐴𝑥| = |𝑥1 + 𝑥2| ≤ √2|𝑥|, con igualdad en (1, 1)/√2:
√2.

2. 𝐼 − 𝐸 + 𝐸2 = ൭0.91 −0.2
0 1.11

൱; (𝐼 + 𝐸)−1 = ൭1/1.1 −0.2/0.99
0 1/0.9

൱: diferencias< 0.0021.

3. |𝐴𝑥| ≤ ‖𝐴‖|𝑥| < |𝑥|.
4. Basta ‖𝐵 − 𝐴‖ < 1/2 (C3‑020.T2).
5. Para 𝑥 ≠ 0, |𝐴𝑥|/|𝑥| = |𝐴(𝑥/|𝑥|)| ≤ ‖𝐴‖; y para 0 < |𝑥| ≤ 1, |𝐴𝑥| ≤ |𝐴𝑥|/|𝑥|, ası́ que los dos

supremos coinciden (para 𝑥 = 0, |𝐴𝑥| = 0).



C3‑021 · Formas cuadráticas

Motivación

La temperatura de una placa
Un sensor reporta que, cerca del centro de una placa metálica, la temperatura es 𝑇 ≈ 20+ ℎ2 +
4ℎ𝑘 + 𝑘2 grados, donde (ℎ, 𝑘) es el desplazamiento en centı́metros. Todos los coeϐicientes son
positivos: parece que el centro es el punto más frı́o de la zona.
No lo es. En (1, −1) el término extra vale 1 − 4 + 1 = −2, y en (0.1, −0.1) vale −0.02: sobre la
diagonal 𝑘 = −ℎ la temperatura baja. Lo que decide no es el signo de los coeϐicientes, sino la
forma entera ℎ ↦ ℎ ⋅ 𝐴ℎ.
Dónde falla la analogı́a: una temperatura real no es exactamente cuadrática. Que los términos
de ordenmayor no cambien la conclusión cuando la forma es deϐinida es el criterio del hessiano
(C3‑028.T3).

Deϐiniciones

Deϐinición C3‑021.D1 (forma cuadrática)

Para𝐴 simétrica 𝑛×𝑛,𝑄𝐴(ℎ) ∶= ℎ ⋅𝐴ℎ = ∑𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗ℎ𝑖ℎ𝑗 .𝑄𝐴 es deϐinida positiva si𝑄𝐴(ℎ) > 0 para
todo ℎ ≠ 0; deϐinida negativa si 𝑄𝐴(ℎ) < 0 para todo ℎ ≠ 0; semideϐinida positiva (negativa)
si 𝑄𝐴 ≥ 0 (≤ 0); indeϐinida si toma valores positivos y negativos.

La igualdad ℎ ⋅ 𝐴ℎ = ∑𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗ℎ𝑖ℎ𝑗 es la deϐinición de 𝐴ℎ (C3‑007.D4) y del producto punto (C3‑001.D2).
Dos hechos se usan todo el tiempo:

– 𝑄𝐴 es un polinomio en ℎ1, … , ℎ𝑛, luego continua enℝ𝑛 (C3‑012.T2).
– 𝑄𝐴(𝑐ℎ) = 𝑐2𝑄𝐴(ℎ) para 𝑐 ∈ ℝ: (𝑐ℎ) ⋅ 𝐴(𝑐ℎ) = (𝑐ℎ) ⋅ (𝑐𝐴ℎ) = 𝑐2 ℎ ⋅ 𝐴ℎ (C3‑007.T3, C3‑001.T2).

Además 𝑄−𝐴 = −𝑄𝐴, ası́ que todo lo que se diga de «deϐinida positiva» vale para «deϐinida negativa»

135
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cambiando 𝐴 por−𝐴.

3h 2 + 2hk+ k 2 (definida) h 2 + 4hk+ k 2 (indefinida)

Figura 17: Niveles 𝑄 = ±1,±3 (continuos los positivos, discontinuos los negativos). Izquierda: forma
deϐinida, elipses. Derecha: forma indeϐinida, hipérbolas; en la diagonal punteada 𝑘 = −ℎ la forma es
negativa.

Resultados

Teorema C3‑021.T1 (cota cuadrática)

𝑄𝐴 es deϐinida positiva ⟺ existe𝑚 > 0 con 𝑄𝐴(ℎ) ≥ 𝑚|ℎ|2 para todo ℎ; se puede tomar𝑚 ∶=
mı́n de 𝑄𝐴 en la esfera unitaria. Análogo para deϐinida negativa con 𝑄𝐴(ℎ) ≤ −𝑚|ℎ|2.

Idea de la demostración
Por la homogeneidad,𝑄𝐴(ℎ)/|ℎ|2 = 𝑄𝐴(ℎ/|ℎ|): todo se decide en la esfera unitaria, que es com‑
pacta. Ahı́ 𝑄𝐴 alcanza un mı́nimo, y ese mı́nimo es positivo.

Demostración. Sea 𝑆 ∶= {𝑢 ∶ |𝑢| = 1}.

1. (⇐) Si 𝑄𝐴(ℎ) ≥ 𝑚|ℎ|2 con𝑚 > 0 y ℎ ≠ 0, entonces |ℎ|2 > 0 (C3‑001.T2, C1‑003.T5) y 𝑄𝐴(ℎ) ≥
𝑚|ℎ|2 > 0 (C1‑003.T4).

2. (⇒) 𝑆 es compacta (C3‑010.E1) y no vacı́a (𝑒1 ∈ 𝑆). 𝑄𝐴 es continua (C3‑012.T2).
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3. Por Weierstrass (C3‑014.C1) existe 𝑢0 ∈ 𝑆 con 𝑄𝐴(𝑢0) ≤ 𝑄𝐴(𝑢) para todo 𝑢 ∈ 𝑆. Sea 𝑚 ∶=
𝑄𝐴(𝑢0).

4. 𝑢0 ≠ 0, ası́ que𝑚 = 𝑄𝐴(𝑢0) > 0 (Q_A deϐinida positiva).
5. Si ℎ ≠ 0, 𝑢 ∶= ℎ/|ℎ| ∈ 𝑆 (C3‑001.T2) y, por la homogeneidad con 𝑐 = |ℎ|,

𝑄𝐴(ℎ) = 𝑄𝐴(|ℎ|𝑢) = |ℎ|2𝑄𝐴(𝑢) ≥ 𝑚|ℎ|2

(C1‑003.T4).
6. Si ℎ = 0, 𝑄𝐴(0) = 0 = 𝑚|0|2.
7. El caso deϐinida negativa es el anterior aplicado a −𝐴, que es simétrica (AL.1) y cumple 𝑄−𝐴 =

−𝑄𝐴.■

⚠ La compacidad no sobra

«𝑄 > 0 fuera del origen» no da por sı́ solo una cota 𝑚|ℎ|2 en un dominio cualquiera: 𝑥 ↦ 𝑥2

es positiva en (0, 1] y su ı́nϐimo ahı́ es 0. Lo que salva a 𝑄𝐴 es que el cociente 𝑄𝐴(ℎ)/|ℎ|2 solo
depende de ℎ/|ℎ|, que vive en un compacto.

Teorema C3‑021.T2 (estabilidad)

Si 𝑄𝐴(ℎ) ≥ 𝑚|ℎ|2 para todo ℎ y 𝐵 es simétrica con ‖𝐵 − 𝐴‖ < 𝑚, entonces 𝑄𝐵(ℎ) ≥ (𝑚 − ‖𝐵 −
𝐴‖)|ℎ|2, y 𝑄𝐵 es deϐinida positiva.

Demostración. Sea 𝛽 ∶= ‖𝐵 − 𝐴‖.

1. 𝐵ℎ = 𝐴ℎ + (𝐵 − 𝐴)ℎ (AL.1), ası́ que 𝑄𝐵(ℎ) = 𝑄𝐴(ℎ) + ℎ ⋅ (𝐵 − 𝐴)ℎ (C3‑001.T2).
2. Por Cauchy–Schwarz (C3‑001.T3) y la norma de operador (C3‑020.T1),

|ℎ ⋅ (𝐵 − 𝐴)ℎ| ≤ |ℎ| |(𝐵 − 𝐴)ℎ| ≤ 𝛽|ℎ|2.

3. Como−|𝑡| ≤ 𝑡 para todo real 𝑡 (C1‑004.T3), ℎ ⋅ (𝐵 − 𝐴)ℎ ≥ −𝛽|ℎ|2.
4. Sumando con la hipótesis (C1‑003.T9):

𝑄𝐵(ℎ) ≥ 𝑚|ℎ|2 − 𝛽|ℎ|2 = (𝑚 − 𝛽)|ℎ|2.

5. Como𝑚 − 𝛽 > 0, el Teorema C3‑021.T1 (⇐) dice que 𝑄𝐵 es deϐinida positiva.■
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Esta es la pieza que el criterio del hessiano necesita: si𝐻𝑓(𝑎) es deϐinida positiva y𝐻𝑓(𝑥) está cerca de
𝐻𝑓(𝑎), también 𝐻𝑓(𝑥) lo es, con una cota uniforme.

Teorema C3‑021.T3 (caso 2 × 2)

Para 𝑄(ℎ, 𝑘) = 𝑎ℎ2 + 2𝑏ℎ𝑘 + 𝑐𝑘2: 𝑄 es deϐinida positiva ⟺ 𝑎 > 0 y 𝑎𝑐 − 𝑏2 > 0; deϐinida
negativa ⟺ 𝑎 < 0 y 𝑎𝑐 − 𝑏2 > 0; indeϐinida si 𝑎𝑐 − 𝑏2 < 0.

Es la forma 𝑄𝐴 de 𝐴 = ൭𝑎 𝑏
𝑏 𝑐

൱.

Idea de la demostración
Multiplicar por 𝑎 y completar el cuadrado: 𝑎𝑄 = (𝑎ℎ+𝑏𝑘)2+(𝑎𝑐 −𝑏2)𝑘2. Para los recı́procos,
dos testigos: 𝑄(1, 0) = 𝑎 y 𝑄(−𝑏, 𝑎) = 𝑎(𝑎𝑐 − 𝑏2).

Demostración.

1. Desarrollando (K1‑K9, C1‑005.T12), para todos ℎ, 𝑘:

𝑎𝑄(ℎ, 𝑘) = 𝑎2ℎ2 + 2𝑎𝑏ℎ𝑘 + 𝑎𝑐𝑘2 = (𝑎ℎ + 𝑏𝑘)2 + (𝑎𝑐 − 𝑏2)𝑘2.

2. También, sustituyendo:

𝑄(1, 0) = 𝑎, 𝑄(−𝑏, 𝑎) = 𝑎𝑏2 − 2𝑎𝑏2 + 𝑐𝑎2 = 𝑎(𝑎𝑐 − 𝑏2).

3. Deϔinidapositiva,⇐.Sean𝑎 > 0,𝑎𝑐−𝑏2 > 0y (ℎ, 𝑘) ≠ 0. Si𝑘 ≠ 0, el paso1da𝑎𝑄 ≥ (𝑎𝑐−𝑏2)𝑘2 >
0 (C1‑003.T5, C1‑003.T4). Si 𝑘 = 0, entonces ℎ ≠ 0 y 𝑄 = 𝑎ℎ2 > 0. En los dos casos 𝑎𝑄 > 0 con
𝑎 > 0, luego 𝑄 > 0 (C1‑003.T7, C1‑003.T4).

4. Deϔinida positiva,⇒. 𝑎 = 𝑄(1, 0) > 0. Como 𝑎 ≠ 0, (−𝑏, 𝑎) ≠ 0 y 𝑎(𝑎𝑐 − 𝑏2) = 𝑄(−𝑏, 𝑎) > 0;
dividiendo entre 𝑎 > 0, 𝑎𝑐 − 𝑏2 > 0 (C1‑003.T7, C1‑003.T4).

5. Deϔinida negativa. 𝑄 es deϐinida negativa ⟺ −𝑄 = (−𝑎)ℎ2 + 2(−𝑏)ℎ𝑘 + (−𝑐)𝑘2 es deϐinida
positiva ⟺ −𝑎 > 0 y (−𝑎)(−𝑐) − (−𝑏)2 = 𝑎𝑐 − 𝑏2 > 0 (pasos 3 y 4).

6. Indeϔinida, 𝑎 ≠ 0. Si 𝑎𝑐−𝑏2 < 0, por el paso 2,𝑄(1, 0) = 𝑎 y𝑄(−𝑏, 𝑎) = 𝑎(𝑎𝑐−𝑏2) son no nulos
y de signos opuestos (C1‑003.T4).

7. Indeϔinida, 𝑎 = 0. Entonces 𝑎𝑐 − 𝑏2 = −𝑏2 < 0 obliga a 𝑏 ≠ 0, y 𝑄(ℎ, 1) = 2𝑏ℎ + 𝑐. Con
ℎ± ∶= (±1 − 𝑐)/(2𝑏) se tiene 𝑄(ℎ±, 1) = ±1.■
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⚠ Lo que el criterio 2 × 2 no dice

Si𝑎𝑐−𝑏2 = 0 la forma es semideϐinida y no deϐinida (por ejemploℎ2, oℎ2+2ℎ𝑘+𝑘2 = (ℎ+𝑘)2),
y el criterio del hessiano no decidirá nada (C3‑028.E1).

Criterios generales (con Álgebra Lineal)

Para 𝑛 ≥ 3 el completar cuadrados se vuelve una eliminación de Gauss. El curso no la necesita: el
criterio del hessiano (C3‑028.T3) usa solo la cota𝑚|ℎ|2. Para calcular en ejemplos se citan dos hechos
de AƵ lgebra Lineal I.

Teorema C3‑021.T4 (criterios generales)

Sea 𝐴 simétrica. 𝑄𝐴 es deϐinida positiva ⟺ todos los valores propios de 𝐴 son positivos ⟺
det𝐴𝑘 > 0 para 𝑘 = 1,… , 𝑛 (AL.6). 𝑄𝐴 es indeϐinida ⟺ 𝐴 tiene valores propios de signos
opuestos.

Demostración. Sean 𝑢1, … , 𝑢𝑛 y 𝜆1, … , 𝜆𝑛 los de AL.5⚠ AƵ lgebra Lineal.

1. Si 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣 con 𝑣 ≠ 0, entonces 𝑄𝐴(𝑣) = 𝑣 ⋅ 𝜆𝑣 = 𝜆|𝑣|2 (C3‑001.T2).
2. (⇒) Si 𝑄𝐴 es deϐinida positiva y 𝜆 es un valor propio con vector 𝑣 ≠ 0, el paso 1 da 𝜆|𝑣|2 > 0,

luego 𝜆 > 0 (C1‑003.T4).
3. (⇐) Los 𝜆𝑖 son valores propios (𝑢𝑖 ≠ 0), luego positivos. Si 𝑥 ≠ 0, por AL.5 𝑥 = ∑𝑖(𝑥 ⋅ 𝑢𝑖)𝑢𝑖 , ası́

que algún 𝑥 ⋅ 𝑢𝑖 ≠ 0, y

𝑄𝐴(𝑥) =෍
𝑖
𝜆𝑖(𝑥 ⋅ 𝑢𝑖)2 > 0

(C1‑005.T12, C1‑003.T5, C1‑003.T4).
4. La equivalencia con los menores det𝐴𝑘 es AL.6⚠ AƵ lgebra Lineal.
5. Indeϔinida,⇐. Si 𝐴𝑣 = 𝜆𝑣, 𝐴𝑤 = 𝜇𝑤 con 𝑣,𝑤 ≠ 0 y 𝜆 > 0 > 𝜇, el paso 1 da 𝑄𝐴(𝑣) > 0 > 𝑄𝐴(𝑤).
6. Indeϔinida,⇒. Si 𝑄𝐴(𝑥) > 0, en 𝑄𝐴(𝑥) = ∑𝑖 𝜆𝑖(𝑥 ⋅ 𝑢𝑖)2 algún 𝜆𝑖 es positivo (si todos fueran≤ 0 la

suma serı́a≤ 0). Igual, si 𝑄𝐴(𝑦) < 0, algún 𝜆𝑗 < 0.■
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Ejemplo C3‑021.E1
ℎ2+4ℎ𝑘+𝑘2 es indeϐinida: 𝑎 = 𝑐 = 1, 𝑏 = 2 y 𝑎𝑐−𝑏2 = 1−4 = −3 < 0 (C3‑021.T3). Testigos:
𝑄(1, 0) = 1 y 𝑄(1,−1) = −2.

La matriz ⎛

⎝

2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

⎞

⎠

es deϐinida positiva: sus menores principales valen det𝐴1 = 2,

det𝐴2 = 4 − 1 = 3 y, por cofactores (AL.4), det𝐴3 = 2 ⋅ 3 − (−1)(−2) = 4; los tres son
positivos (C3‑021.T4).

Por qué cada hipótesis

⚠ Que 𝐴 sea simétrica

La clasiϐicación solo ve la parte simétrica: ℎ ⋅ 𝐴ℎ = ℎ ⋅ 𝐴+𝐴
T

2 ℎ (AL.1). Por eso ൭1 4
0 1

൱ da la misma

forma ℎ2 + 4ℎ𝑘 + 𝑘2 que ൭1 2
2 1

൱; el criterio 2 × 2 se aplica a la simétrica, con 𝑏 = 2, no a las

entradas 4 y 0.

⚠ En C3‑021.T2, |𝐵 − 𝐴| < 𝑚

Con 𝐴 = 𝐼2 (𝑚 = 1) y 𝐵 = diag(1, 1 − 𝛽): ‖𝐵 − 𝐴‖ = 𝛽 (C3‑020.E1). Para 𝛽 < 1 la forma
𝑄𝐵 = ℎ2 + (1 − 𝛽)𝑘2 sigue deϐinida; con 𝛽 = 1 es ℎ2, que ya no lo es.

⚠ En C3‑021.T3, el signo de 𝑎

𝑎𝑐 − 𝑏2 > 0 solo no basta:−ℎ2 − 𝑘2 tiene 𝑎𝑐 − 𝑏2 = 1 > 0 y es deϐinida negativa.

Ejercicios

1. Clasiϐica 3ℎ2 + 2ℎ𝑘 + 𝑘2, ℎ𝑘 y ℎ2 − 6ℎ𝑘 + 9𝑘2.
2. Demuestra que si𝑄𝐴 es deϐinida positiva, todas las entradas diagonales 𝑎𝑖𝑖 son positivas. ¿Vale el

recı́proco?
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3. Sea 𝐴 simétrica con 𝑄𝐴(ℎ) ≥ 𝑚|ℎ|2. Demuestra que |𝐴ℎ| ≥ 𝑚|ℎ| para todo ℎ.
4. Encuentra el mayor 𝛽 tal que toda 𝐵 simétrica con ‖𝐵 − 𝐼2‖ < 𝛽 da una forma deϐinida positiva.
5. Demuestra que si 𝑄𝐴 es deϐinida negativa, max|𝑢|=1 𝑄𝐴(𝑢) < 0, y que 𝐴ℎ = 0 implica ℎ = 0.

Respuestas

1. 3ℎ2 + 2ℎ𝑘 + 𝑘2: 𝑎 = 3 > 0, 𝑎𝑐 − 𝑏2 = 3 − 1 = 2 > 0, deϐinida positiva. ℎ𝑘: 𝑎 = 0, 𝑏 = 1/2,
𝑎𝑐−𝑏2 = −1/4 < 0, indeϐinida. ℎ2−6ℎ𝑘+9𝑘2 = (ℎ−3𝑘)2: 𝑎𝑐−𝑏2 = 0, semideϐinida positiva
y no deϐinida (vale 0 en (3, 1)).

2. 𝑎𝑖𝑖 = 𝑄𝐴(𝑒𝑖) > 0. No: ℎ2 + 4ℎ𝑘 + 𝑘2 tiene diagonal 1, 1 y es indeϐinida.
3. Por Cauchy–Schwarz,𝑚|ℎ|2 ≤ ℎ ⋅ 𝐴ℎ ≤ |ℎ||𝐴ℎ|; si ℎ ≠ 0 se divide entre |ℎ|.
4. 𝛽 = 1: si ‖𝐵 − 𝐼2‖ < 1, C3‑021.T2 con 𝑚 = 1 (mı́n de |ℎ|2 en la esfera); el ejemplo diag(1, 0)

muestra que 𝛽 = 1 ya falla.
5. Aplica C3‑021.T1 a −𝐴: 𝑄𝐴(𝑢) ≤ −𝑚 < 0 en la esfera. Si 𝐴ℎ = 0, 𝑄𝐴(ℎ) = ℎ ⋅ 0 = 0, y como

𝑄𝐴(ℎ) < 0 para ℎ ≠ 0, debe ser ℎ = 0.



C3‑022 · La diferencial y la matriz
jacobiana

Motivación

El radar de un dron
El radar de un dron reporta distancia 𝑟 y ángulo 𝜃, y el programa convierte a (𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑟, 𝜃).
En 𝑟 = 2 m, 𝜃 = 𝜋/6, si 𝑟 aumenta 1 cm y 𝜃 aumenta 0.01 rad, el punto se mueve
(−0.00148, 0.02236): unos 0.0224m, no 0.02. La matriz

𝐽𝑃(2, 𝜋/6) = ൭cos𝜃 −𝑟 sen𝜃
sen𝜃 𝑟 cos𝜃

൱

aplicada a (0.01, 0.01) da (−0.00134, 0.02232), casi lomismo. La diferencial de una función con
varias componentes es esa matriz.
Dónde falla la analogı́a: la aproximación solo es buena para cambios pequeños, y un radar real
mide con ruido.

Parte 1 · La diferencial es una matriz

142
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Deϐinición C3‑022.D1 (diferenciable)

Sean𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ𝑚 y 𝑎 ∈ 𝑈. 𝑓 es diferenciable en 𝑎 si existe unamatriz𝐴 (𝑚×𝑛)
con

lım
ℎ→0

|𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) − 𝐴ℎ|
|ℎ| = 0.

Tal 𝐴 es única: cada 𝑓𝑖 cumple C3‑016.D1 con 𝑣 el renglón 𝑖 de 𝐴 (|𝑓𝑖(𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑖(𝑎) − (𝐴ℎ)𝑖| ≤
|𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)−𝐴ℎ|), ası́ que ese renglón es ∇𝑓𝑖(𝑎) (C3‑016.T1).𝐷𝑓(𝑎) ∶= 𝐴 es la diferencial
(la lineal ℎ ↦ 𝐴ℎ). Con𝑚 = 1 es C3‑016.D1 (𝐷𝑓(𝑎) es el renglón ∇𝑓(𝑎)); con 𝑛 = 1, 𝐷𝑓(𝑎) es la
columna 𝛾′(𝑎) de C3‑002.D3.

Teorema C3‑022.T1 (componentes y jacobiana)

𝑓 es diferenciable en 𝑎 ⟺ cada 𝑓𝑖 lo es; entonces 𝐷𝑓(𝑎) es única y es la matriz jacobiana
𝐽𝑓(𝑎) ∶= (𝜕𝑗𝑓𝑖(𝑎)), y 𝐷𝑓(𝑎)𝑣 = (𝐷𝑣𝑓1(𝑎), … , 𝐷𝑣𝑓𝑚(𝑎)). Diferenciable en 𝑎 ⇒ continua en 𝑎.
𝑥 ↦ 𝐵𝑥 + 𝑐 tiene diferencial 𝐵 en todo punto.

Idea de la demostración
La norma de un vector controla cada componente, y las componentes controlan la norma.

Demostración. Para ℎ ≠ 0 con 𝑎 + ℎ ∈ 𝑈 y una matriz 𝐴, sea 𝑞𝐴(ℎ) ∶= (𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) − 𝐴ℎ)/|ℎ|.

1. (⇒) Si 𝐴 cumple C3‑022.D1 y 𝑟𝑖 es su renglón 𝑖, entonces (𝐴ℎ)𝑖 = 𝑟𝑖 ⋅ ℎ (C3‑007.D4) y

|𝑓𝑖(𝑎 + ℎ) − 𝑓𝑖(𝑎) − 𝑟𝑖 ⋅ ℎ|
|ℎ| = |(𝑞𝐴(ℎ))𝑖| ≤ |𝑞𝐴(ℎ)|

(C3‑001.T2). El lado derecho tiende a 0, ası́ que 𝑓𝑖 es diferenciable en 𝑎 con vector 𝑟𝑖 (C3‑016.D1).
2. Por C3‑016.T1, 𝑟𝑖 = ∇𝑓𝑖(𝑎) = (𝜕1𝑓𝑖(𝑎), … , 𝜕𝑛𝑓𝑖(𝑎)). Ası́ 𝐴 = 𝐽𝑓(𝑎): la matriz está determinada.
3. (⇐) Si cada 𝑓𝑖 es diferenciable en 𝑎, sea 𝐴 ∶= 𝐽𝑓(𝑎), de renglones ∇𝑓𝑖(𝑎). La componente 𝑖 de

𝑞𝐴(ℎ) tiende a 0 (C3‑016.D1, C3‑016.T1).
4. Por componentes, 𝑞𝐴(ℎ) → 0 (C3‑012.T1), y por la continuidad de la norma |𝑞𝐴(ℎ)| → 0 (C3‑

012.T2): 𝑓 es diferenciable en 𝑎 con 𝐷𝑓(𝑎) = 𝐽𝑓(𝑎).
5. La componente 𝑖 de 𝐷𝑓(𝑎)𝑣 es ∇𝑓𝑖(𝑎) ⋅ 𝑣 = 𝐷𝑣𝑓𝑖(𝑎) (C3‑016.T1).
6. Si𝑓 esdiferenciable en𝑎, cada𝑓𝑖 lo es (paso1), luego es continua en𝑎 (C3‑016.T2), y𝑓 es continua

en 𝑎 (C3‑012.T1).
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7. Para 𝑓(𝑥) = 𝐵𝑥+𝑐: 𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)−𝐵ℎ = 𝐵(𝑎+ℎ)−𝐵𝑎−𝐵ℎ = 0 (C3‑007.T3), ası́ que 𝑞𝐵 ≡ 0
y 𝐷𝑓(𝑎) = 𝐵.■

Deϐinición C3‑022.D2 (clase 𝐶1)

𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ𝑚 es de clase 𝐶1 en 𝑈 si todas las 𝜕𝑗𝑓𝑖 existen y son continuas en 𝑈 (C3‑018.D1).

Teorema C3‑022.T2 (𝐶1 ⟺ 𝐷𝑓 continua)

Si 𝑓 es de clase 𝐶1 en 𝑈, es diferenciable en 𝑈 y ‖𝐷𝑓(𝑥) − 𝐷𝑓(𝑎)‖ ≤ ‖𝐽𝑓(𝑥) − 𝐽𝑓(𝑎)‖𝐹 → 0
cuando 𝑥 → 𝑎. Recı́procamente, si 𝑓 es diferenciable en 𝑈 y 𝑥 ↦ 𝐷𝑓(𝑥) es continua (en ‖ ⋅ ‖), 𝑓
es de clase 𝐶1.

Demostración. Sea 𝑎 ∈ 𝑈.

1. Si 𝑓 es 𝐶1, cada 𝑓𝑖 ∈ 𝐶1(𝑈) (C3‑022.D2, C3‑017.D1), ası́ que cada 𝑓𝑖 es diferenciable en 𝑈 (C3‑
017.C2) y 𝑓 también, con 𝐷𝑓(𝑥) = 𝐽𝑓(𝑥) (C3‑022.T1).

2. Por C3‑020.T1, ‖𝐷𝑓(𝑥) − 𝐷𝑓(𝑎)‖ ≤ ‖𝐽𝑓(𝑥) − 𝐽𝑓(𝑎)‖𝐹 .
3. ‖𝐽𝑓(𝑥)− 𝐽𝑓(𝑎)‖𝐹 es la norma euclidiana, enℝ𝑚𝑛, del vector de diferencias 𝜕𝑗𝑓𝑖(𝑥)−𝜕𝑗𝑓𝑖(𝑎) (C3‑

012.T3). Cada entrada es continua en 𝑎 y vale 0 en 𝑥 = 𝑎; por C3‑012.T2 y C3‑012.T1, ‖𝐽𝑓(𝑥) −
𝐽𝑓(𝑎)‖𝐹 → 0.

4. Recı́procamente, si 𝑓 es diferenciable en 𝑈, las parciales existen y 𝐷𝑓(𝑥) = 𝐽𝑓(𝑥) (C3‑022.T1).
Por C3‑020.T1,

|𝜕𝑗𝑓𝑖(𝑥) − 𝜕𝑗𝑓𝑖(𝑎)| ≤ ‖𝐷𝑓(𝑥) − 𝐷𝑓(𝑎)‖ → 0 (𝑥 → 𝑎).

5. Cada 𝜕𝑗𝑓𝑖 es continua en cada 𝑎 ∈ 𝑈: 𝑓 es de clase 𝐶1 (C3‑022.D2).■

Deϐinición C3‑022.D3 (jacobiano)

Si 𝑚 = 𝑛, det 𝐽𝑓(𝑎) (AL.4) es el jacobiano de 𝑓 en 𝑎. Por AL.4, 𝐷𝑓(𝑎) es invertible ⟺
det 𝐽𝑓(𝑎) ≠ 0; es solo una lectura: ningún teorema del curso sobre la función inversa, la im‑
plı́cita o Lagrange la usa.
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Ejemplo C3‑022.E1 (polares y esféricas)

Para las polares, 𝐽𝑃(𝑟, 𝜃) = ൭cos𝜃 −𝑟 sen𝜃
sen𝜃 𝑟 cos𝜃

൱ y det 𝐽𝑃 = 𝑟; para las esféricas, det 𝐽𝐸 =

𝜌2 sen𝜑.

1. 𝑃(𝑟, 𝜃) = (𝑟 cos𝜃, 𝑟 sen𝜃) (C3‑013.D1). Derivando en cada variable con la otra ϐija (C3‑
015.T1, C2‑014.T6): 𝜕𝑟𝑃 = (cos𝜃, sen𝜃), 𝜕𝜃𝑃 = (−𝑟 sen𝜃, 𝑟 cos𝜃). Son las columnas de
𝐽𝑃 (C3‑022.T1).

2. det 𝐽𝑃 = 𝑟 cos2 𝜃 + 𝑟 sen2 𝜃 = 𝑟 (AL.4, C2‑014.T5).
3. Para 𝐸(𝜌, 𝜑, 𝜃) = (𝜌 sen𝜑 cos𝜃, 𝜌 sen𝜑 sen𝜃, 𝜌 cos𝜑), las columnas son

𝜕𝜌𝐸 = ⎛

⎝

sen𝜑 cos𝜃
sen𝜑 sen𝜃

cos𝜑
⎞

⎠

, 𝜕𝜑𝐸 = ⎛

⎝

𝜌 cos𝜑 cos𝜃
𝜌 cos𝜑 sen𝜃
−𝜌 sen𝜑

⎞

⎠

, 𝜕𝜃𝐸 = ⎛

⎝

−𝜌 sen𝜑 sen𝜃
𝜌 sen𝜑 cos𝜃

0
⎞

⎠

.

4. Desarrollando por el tercer renglón (AL.4), con los dos menores simpliϐicados por
sen2+ cos2 = 1 (C2‑014.T5):

det 𝐽𝐸 = cos𝜑 ⋅ 𝜌2 cos𝜑 sen𝜑 + 𝜌 sen𝜑 ⋅ 𝜌 sen2 𝜑
= 𝜌2 sen𝜑 (cos2 𝜑 + sen2 𝜑) = 𝜌2 sen𝜑.

En Cálculo IV estos jacobianos serán el factor del cambio de variables en integrales dobles y triples.

Parte 2 · Dos herramientas para la función inversa

La app de mapas
Una app de mapas deforma la ciudad al dibujarla y garantiza que, en ningún punto, estira más
de 1.2 veces. Dos esquinas a 500 m no pueden quedar a más de 600 m en la pantalla, si la calle
recta entre ellas está en la zona dibujada. Si la zona tiene un corte, la garantı́a local no basta.
Dónde falla la analogı́a: una app real dibuja con pixeles y no corta el plano; el corte del ejemplo
de abajo es una costura que se pone a propósito.
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Teorema C3‑022.T3 (desigualdad del valor medio)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ𝑚 diferenciable en 𝑈, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑈 con [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝑈 y 𝑀 ≥ 0 con
‖𝐷𝑓(𝑥)‖ ≤ 𝑀 para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Entonces |𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)| ≤ 𝑀|𝑏 − 𝑎|.

Idea de la demostración
Para una función real sı́ hay TVM con igualdad. Se proyecta 𝑓 sobre la dirección 𝑢 ∶= 𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)
y se acota con Cauchy–Schwarz.

Demostración. Sea 𝑢 ∶= 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎). Si 𝑢 = 0 no hay nada que probar; supongamos 𝑢 ≠ 0.

1. 𝜑(𝑥) ∶= 𝑢⋅𝑓(𝑥) = ∑𝑖 𝑢𝑖𝑓𝑖(𝑥) es diferenciable en𝑈: cada 𝑓𝑖 lo es (C3‑022.T1) y las combinaciones
lineales de diferenciables lo son (C3‑016.T3), con

∇𝜑(𝑥) ⋅ ℎ =෍
𝑖
𝑢𝑖 ∇𝑓𝑖(𝑥) ⋅ ℎ = 𝑢 ⋅ 𝐷𝑓(𝑥)ℎ

(C3‑022.T1, AL.1).
2. Por el TVM en varias variables (C3‑017.T1), como [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝑈, existe 𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏] con𝜑(𝑏)−𝜑(𝑎) =

∇𝜑(𝑐) ⋅ (𝑏 − 𝑎).
3. El lado izquierdo es 𝑢 ⋅ (𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)) = 𝑢 ⋅ 𝑢 = |𝑢|2 (C3‑001.T2).
4. El lado derecho se acota con Cauchy–Schwarz (C3‑001.T3), la norma de operador (C3‑020.T1) y

la hipótesis (𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]):

𝑢 ⋅ 𝐷𝑓(𝑐)(𝑏 − 𝑎) ≤ |𝑢| |𝐷𝑓(𝑐)(𝑏 − 𝑎)|
≤ |𝑢| ‖𝐷𝑓(𝑐)‖ |𝑏 − 𝑎|
≤ |𝑢|𝑀 |𝑏 − 𝑎|.

5. Ası́ |𝑢|2 ≤ |𝑢|𝑀|𝑏 − 𝑎|, y dividiendo entre |𝑢| > 0 (C1‑003.T7, C1‑003.T4), |𝑢| ≤ 𝑀|𝑏 − 𝑎|.■

Con 𝑛 = 1 es la desigualdad del valor medio para curvas (C3‑003.C1).
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arg ¼ ¼

arg ¼ ¡ ¼

U: el plano sinla semirrecta

Figura 18: El plano sin la semirrecta negativa: dos puntos cercanos a ambos lados del corte tienen
argumentos que diϐieren casi 2𝜋, aunque |∇ arg | ≤ 1 fuera del disco unitario. El segmento que los une
no está en el dominio.

Teorema C3‑022.T4 (la inversión de matrices es 𝐶∞)

Sean𝒢 ⊂ ℝ𝑛2 el abierto de lasmatrices𝑛×𝑛 invertibles (C3‑020.T2) e 𝜄 ∶ 𝒢 → ℝ𝑛2 , 𝜄(𝑀) ∶= 𝑀−1.
Entonces 𝜄 es diferenciable en cada𝑀 ∈ 𝒢 con 𝐷𝜄(𝑀)𝐻 = −𝑀−1𝐻𝑀−1 para toda 𝐻 𝑛 × 𝑛; sus
parciales son 𝜕𝜄𝑖𝑗/𝜕𝑚𝑘𝑙(𝑀) = −𝜄𝑖𝑘(𝑀)𝜄𝑙𝑗(𝑀), y 𝜄 ∈ 𝐶∞(𝒢, ℝ𝑛2).

Idea de la demostración
Es la versión matricial de (1/𝑚)′ = −1/𝑚2: (𝑀 + 𝐻)−1 − 𝑀−1 = −(𝑀 + 𝐻)−1𝐻𝑀−1, y el
error se controla con la continuidad de la inversión. Las parciales son productos de entradas de
𝜄: inducción. No hay determinantes.

Demostración. Lasmatrices 𝑛×𝑛 sonℝ𝑛2 (C3‑007.D4) con la norma euclidiana |𝑋| = ‖𝑋‖𝐹 . Sea𝑀 ∈ 𝒢.

1. 𝐿(𝐻) ∶= −𝑀−1𝐻𝑀−1 es lineal en 𝐻 (AL.1), luego es una matriz 𝑛2 × 𝑛2 (C3‑007.T3).
2. Como 𝒢 es abierto, hay 𝑟 > 0 con 𝑀 + 𝐻 ∈ 𝒢 si |𝐻| < 𝑟 (C3‑020.T2, C3‑008.D1). Para esas 𝐻
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(AL.1, C3‑007.T4):

(𝑀 + 𝐻)−1 −𝑀−1 = (𝑀 + 𝐻)−1൫𝑀 − (𝑀 + 𝐻)൯𝑀−1 = −(𝑀 + 𝐻)−1𝐻𝑀−1.

3. El error es entonces

𝑅(𝐻) ∶= (𝑀 + 𝐻)−1 −𝑀−1 − 𝐿(𝐻) = ൫𝑀−1 − (𝑀 + 𝐻)−1൯𝐻𝑀−1.

4. Por ‖𝐴𝐵‖ ≤ ‖𝐴‖‖𝐵‖ (C3‑020.T1): ‖𝑅(𝐻)‖ ≤ ‖𝑀−1 − (𝑀 + 𝐻)−1‖ ‖𝐻‖ ‖𝑀−1‖.
5. Para toda 𝑋 𝑛 × 𝑛, cada |𝑥𝑖𝑗| ≤ ‖𝑋‖ (C3‑020.T1), ası́ que |𝑋|2 = ∑𝑖,𝑗 𝑥2𝑖𝑗 ≤ 𝑛2‖𝑋‖2 (C1‑005.T12)

y |𝑋| ≤ 𝑛‖𝑋‖; además ‖𝐻‖ ≤ |𝐻| (C3‑020.T1).
6. Con los pasos 4 y 5, para 0 < |𝐻| < 𝑟:

|𝑅(𝐻)|
|𝐻| ≤ 𝑛‖𝑅(𝐻)‖

|𝐻| ≤ 𝑛 ‖𝑀−1‖ ‖𝑀−1 − (𝑀 + 𝐻)−1‖.

7. Cuando 𝐻 → 0, (𝑀 + 𝐻)−1 → 𝑀−1 por la continuidad de la inversión (C3‑020.T2), y el lado
derecho tiende a 0. Por C3‑022.D1, 𝜄 es diferenciable en𝑀 con 𝐷𝜄(𝑀) = 𝐿.

8. Parciales. Con 𝐻 = 𝐸𝑘𝑙 (un 1 en el lugar (𝑘, 𝑙) y 0 en los demás), C3‑022.T1 da 𝜕𝜄/𝜕𝑚𝑘𝑙(𝑀) =
𝐷𝜄(𝑀)𝐸𝑘𝑙 = −𝑀−1𝐸𝑘𝑙𝑀−1, cuya entrada (𝑖, 𝑗) es−𝜄𝑖𝑘(𝑀)𝜄𝑙𝑗(𝑀) (AL.1).

9. 𝐶1. 𝜄 es continua (C3‑020.T2); por el paso 8 sus parciales son productos de funciones continuas,
luego continuas (C3‑012.T2): 𝜄 ∈ 𝐶1 (C3‑022.D2).

10. Inducción. Si 𝜄 ∈ 𝐶𝑗 (𝑗 ≥ 1), cada entrada 𝜄𝑖𝑘 está en 𝐶𝑗(𝒢), y por C3‑018.T2 las parciales −𝜄𝑖𝑘𝜄𝑙𝑗
también. Todas las parciales de orden ≤ 𝑗 + 1 de 𝜄 son parciales de orden ≤ 𝑗 de esas funciones,
luego existen y son continuas: 𝜄 ∈ 𝐶𝑗+1 (C3‑018.D1).

11. Por inducción (C1‑005.T1), 𝜄 ∈ 𝐶𝑗 para todo 𝑗, es decir, 𝜄 ∈ 𝐶∞.■

⚠ El orden de los factores

𝐷𝜄(𝑀)𝐻 = −𝑀−1𝐻𝑀−1, no −𝑀−2𝐻: el producto de matrices no conmuta. Con 𝑀 = ൭1 1
0 1

൱ y

𝐻 = ൭0 0
1 0

൱:−𝑀−1𝐻𝑀−1 = ൭ 1 −1
−1 1

൱ y−𝑀−2𝐻 = ൭ 2 0
−1 0

൱.



Cálculo en varias variables I 149

Por qué cada hipótesis

⚠ En C3‑022.T3, [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝑈

Sea𝑈 ∶= ℝ2 ∖{(𝑡, 0) ∶ 𝑡 ≤ 0} y arg la de C3‑013.T1. Por C3‑016.E2, arg es diferenciable en𝑈 con
∇ arg(𝑥, 𝑦) = (−𝑦, 𝑥)/(𝑥2 + 𝑦2), ası́ que ‖𝐷 arg(𝑝)‖ = |∇ arg(𝑝)| = 1/|𝑝| ≤ 1 si |𝑝| ≥ 1. Pero
𝑎 = (−1, 0.01) y 𝑏 = (−1,−0.01) están a distancia 0.02 y | arg𝑎 − arg 𝑏| ≈ 6.263: el segmento
[𝑎, 𝑏] cruza el corte y no está en 𝑈.

⚠ No hay igualdad

Para 𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sen 𝑡) en [0, 2𝜋]: ‖𝐷𝛾‖ = |𝛾′| = 1 y 𝛾(2𝜋)−𝛾(0) = 0, pero 2𝜋𝛾′(𝑐) ≠ 0 para
todo 𝑐 (C3‑002.E2). La desigualdad no se puede mejorar a una igualdad con un 𝑐.

⚠ La cota en todo el segmento

𝑓(𝑥) = 𝑥2 en [0, 3] cumple |𝑓′| ≤ 2 solo en [0, 1], y |𝑓(3) − 𝑓(0)| = 9 > 2 ⋅ 3.

Ejercicios

1. Calcula la jacobiana de 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥𝑦, 𝑦 sen 𝑧, 𝑒𝑥+𝑧) y su valor en (1, 2, 0).
2. Demuestra que si 𝑈 es convexo, 𝑓 es diferenciable en 𝑈 y ‖𝐷𝑓‖ ≤ 𝑀 en 𝑈, entonces 𝑓 es lips‑

chitziana en 𝑈 con constante𝑀.
3. Demuestra que si 𝑈 es abierto y conexo, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ𝑚 es diferenciable y 𝐷𝑓 = 0 en 𝑈, 𝑓 es

constante.
4. Sea 𝜄 la inversión con 𝑛 = 1. ¿Qué dice C3‑022.T4? Compáralo con C1‑029.
5. Veriϐica con 𝑀 = 𝐼𝑛 que 𝐷𝜄(𝐼𝑛)𝐻 = −𝐻, y deduce que (𝐼𝑛 + 𝐻)−1 = 𝐼𝑛 − 𝐻 + 𝑅(𝐻) con

|𝑅(𝐻)|/|𝐻| → 0.

Respuestas

1. 𝐽𝑓 = ⎛

⎝

𝑦 𝑥 0
0 sen 𝑧 𝑦 cos 𝑧

𝑒𝑥+𝑧 0 𝑒𝑥+𝑧
⎞

⎠

; en (1, 2, 0):⎛

⎝

2 1 0
0 0 2
𝑒 0 𝑒

⎞

⎠

.

2. Para 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈, [𝑥, 𝑦] ⊂ 𝑈 (convexo) y C3‑022.T3 da |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑀|𝑥 − 𝑦|.
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3. Cada 𝑓𝑖 tiene ∇𝑓𝑖 = 0 (renglón de 𝐷𝑓), luego es constante (C3‑017.C1).
4. 𝜄(𝑚) = 1/𝑚 enℝ ∖ {0}, 𝐷𝜄(𝑚)ℎ = −𝑚−1ℎ𝑚−1 = −ℎ/𝑚2: es (1/𝑚)′ = −1/𝑚2.
5. 𝐷𝜄(𝐼𝑛)𝐻 = −𝐼𝑛𝐻𝐼𝑛 = −𝐻; la deϐinición de diferenciable da (𝐼𝑛 + 𝐻)−1 − 𝐼𝑛 + 𝐻 = 𝑅(𝐻) con

|𝑅(𝐻)|/|𝐻| → 0. (La serie de Neumann, C3‑020.T3, da además 𝑅(𝐻) = ∑𝑘≥2(−𝐻)𝑘 si ‖𝐻‖ < 1.)



C3‑023 · Regla de la cadena

Motivación

La placa leída en polares
En una placa la temperatura es 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 − 𝑦2, y un programa guarda la posición del sensor
en polares, (𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑟, 𝜃). En (𝑟, 𝜃) = (2, 𝜋/6), es decir en (√3, 1), ¿a qué ritmo cambia la
temperatura si el sensor se aleja del centro sin girar?
El ritmo es ∇𝑇(√3, 1) ⋅ 𝜕𝑟𝑃 = (2√3,−2) ⋅ (√3/2, 1/2) = 2. Lo mismo sale de escribir 𝑇 ∘ 𝑃 =
𝑟2 cos2𝜃 y derivar: 2𝑟 cos2𝜃 = 2. Al girar, el ritmo es−4√3 ≈ −6.93. Los dos ritmos forman el
renglón ∇𝑇 ⋅ 𝐽𝑃: la diferencial de la composición es el producto de las diferenciales.
Dónde falla la analogı́a: el programa podrı́a guardar el mismo punto con 𝜃 y 𝜃 + 2𝜋; la regla de
la cadena no lo ve, porque es local.

Resultados

Teorema C3‑023.T1 (regla de la cadena)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 y 𝑉 ⊂ ℝ𝑚 abiertos, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ𝑚 con 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 diferenciable en 𝑎 y 𝑔 ∶ 𝑉 → ℝ𝑝

diferenciable en 𝑓(𝑎). Entonces 𝑔 ∘ 𝑓 es diferenciable en 𝑎 y 𝐷(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎) = 𝐷𝑔(𝑓(𝑎))𝐷𝑓(𝑎); en
entradas, 𝜕𝑗(𝑔𝑘 ∘ 𝑓)(𝑎) = ∑𝑖 𝜕𝑖𝑔𝑘(𝑓(𝑎)) 𝜕𝑗𝑓𝑖(𝑎).

Idea de la demostración
Cada función es «lineal más un error pequeño». Se sustituye una en la otra y se comprueba que
los dos errores, divididos entre |ℎ|, tienden a 0, sin dividir nunca entre |𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)|, que
puede valer 0.

Demostración. Sean 𝑏 ∶= 𝑓(𝑎), 𝐴 ∶= 𝐷𝑓(𝑎) y 𝐵 ∶= 𝐷𝑔(𝑏). Como 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉, 𝑔 ∘ 𝑓 está deϐinida en 𝑈.

151
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1. Para ℎ ≠ 0 con 𝑎 + ℎ ∈ 𝑈 sea 𝐸𝑓(ℎ) ∶= (𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) − 𝐴ℎ)/|ℎ|, y 𝐸𝑓(0) ∶= 0. Por C3‑022.D1,
𝐸𝑓(ℎ) → 0 cuando ℎ → 0, ası́ que 𝐸𝑓 es continua en 0 (C3‑012.D2).

2. Igual, para 𝑘 ≠ 0 con 𝑏 + 𝑘 ∈ 𝑉 sea 𝐸𝑔(𝑘) ∶= (𝑔(𝑏 + 𝑘) − 𝑔(𝑏) − 𝐵𝑘)/|𝑘|, 𝐸𝑔(0) ∶= 0; 𝐸𝑔 es
continua en 0.

3. Por la deϐinición de 𝐸𝑓 , para todo ℎ con 𝑎 + ℎ ∈ 𝑈 (también ℎ = 0):

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = 𝐴ℎ + |ℎ|𝐸𝑓(ℎ).

Lo mismo para 𝑔: 𝑔(𝑏 + 𝑘) − 𝑔(𝑏) = 𝐵𝑘 + |𝑘|𝐸𝑔(𝑘) si 𝑏 + 𝑘 ∈ 𝑉.
4. Sea 𝑘(ℎ) ∶= 𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎); 𝑏+𝑘(ℎ) = 𝑓(𝑎+ℎ) ∈ 𝑉. Por el triángulo (C3‑001.T4), |𝑐𝑥| = |𝑐||𝑥|

(C3‑001.T2) y la norma de operador (C3‑020.T1):

|𝑘(ℎ)| ≤ |𝐴ℎ| + |ℎ||𝐸𝑓(ℎ)| ≤ ൫‖𝐴‖ + |𝐸𝑓(ℎ)|൯|ℎ|.

En particular 𝑘(ℎ) → 0 cuando ℎ → 0.
5. Por el paso 3 aplicado a 𝑔 con 𝑘 = 𝑘(ℎ), y luego a 𝑓 (con 𝐵 lineal, AL.1):

𝑔(𝑓(𝑎 + ℎ)) − 𝑔(𝑏) = 𝐵𝑘(ℎ) + |𝑘(ℎ)|𝐸𝑔(𝑘(ℎ))
= 𝐵𝐴ℎ + |ℎ| 𝐵𝐸𝑓(ℎ) + |𝑘(ℎ)|𝐸𝑔(𝑘(ℎ)).

6. Para ℎ ≠ 0, por el triángulo, C3‑020.T1 y el paso 4:

|𝑔(𝑓(𝑎 + ℎ)) − 𝑔(𝑏) − 𝐵𝐴ℎ|
|ℎ| ≤ ‖𝐵‖ |𝐸𝑓(ℎ)| + ൫‖𝐴‖ + |𝐸𝑓(ℎ)|൯ |𝐸𝑔(𝑘(ℎ))|.

7. Cuando ℎ → 0: 𝐸𝑓(ℎ) → 0 (paso 1); 𝑘(ℎ) → 0 (paso 4) y 𝐸𝑔 es continua en 0 con 𝐸𝑔(0) = 0, luego
𝐸𝑔(𝑘(ℎ)) → 0 (C3‑012.T2). Por el álgebra de lı́mites (C3‑012.T2), el lado derecho tiende a 0, y
con él el izquierdo, que es≥ 0 (C3‑012.D2).

8. Por C3‑022.D1, 𝑔 ∘ 𝑓 es diferenciable en 𝑎 con 𝐷(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎) = 𝐵𝐴. La entrada (𝑘, 𝑗) de 𝐵𝐴 es
∑𝑖 𝑏𝑘𝑖𝑎𝑖𝑗 (AL.1), con 𝑏𝑘𝑖 = 𝜕𝑖𝑔𝑘(𝑏) y 𝑎𝑖𝑗 = 𝜕𝑗𝑓𝑖(𝑎) (C3‑022.T1).■

⚠ La prueba «corta» que no sirve

Escribir 𝑔(𝑓(𝑎 + ℎ)) − 𝑔(𝑓(𝑎))
|ℎ| = 𝑔(𝑓(𝑎 + ℎ)) − 𝑔(𝑓(𝑎))

|𝑘| ⋅ |𝑘||ℎ| falla cuando 𝑘 = 𝑓(𝑎 + ℎ) −
𝑓(𝑎) = 0 con ℎ ≠ 0, por ejemplo si 𝑓 es constante en una dirección. Por eso se usa 𝐸𝑔 con
𝐸𝑔(0) ∶= 0, como en la prueba de C1‑030.T1.
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Corolario C3‑023.C1 (composición de clase 𝐶𝑘)

Si 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(𝑈,ℝ𝑚) y 𝑔 ∈ 𝐶𝑘(𝑉, ℝ𝑝) (𝑘 ≥ 1) con 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉, 𝑔 ∘ 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(𝑈,ℝ𝑝).

Demostración. Por inducción en 𝑘 (C1‑005.T1), para todos los 𝑓, 𝑔 que cumplan las hipótesis.

1. 𝑓 y 𝑔 son diferenciables en 𝑈 y 𝑉 (C3‑022.T2), ası́ que por C3‑023.T1, para cada 𝑥 ∈ 𝑈,

𝜕𝑗(𝑔𝑙 ∘ 𝑓)(𝑥) =෍
𝑖
൫𝜕𝑖𝑔𝑙 ∘ 𝑓൯(𝑥) 𝜕𝑗𝑓𝑖(𝑥).

2. 𝑘 = 1. 𝑓 es continua (C3‑022.T1) y 𝜕𝑖𝑔𝑙 es continua, luego 𝜕𝑖𝑔𝑙 ∘ 𝑓 es continua (C3‑012.T2); 𝜕𝑗𝑓𝑖
es continua. Sumas y productos de continuas son continuos (C3‑012.T2): las parciales de 𝑔 ∘ 𝑓
son continuas y 𝑔 ∘ 𝑓 ∈ 𝐶1 (C3‑022.D2).

3. De 𝑘 − 1 a 𝑘 (𝑘 ≥ 2). Si 𝑓 ∈ 𝐶𝑘 y 𝑔 ∈ 𝐶𝑘 , entonces 𝑓 ∈ 𝐶𝑘−1 y 𝜕𝑖𝑔𝑙 ∈ 𝐶𝑘−1(𝑉) (C3‑018.D1). Por
la hipótesis de inducción, 𝜕𝑖𝑔𝑙 ∘ 𝑓 ∈ 𝐶𝑘−1(𝑈).

4. También 𝜕𝑗𝑓𝑖 ∈ 𝐶𝑘−1(𝑈). Por C3‑018.T2, la suma de productos del paso 1 está en 𝐶𝑘−1(𝑈).
5. Las parciales de orden ≤ 𝑘 de 𝑔𝑙 ∘ 𝑓 son parciales de orden ≤ 𝑘 − 1 de sus primeras parciales,

que existen y son continuas (paso 4): 𝑔 ∘ 𝑓 ∈ 𝐶𝑘 (C3‑018.D1).■

Teorema C3‑023.T2 (el gradiente es ortogonal a los niveles)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝐹 ∶ 𝑈 → ℝ diferenciable, 𝐽 un intervalo abierto y 𝛾 ∶ 𝐽 → 𝑈 derivable con
𝐹(𝛾(𝑡)) = 𝑐 para todo 𝑡 ∈ 𝐽. Entonces ∇𝐹(𝛾(𝑡)) ⋅ 𝛾′(𝑡) = 0.

Demostración.

1. 𝑡 ↦ 𝐹(𝛾(𝑡)) es la constante 𝑐 en 𝐽, ası́ que su derivada es 0 (C1‑028.T2).
2. Por la cadena con una variable (C3‑016.T4), esa derivada es ∇𝐹(𝛾(𝑡)) ⋅ 𝛾′(𝑡).■
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rF(p)

tangente

x 2 ¡ y 2 = 1

Figura 19: Niveles de 𝐹 = 𝑥2 − 𝑦2. En 𝑝 = (√2, 1), sobre el nivel 1, ∇𝐹(𝑝) es perpendicular a la recta
tangente.

Deϐinición C3‑023.D1 (hiperplano tangente a un nivel)

Si 𝐹 ∈ 𝐶1(𝑈), 𝐹(𝑝) = 𝑐 y ∇𝐹(𝑝) ≠ 0, el hiperplano tangente a 𝑁𝑐(𝐹) en 𝑝 es {𝑥 ∶ ∇𝐹(𝑝) ⋅ (𝑥 −
𝑝) = 0}.

Que todo vector ortogonal a∇𝐹(𝑝) sea la velocidad de una curva en el nivel esmás difı́cil: pide la función
implı́cita, y es C3‑026.C2.

Ejemplo C3‑023.E1
El plano tangente a 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 3 en (1, 1, 1) es 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3. Si 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑈), la gráϐica de 𝑓
es el nivel 0 de 𝐹(𝑥, 𝑧) ∶= 𝑓(𝑥) − 𝑧, y C3‑023.D1 da el plano de C3‑017.D2.

1. 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 es un polinomio, de clase 𝐶1, con ∇𝐹 = (2𝑥, 2𝑦, 2𝑧) (C3‑015.T1,
C3‑016.T1); ∇𝐹(1, 1, 1) = (2, 2, 2) ≠ 0.

2. El plano es 2(𝑥 − 1) + 2(𝑦 − 1) + 2(𝑧 − 1) = 0, es decir, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3.
3. Para 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑈),𝐹(𝑥, 𝑧) ∶= 𝑓(𝑥)−𝑧 es de clase𝐶1 en𝑈×ℝ (C3‑016.T3) con∇𝐹(𝑎, 𝑓(𝑎)) =

(∇𝑓(𝑎), −1) ≠ 0.
4. El hiperplano ∇𝑓(𝑎) ⋅ (𝑥 − 𝑎) − (𝑧 − 𝑓(𝑎)) = 0 es 𝑧 = 𝑓(𝑎) + ∇𝑓(𝑎) ⋅ (𝑥 − 𝑎): el de
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C3‑017.D2.

Por qué cada hipótesis

⚠ 𝑔 diferenciable, no solo con parciales

Sean 𝑔(𝑥, 𝑦) ∶= 𝑥𝑦/(𝑥2 + 𝑦2), 𝑔(0) ∶= 0, y 𝑓(𝑡) = (𝑡, 𝑡). Existen ∇𝑔(0) = 0 y 𝑓′(0) = (1, 1); la
«regla» darı́a (𝑔 ∘ 𝑓)′(0) = 0. Pero 𝑔(𝑓(𝑡)) = 1/2 si 𝑡 ≠ 0 y 𝑔(𝑓(0)) = 0: 𝑔 ∘ 𝑓 ni siquiera es
continua en 0. Falla porque 𝑔 no es diferenciable en 0 (C3‑015.E2).

⚠ Ni siquiera todas las direccionales bastan

Con 𝑔(𝑥, 𝑦) ∶= 𝑥2𝑦/(𝑥4 + 𝑦2), 𝑔(0) ∶= 0, todas las 𝐷𝑣𝑔(0) existen (C3‑015.E2), y con 𝑓(𝑡) =
(𝑡, 𝑡2), 𝑔(𝑓(𝑡)) = 1/2 para 𝑡 ≠ 0: 𝑔 ∘ 𝑓 no es continua en 0.

⚠ 𝑓 diferenciable

Con 𝑓(𝑡) = (|𝑡|, 0) y 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥 (lineal), 𝑔 ∘ 𝑓 = |𝑡| no es derivable en 0.

Ejercicios

1. Sea 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥2 − 𝑦2, 2𝑥𝑦) con 𝑓 ∈ 𝐶1(ℝ2). Expresa 𝜕𝑥𝑢 y 𝜕𝑦𝑢 con las parciales de 𝑓.
2. Demuestra que si 𝑓 es diferenciable y 𝑓(𝑡𝑥) = 𝑡𝑝𝑓(𝑥) para todo 𝑡 > 0 y 𝑥 ≠ 0 (homogénea de

grado 𝑝), entonces ∇𝑓(𝑥) ⋅ 𝑥 = 𝑝𝑓(𝑥) (Euler).
3. Calcula el plano tangente a 𝑧 = 𝑥𝑦 en (1, 2, 2) de las dos maneras de C3‑023.E1.
4. Sea 𝐿(𝑥) = 𝐵𝑥 lineal. Demuestra con C3‑023.T1 que 𝐷(𝐿 ∘ 𝑓)(𝑎) = 𝐵𝐷𝑓(𝑎).
5. Demuestra que si 𝐹 ∈ 𝐶1(𝑈) y 𝛾 es una curva en un nivel de 𝐹 que pasa por un punto crı́tico 𝑝 de

𝐹, C3‑023.T2 no da ninguna información en 𝑝.

Respuestas

1. Con (𝑠, 𝑡) = (𝑥2 − 𝑦2, 2𝑥𝑦): 𝜕𝑥𝑢 = 2𝑥 𝜕1𝑓 + 2𝑦 𝜕2𝑓 y 𝜕𝑦𝑢 = −2𝑦 𝜕1𝑓 + 2𝑥 𝜕2𝑓, evaluadas en
(𝑠, 𝑡).

2. Fija 𝑥 y deriva 𝑡 ↦ 𝑓(𝑡𝑥) = 𝑡𝑝𝑓(𝑥) en 𝑡 = 1: por C3‑016.T4, ∇𝑓(𝑥) ⋅ 𝑥 = 𝑝𝑓(𝑥).
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3. ∇(𝑥𝑦) = (2, 1) en (1, 2): 𝑧 = 2 + 2(𝑥 − 1) + (𝑦 − 2). Con 𝐹 = 𝑥𝑦 − 𝑧, ∇𝐹 = (2, 1, −1) y
2(𝑥 − 1) + (𝑦 − 2) − (𝑧 − 2) = 0: el mismo plano.

4. 𝐷𝐿(𝑦) = 𝐵 en todo punto (C3‑022.T1), ası́ que 𝐷(𝐿 ∘ 𝑓)(𝑎) = 𝐵𝐷𝑓(𝑎).
5. En 𝑝, ∇𝐹(𝑝) = 0 y 0 ⋅ 𝛾′(𝑡) = 0 para cualquier 𝛾′: la conclusión es trivial.



C3‑024 · Contracciones: punto ϐijo de
Banach

Motivación

El plano de tu sala sobre el piso de tu sala
Imprimes el plano de tu sala a escala 1:50 y lo dejas caer sobre el piso de la misma sala, girado
como sea, sin que se salga. Hay exactamente un punto del plano que queda justo encima del
lugar que representa.
Para encontrarlo basta repetir: toma un punto del piso, busca dónde lo dibuja el plano, toma ese
nuevo punto, y ası́. Cada paso acerca los puntos 50 veces más. Es el teorema del punto ϐijo de
Banach, y será la herramienta para resolver ecuaciones 𝑓(𝑥) = 𝑦 en la función inversa.
Dónde falla la analogı́a: un plano de papel se dobla y tiene grosor, ası́ que no es exactamente una
contracción; y si el plano se sale de la sala, falla la hipótesis 𝜑(𝐹) ⊂ 𝐹.

Deϐiniciones

Deϐinición C3‑024.D1 (contracción)

Sea 𝐹 ⊂ ℝ𝑛.𝜑 ∶ 𝐹 → 𝐹 es una contracción si existe 𝑐 ∈ [0, 1) con |𝜑(𝑥)−𝜑(𝑦)| ≤ 𝑐|𝑥−𝑦| para
todos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹. 𝑥 es punto ϐijo si 𝜑(𝑥) = 𝑥.

Toda contracción es lipschitziana, luego continua (C3‑014.D1).
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Resultados

Teorema C3‑024.T1 (Banach)

Sean 𝐹 ⊂ ℝ𝑛 cerrado y no vacı́o y 𝜑 ∶ 𝐹 → 𝐹 una contracción de constante 𝑐. Entonces 𝜑 tiene
un único punto ϐijo 𝑥∗, y para cada 𝑥0 ∈ 𝐹 la sucesión 𝑥𝑘+1 ∶= 𝜑(𝑥𝑘) converge a 𝑥∗ con

|𝑥𝑘 − 𝑥∗| ≤ 𝑐𝑘|𝑥1 − 𝑥0|
1 − 𝑐 .

Idea de la demostración
Los saltos |𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘| decrecen como una progresión geométrica, ası́ que la sucesión es de
Cauchy. Converge por la completitud de ℝ𝑛; el lı́mite está en 𝐹 porque 𝐹 es cerrado, y es ϐijo
porque 𝜑 es continua.

Demostración. Como 𝐹 ≠ ∅, hay 𝑥0 ∈ 𝐹; sea 𝑑 ∶= |𝑥1 − 𝑥0|.

1. Como 𝜑(𝐹) ⊂ 𝐹, la recursión 𝑥𝑘+1 ∶= 𝜑(𝑥𝑘) deϐine una sucesión (𝑥𝑘) en 𝐹 (C1‑005.T11).
2. Para todo 𝑘 ≥ 0, |𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘| ≤ 𝑐𝑘𝑑. Por inducción (C1‑005.T1): para 𝑘 = 0 es una igualdad

(𝑐0 = 1); si vale para 𝑘, por C3‑024.D1 y C1‑003.T4,

|𝑥𝑘+2 − 𝑥𝑘+1| = |𝜑(𝑥𝑘+1) − 𝜑(𝑥𝑘)| ≤ 𝑐 |𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘| ≤ 𝑐𝑘+1𝑑

(C1‑005.T9).
3. Para 𝑙 > 𝑘, por el triángulo repetido (C3‑001.T4, C1‑005.T1), el paso 2 y la suma geométrica

(C1‑005.T12, C1‑005.T8; si 𝑐 = 0 la suma vale 𝑑 o 0 y la cuenta sigue):

|𝑥𝑙 − 𝑥𝑘| ≤
𝑙−1

෍
𝑗=𝑘

|𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗| ≤
𝑙−1

෍
𝑗=𝑘

𝑐𝑗𝑑

= 𝑐𝑘𝑑 1 − 𝑐𝑙−𝑘
1 − 𝑐 ≤ 𝑐𝑘𝑑

1 − 𝑐

(C1‑003.T7, C1‑003.T4: 1/(1 − 𝑐) > 0 y 0 ≤ 𝑐𝑙−𝑘).
4. Como 0 ≤ 𝑐 < 1, 𝑐𝑘 → 0 (C1‑014.T3). Dado 𝜀 > 0 hay 𝑁 con 𝑐𝑁𝑑/(1 − 𝑐) < 𝜀 (C1‑013.T2), y

para 𝑙 > 𝑘 ≥ 𝑁, 𝑐𝑘 = 𝑐𝑁𝑐𝑘−𝑁 ≤ 𝑐𝑁 (C1‑005.T9, C1‑003.T4). Ası́ |𝑥𝑙 − 𝑥𝑘| < 𝜀: (𝑥𝑘) es de Cauchy
(C3‑009.D1).

5. Por la completitud (C3‑009.T2), 𝑥𝑘 → 𝑥∗ para algún 𝑥∗ ∈ ℝ𝑛, y como 𝐹 es cerrado, 𝑥∗ ∈ 𝐹
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(C3‑009.T4).
6. 𝜑 es continua en 𝑥∗ (C3‑014.D1), ası́ que 𝜑(𝑥𝑘) → 𝜑(𝑥∗) (C3‑012.T1). Pero 𝜑(𝑥𝑘) = 𝑥𝑘+1 → 𝑥∗

(C3‑009.T1, una subsucesión). Por la unicidad del lı́mite (C3‑009.T1), 𝜑(𝑥∗) = 𝑥∗.
7. Unicidad. Si 𝜑(𝑦∗) = 𝑦∗ con 𝑦∗ ∈ 𝐹:

|𝑥∗ − 𝑦∗| = |𝜑(𝑥∗) − 𝜑(𝑦∗)| ≤ 𝑐|𝑥∗ − 𝑦∗|,

ası́ que (1 − 𝑐)|𝑥∗ − 𝑦∗| ≤ 0; como 1 − 𝑐 > 0, |𝑥∗ − 𝑦∗| = 0 y 𝑦∗ = 𝑥∗ (C1‑003.T4, C3‑001.T2).
8. Cota del error. Fijo 𝑘, en el paso 3 hacemos 𝑙 → ∞: |𝑥𝑙 − 𝑥𝑘| → |𝑥∗ − 𝑥𝑘| (C3‑009.T1), y la

desigualdad pasa al lı́mite (C1‑013.T3): |𝑥∗ − 𝑥𝑘| ≤ 𝑐𝑘𝑑/(1 − 𝑐).■

⚠ La cota es del peor caso

La cota nonecesita conocer𝑥∗: solo 𝑐 y el primer salto. Por eso suele ser pesimista (ver el ejemplo
con cos).

Por qué cada hipótesis

Ejemplo C3‑024.E1 (cada hipótesis)
𝑥 ↦ 𝑥/2 en (0, 1] (no cerrado) no tiene punto ϐijo; 𝜑(𝑥) = 𝑥 + 1/𝑥 en [1,∞) cumple |𝜑(𝑥) −
𝜑(𝑦)| < |𝑥 − 𝑦| si 𝑥 ≠ 𝑦 y no tiene punto ϐijo (no basta «< 1» sin una 𝑐 ϐija). cos manda [0, 1]
en [0, 1] y es contracción con 𝑐 = sen 1 < 1: las iteraciones 𝑥𝑘+1 = cos 𝑥𝑘 convergen al único
𝑥∗ = cos 𝑥∗ (≈ 0.739).

1. 𝐹 cerrado. 𝑥 ↦ 𝑥/2 manda (0, 1] en (0, 1/2] ⊂ (0, 1] con 𝑐 = 1/2. Si 𝑥 = 𝑥/2, entonces
𝑥 = 0 ∉ (0, 1]. Las iteraciones tienden a 0, que se escapa de 𝐹.

2. Una 𝑐 ϔija. Para 𝑥, 𝑦 ≥ 1: 𝜑(𝑥) ≥ 𝑥 ≥ 1, ası́ que 𝜑manda [1,∞) en sı́ mismo, y

𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑦) = (𝑥 − 𝑦)ቀ1 − 1
𝑥𝑦ቁ, 0 ≤ 1 − 1

𝑥𝑦 < 1

(C1‑003.T7). Si 𝑥 ≠ 𝑦, |𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑦)| < |𝑥 − 𝑦|. Pero 𝜑(𝑥) − 𝑥 = 1/𝑥 > 0: no hay punto
ϐijo. El factor 1 − 1/(𝑥𝑦) se acerca a 1 cuando 𝑥, 𝑦 crecen, y ninguna 𝑐 < 1 sirve.

3. cos en [0, 1]. Como 𝜋 > 2 (C2‑014.C3), 1 < 𝜋/2 < 𝜋. cos es decreciente en [0, 𝜋] (C2‑
014.T4), ası́ que cos([0, 1]) ⊂ [cos1, 1], y cos 1 > 0 (C2‑014.C1): cos manda [0, 1] en
[0, 1].
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4. Para 𝑥 ≠ 𝑦 en [0, 1], por el TVM (C1‑033.T1, C2‑014.T6) hay 𝜉 entre ellos con cos 𝑥 −
cos𝑦 = − sen 𝜉 (𝑥 − 𝑦).

5. sen′ = cos > 0 en (−𝜋/2, 𝜋/2) (C2‑014.C1), ası́ que sen es estrictamente creciente en
[0, 𝜋/2] (C1‑034.T2); con sen0 = 0 y sen(𝜋/2) = 1 (C2‑014.C1): 0 ≤ sen 𝜉 ≤ sen 1 < 1.

6. Ası́ | cos 𝑥− cos𝑦| ≤ (sen 1)|𝑥−𝑦|, y por C3‑024.T1 hay un único 𝑥∗ ∈ [0, 1] con cos 𝑥∗ =
𝑥∗. Numéricamente 𝑥∗ ≈ 0.739085.

0.0 0.5 1.00.0

0.5

1.0

x ¤ ¼ 0:739

y= cosx

y= x

Figura 20: La telaraña de 𝑥𝑘+1 = cos 𝑥𝑘 desde 𝑥0 = 0: los saltos se encogen y la espiral se cierra sobre
el único punto ϐijo.

Con 𝑐 = sen 1 ≈ 0.841471 y |𝑥1 − 𝑥0| = 1, la cota garantiza error < 10−6 en 𝑘 = 91 pasos; de hecho
bastan 33, porque cerca de 𝑥∗ el factor real es sen 𝑥∗ ≈ 0.674.

⚠ 𝜑(𝐹) ⊂ 𝐹

𝜑(𝑥) = 𝑥/2 + 3 es contracción (𝑐 = 1/2) de [0, 1] en ℝ, pero su único punto ϐijo, 6, no está en
[0, 1]: las iteraciones salen de 𝐹.
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Ejercicios

1. Demuestra que 𝜑(𝑥) = 1
2 cos 𝑥 +

1
4 tiene un único punto ϐijo en ℝ y da una cota para |𝑥10 − 𝑥∗|

desde 𝑥0 = 0.
2. Sean𝐹 cerrado no vacı́o y𝜑 ∶ 𝐹 → 𝐹 tal que𝜑𝑚 ∶= 𝜑∘⋯∘𝜑 (𝑚 veces) es contracción. Demuestra

que 𝜑 tiene un único punto ϐijo.
3. Demuestra la cota a posteriori |𝑥𝑘 − 𝑥∗| ≤ 𝑐

1−𝑐 |𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1|.
4. Sea 𝐴 una matriz 𝑛 × 𝑛 con ‖𝐴‖ < 1 y 𝑏 ∈ ℝ𝑛. Demuestra que 𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝑏 tiene solución única y

compárala con la serie de Neumann (C3‑020.T3).
5. ¿Es 𝜑(𝑥) = √𝑥2 + 1 una contracción deℝ? ¿Tiene punto ϐijo?

Respuestas

1. |𝜑′| = 1
2 | sen | ≤

1
2 , ası́ que es contracción de ℝ (cerrado) con 𝑐 = 1/2 (TVM). 𝑥1 = 3/4: |𝑥10 −

𝑥∗| ≤ (1/2)10(3/4)/(1/2) = 3/211 ≈ 0.00146.
2. 𝜑𝑚 tiene un único ϐijo 𝑥∗.𝜑(𝑥∗) también es ϐijo de𝜑𝑚 (𝜑𝑚(𝜑(𝑥∗)) = 𝜑(𝜑𝑚(𝑥∗)) = 𝜑(𝑥∗)), luego

𝜑(𝑥∗) = 𝑥∗. Todo ϐijo de 𝜑 lo es de 𝜑𝑚: unicidad.
3. Aplica la cota del teorema a la sucesión que empieza en 𝑥𝑘−1: |𝑥𝑘 − 𝑥∗| ≤ 𝑐|𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1|/(1 − 𝑐).
4. 𝜑(𝑥) = 𝐴𝑥 + 𝑏 cumple |𝜑(𝑥) −𝜑(𝑦)| ≤ ‖𝐴‖|𝑥 − 𝑦| (C3‑020.T1): contracción deℝ𝑛. La solución

es 𝑥∗ = (𝐼𝑛 − 𝐴)−1𝑏 = ∑𝑘 𝐴𝑘𝑏, y la iteración desde 𝑥0 = 0 da las sumas parciales.
5. |𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑦)| < |𝑥 − 𝑦| si 𝑥 ≠ 𝑦 (TVM con |𝜑′(𝑡)| = |𝑡|/√𝑡2 + 1 < 1), pero no es contracción:

el cociente tiende a 1 cuando 𝑥, 𝑦 → ∞. No tiene punto ϐijo: √𝑥2 + 1 > |𝑥| ≥ 𝑥.



C3‑025 · Teorema de la función inversa

Motivación

Los mandos de un dron
Undron tiene dosmandos (𝑢, 𝑣); en reposo están en (0, 0), y la posición que alcanza es 𝑓(𝑢, 𝑣) =
(𝑢 + 𝑣3/3, 𝑣 + 𝑢2/4). Para llevarlo a 𝑦 = (0.05, −0.03) no hay fórmula. Pero en el reposo
𝐷𝑓(0, 0) = 𝐼2 no aplasta ninguna dirección, y la corrección 𝑝 ↦ 𝑝 + (𝑦 − 𝑓(𝑝)), repetida des‑
de (0, 0), llega en 4 pasos a |𝑓(𝑝) − 𝑦| < 10−10, con 𝑝 ≈ (0.0500096,−0.0306252). Cerca del
reposo, la solución existe y es única.
Dónde falla la analogı́a: un dron real tiene lı́mites fı́sicos y ruido, y el teorema no dice qué tan
grande es «cerca».

⚠ Regla de esta clase

Ninguna demostración de este capı́tulo usa determinantes (AL.4). «𝐷𝑓(𝑎) invertible» se lee «ja‑
cobiano ≠ 0» (C3‑022.D3), pero lo que se usa es la norma de operador (C3‑020) y la inversión
𝐶∞ (C3‑022.T4).

Parte 1 · Inyectiva cerca y con imagen abierta

Teorema C3‑025.T1 (inyectividad local e imagen abierta)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ𝑛 de clase 𝐶1 y 𝑎 ∈ 𝑈 con 𝐴 ∶= 𝐷𝑓(𝑎) invertible (C3‑007.D5;
se lee «jacobiano≠ 0», C3‑022.D3, pero la prueba no usa determinantes). Sea 𝜆 ∶= 1/(2‖𝐴−1‖).
Existe 𝑟 > 0 con𝑊 ∶= 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈 y ‖𝐷𝑓(𝑥) − 𝐴‖ < 𝜆 para 𝑥 ∈ 𝑊, y entonces:

(a) |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 𝜆|𝑥 − 𝑦| para 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊; en particular 𝑓 es inyectiva en𝑊.

(b) 𝑉 ∶= 𝑓(𝑊) es abierto.

162



Cálculo en varias variables I 163

(c) 𝐷𝑓(𝑥) es invertible para todo 𝑥 ∈ 𝑊.

Idea de la demostración
𝑓(𝑥) = 𝑦 equivale a que 𝑥 sea punto ϐijo de 𝜑𝑦(𝑥) ∶= 𝑥 + 𝐴−1(𝑦 − 𝑓(𝑥)). Cerca de 𝑎, 𝐷𝜑𝑦 es
pequeña, ası́ que 𝜑𝑦 es una contracción: de ahı́ la inyectividad (a) y, con Banach, que la imagen
es abierta (b).

Demostración.

1. 𝐴𝐴−1 = 𝐼𝑛 ≠ 0, ası́ que 𝐴−1 ≠ 0 y ‖𝐴−1‖ > 0 (AL.1, C3‑020.T1): 𝜆 > 0 está deϐinido.
2. 𝑥 ↦ 𝐷𝑓(𝑥) es continua en 𝑎 (C3‑022.T2). Como 𝑈 es abierto, hay 𝑟 > 0 con𝑊 ∶= 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈 y

‖𝐷𝑓(𝑥) − 𝐴‖ < 𝜆 para todo 𝑥 ∈ 𝑊 (C3‑008.D1, C3‑012.D2; se toma el menor de los dos radios).
3. Fijo 𝑦 ∈ ℝ𝑛, sea 𝜑𝑦(𝑥) ∶= 𝑥 + 𝐴−1(𝑦 − 𝑓(𝑥)) en 𝑈. Por C3‑022.T1 (la identidad y las constantes)

y la cadena con la lineal 𝑧 ↦ 𝐴−1𝑧 (C3‑023.T1), 𝜑𝑦 es diferenciable con

𝐷𝜑𝑦(𝑥) = 𝐼𝑛 − 𝐴−1𝐷𝑓(𝑥) = 𝐴−1൫𝐴 − 𝐷𝑓(𝑥)൯

(AL.1).
4. Para 𝑥 ∈ 𝑊, por C3‑020.T1 y el paso 2:

‖𝐷𝜑𝑦(𝑥)‖ ≤ ‖𝐴−1‖ ‖𝐴 − 𝐷𝑓(𝑥)‖ < ‖𝐴−1‖𝜆 = 1
2 .

5. La bola𝑊 es convexa (C3‑011.T2): si 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑊, [𝑥, 𝑥′] ⊂ 𝑊. Por la desigualdad del valor medio
(C3‑022.T3) con𝑀 = 1

2 :

|𝜑𝑦(𝑥) − 𝜑𝑦(𝑥′)| ≤
1
2 |𝑥 − 𝑥′| (𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑊).

6. (a). Por la deϐinición de𝜑𝑦 (AL.1), 𝑥−𝑥′ = ൫𝜑𝑦(𝑥)−𝜑𝑦(𝑥′)൯+𝐴−1൫𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥′)൯. Por el triángulo
(C3‑001.T4), el paso 5 y C3‑020.T1:

|𝑥 − 𝑥′| ≤ 1
2 |𝑥 − 𝑥′| + ‖𝐴−1‖ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥′)|.

Restando y dividiendo entre ‖𝐴−1‖ > 0: |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥′)| ≥ 𝜆|𝑥 − 𝑥′|. Si 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥′), entonces
|𝑥 − 𝑥′| ≤ 0 y 𝑥 = 𝑥′: 𝑓 es inyectiva en𝑊.

7. (b). Sea 𝑦0 ∈ 𝑉, 𝑦0 = 𝑓(𝑥0) con 𝑥0 ∈ 𝑊. Como𝑊 es abierto, hay 𝜌 > 0 con 𝐾 ∶= 𝐵̄(𝑥0, 𝜌) ⊂ 𝑊
(C3‑008.D1, tomando 𝜌 la mitad del radio de una bola abierta en𝑊).
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8. Sea 𝑦 con |𝑦 − 𝑦0| < 𝜆𝜌. Como 𝜑𝑦(𝑥0) = 𝑥0 + 𝐴−1(𝑦 − 𝑦0), para 𝑥 ∈ 𝐾, por el triángulo, el paso
5 y C3‑020.T1:

|𝜑𝑦(𝑥) − 𝑥0| ≤ |𝜑𝑦(𝑥) − 𝜑𝑦(𝑥0)| + |𝐴−1(𝑦 − 𝑦0)|
≤ 1

2𝜌 + ‖𝐴−1‖ |𝑦 − 𝑦0| <
1
2𝜌 +

1
2𝜌 = 𝜌.

Ası́ 𝜑𝑦(𝐾) ⊂ 𝐾.
9. 𝐾 es cerrado (C3‑008.T1) y no vacı́o, y 𝜑𝑦|𝐾 es contracción con 𝑐 = 1

2 (paso 5). Por Banach (C3‑
024.T1), hay 𝑥 ∈ 𝐾 con 𝜑𝑦(𝑥) = 𝑥, es decir, 𝐴−1(𝑦 − 𝑓(𝑥)) = 0.

10. Multiplicando por 𝐴 (C3‑007.T4, AL.1), 𝑦 − 𝑓(𝑥) = 0: 𝑦 = 𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝑊) = 𝑉. Ası́ 𝐵(𝑦0, 𝜆𝜌) ⊂ 𝑉,
y 𝑉 es abierto (C3‑008.D1).

11. (c). Para 𝑥 ∈ 𝑊, ‖𝐷𝑓(𝑥) − 𝐴‖ < 𝜆 < 1/‖𝐴−1‖; por C3‑020.T2, 𝐷𝑓(𝑥) es invertible.■

⚠ La misma 𝐴 en todos los pasos

La corrección usa siempre𝐴 = 𝐷𝑓(𝑎), no𝐷𝑓(𝑥) comoelmétododeNewton. Ası́𝐷𝜑𝑦 es pequeña
en toda la bola a la vez, hay una sola constante 1

2 y Banach se aplica; y no hace falta saber antes
que 𝐷𝑓(𝑥) es invertible: sale en (c).

Parte 2 · La inversa es diferenciable

Teorema C3‑025.T2 (teorema de la función inversa)

En las condiciones de C3‑025.T1, 𝑔 ∶= (𝑓|𝑊)−1 ∶ 𝑉 → 𝑊 es de clase 𝐶1 y 𝐷𝑔(𝑦) = 𝐷𝑓(𝑔(𝑦))−1

para todo 𝑦 ∈ 𝑉. Si además 𝑓 ∈ 𝐶𝑘(𝑈,ℝ𝑛) (𝑘 ≥ 1), 𝑔 ∈ 𝐶𝑘(𝑉, ℝ𝑛).

Idea de la demostración
Por (a), 𝑔 es lipschitziana. El error de 𝑔 se escribe con el error de 𝑓, lo que da 𝐷𝑔 = (𝐷𝑓 ∘ 𝑔)−1.
Esa fórmula es 𝜄 ∘ (𝐷𝑓 ∘ 𝑔) con la inversión 𝜄, que es 𝐶∞ (C3‑022.T4): cada grado de suavidad de
𝑔 da uno más.

Demostración.

1. Por C3‑025.T1 (a), 𝑓|𝑊 ∶ 𝑊 → 𝑉 es biyectiva, ası́ que 𝑔 está bien deϐinida. Para 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝑉, con
𝑥 = 𝑔(𝑦), 𝑥′ = 𝑔(𝑦′) en (a): |𝑔(𝑦)−𝑔(𝑦′)| ≤ |𝑦−𝑦′|/𝜆. En particular𝑔 es continua (C3‑014.D1).
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2. Fijo 𝑦 ∈ 𝑉, sean 𝑥 ∶= 𝑔(𝑦) y 𝐵 ∶= 𝐷𝑓(𝑥)−1, que existe por C3‑025.T1 (c). Como 𝑉 es abierto,
𝑦 + 𝑘 ∈ 𝑉 si |𝑘| es pequeño. Para tales 𝑘 ≠ 0 sea ℎ ∶= 𝑔(𝑦 + 𝑘) − 𝑥: entonces 𝑓(𝑥 + ℎ) = 𝑦 + 𝑘,
ℎ ≠ 0 (𝑔 es inyectiva) y |ℎ| ≤ |𝑘|/𝜆 (paso 1).

3. Como 𝐵𝐷𝑓(𝑥)ℎ = ℎ (C3‑007.T4, AL.1) y 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) = 𝑘:

𝑔(𝑦 + 𝑘) − 𝑔(𝑦) − 𝐵𝑘 = ℎ − 𝐵൫𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)൯ = −𝐵൫𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) − 𝐷𝑓(𝑥)ℎ൯.

4. Sea 𝐸(ℎ) ∶= |𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥) − 𝐷𝑓(𝑥)ℎ|/|ℎ| para ℎ ≠ 0 y 𝐸(0) ∶= 0; 𝐸 es continua en 0 porque
𝑓 es diferenciable en 𝑥 (C3‑022.T2, C3‑022.D1). Por C3‑020.T1 y el paso 2:

|𝑔(𝑦 + 𝑘) − 𝑔(𝑦) − 𝐵𝑘|
|𝑘| ≤ ‖𝐵‖𝐸(ℎ) |ℎ||𝑘| ≤

‖𝐵‖
𝜆 𝐸(ℎ).

5. Cuando 𝑘 → 0, ℎ = 𝑔(𝑦+𝑘)−𝑔(𝑦) → 0 (𝑔 es continua), y𝐸(ℎ) → 0 (C3‑012.T2). Por C3‑022.D1,
𝑔 es diferenciable en 𝑦 con 𝐷𝑔(𝑦) = 𝐵 = 𝐷𝑓(𝑔(𝑦))−1.

6. 𝐶1. Con 𝜄 la inversión de C3‑022.T4,𝐷𝑔 = 𝜄 ∘ (𝐷𝑓 ∘𝑔) en 𝑉. 𝑔 es continua, 𝑥 ↦ 𝐷𝑓(𝑥) es continua
en 𝑊 (C3‑022.T2) con valores en el abierto 𝒢 de las invertibles (C3‑025.T1 c), e 𝜄 es continua
(C3‑020.T2). La composición es continua (C3‑012.T2), y por C3‑022.T2, 𝑔 ∈ 𝐶1(𝑉, ℝ𝑛).

7. 𝐶𝑘 . Supongamos 𝑓 ∈ 𝐶𝑘 y 𝑔 ∈ 𝐶𝑗(𝑉) con 1 ≤ 𝑗 < 𝑘. Las entradas 𝜕𝑗𝑓𝑖 de𝐷𝑓 están en 𝐶𝑘−1(𝑊) ⊂
𝐶𝑗(𝑊) (C3‑018.D1).

8. Por C3‑023.C1, 𝐷𝑓 ∘ 𝑔 ∈ 𝐶𝑗(𝑉, ℝ𝑛2), con valores en 𝒢; como 𝜄 ∈ 𝐶∞(𝒢) (C3‑022.T4), de nuevo
por C3‑023.C1, 𝐷𝑔 = 𝜄 ∘ (𝐷𝑓 ∘ 𝑔) ∈ 𝐶𝑗(𝑉).

9. Las entradas de 𝐷𝑔 son las primeras parciales de 𝑔 (C3‑022.T1), y están en 𝐶𝑗: 𝑔 ∈ 𝐶𝑗+1 (C3‑
018.D1).

10. Por inducción en 𝑗 (C1‑005.T1), desde 𝑗 = 1 (paso 6) hasta 𝑗 = 𝑘: 𝑔 ∈ 𝐶𝑘(𝑉, ℝ𝑛).■

Por qué cada hipótesis

Ejemplo C3‑025.E1 (local no es global; cada hipótesis)
𝑃 (polares) cumple C3‑025.T1 en cada (𝑟, 𝜃) con 𝑟 ≠ 0 y no es inyectiva en (0,∞) × ℝ. 𝑥 ↦ 𝑥3

es biyectiva y 𝐶∞ enℝ, y su inversa no es derivable en 0 (𝐷𝑓(0) = 0). 𝑓(𝑥) ∶= 𝑥+2𝑥2 sen(1/𝑥),
𝑓(0) ∶= 0, tiene𝑓′(0) = 1 yno es inyectiva enningún intervalo alrededor de0 (𝑓′ noes continua
en 0: 𝑓′(1/(2𝑘𝜋)) = −1).

1. Polares. 𝑃 es 𝐶∞ (C3‑018.T2, C2‑014.T6) con 𝐽𝑃(𝑟, 𝜃) de C3‑022.E1. Para 𝑟 ≠ 0, la matriz
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𝐾 ∶= ൭ cos𝜃 sen𝜃
− sen𝜃/𝑟 cos𝜃/𝑟

൱ cumple 𝐾 𝐽𝑃 = 𝐽𝑃 𝐾 = 𝐼2 (AL.1, con sen2+ cos2 = 1, C2‑

014.T5): 𝐽𝑃 es invertible y C3‑025.T1 se aplica. Pero 𝑃(1, 0) = 𝑃(1, 2𝜋) = (1, 0) (C2‑
014.T5): 𝑃 no es inyectiva.

2. 𝑥3. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 es estrictamente creciente, continua y sobre (C1‑023.C2 para 𝑥 > 0 y la
imparidad), 𝐶∞, con 𝑓′(0) = 0. Si su inversa 𝑔 fuera derivable en 0 = 𝑓(0), la cadena
(C1‑030.T1) en 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥 darı́a 1 = 𝑔′(0)𝑓′(0) = 0.

3. 𝑥 + 2𝑥2 sen(1/𝑥). |2ℎ sen(1/ℎ)| ≤ 2|ℎ|, ası́ que 𝑓′(0) = lımℎ→0(1 + 2ℎ sen(1/ℎ)) = 1
(C1‑027.D1). Para 𝑥 ≠ 0 (C1‑029.T2, C1‑030.T1, C2‑014.T6):

𝑓′(𝑥) = 1 + 4𝑥 sen(1/𝑥) − 2 cos(1/𝑥).

4. Con 𝑥𝑘 ∶= 1/(2𝑘𝜋) y 𝑦𝑘 ∶= 1/((2𝑘 + 1)𝜋) (C2‑014.C1): 𝑓′(𝑥𝑘) = −1 y 𝑓′(𝑦𝑘) = 3. Todo
intervalo alrededor de 0 contiene 𝑥𝑘 y 𝑦𝑘 para 𝑘 grande (C1‑007.C1).

5. Si 𝑓 fuera inyectiva en un intervalo 𝐼 ∋ 0, serı́a estrictamente monótona ahı́ (C1‑026.T2),
y su derivada serı́a≥ 0 en todo 𝐼 o≤ 0 en todo 𝐼 (C1‑019.T3, por el signo de los cocientes).
Contradice el paso 4.

−0.1 0.0 0.1
−0.1
0.0
0.1

y= x+ 2x 2 sen(1=x)

Figura 21: La gráϐica de 𝑥+2𝑥2 sen(1/𝑥) cerca de 0 oscila alrededor de la recta 𝑦 = 𝑥: tiene pendiente
1 en el origen, pero no es monótona en ningún intervalo que lo contenga.
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⚠ Lo que cada ejemplo enseña

– Polares: el teorema es local. 𝐷𝑓 invertible en todas partes no da una inversa global.
– 𝑥3: sin 𝐷𝑓(𝑎) invertible puede haber inversa, pero no diferenciable.
– 𝑥 + 2𝑥2 sen(1/𝑥): 𝐷𝑓(𝑎) invertible en un solo punto no basta; hace falta que 𝐷𝑓 sea con‑

tinua (que 𝑓 sea 𝐶1), para que ‖𝐷𝑓(𝑥) − 𝐴‖ < 𝜆 en una bola.

Ejercicios

1. Sea 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑒𝑥 cos𝑦, 𝑒𝑥 sen𝑦). Demuestra que𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) es invertible en todo punto (sin deter‑
minantes, exhibiendo la inversa) y que 𝑓 no es inyectiva.

2. Para 𝑓 del ejercicio 1 y su inversa local 𝑔 cerca de 𝑓(0, 0) = (1, 0), calcula 𝐷𝑔(1, 0).
3. Demuestra que si 𝑓 es como en C3‑025.T1, entonces 𝑓manda abiertos contenidos en𝑊 en abier‑

tos.
4. Sea 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑥2 en ℝ. Encuentra el mayor intervalo abierto alrededor de 0 donde se aplica el

teorema y la fórmula de 𝑔′.
5. ¿Por qué la prueba de (b) usa la bola cerrada 𝐵̄(𝑥0, 𝜌) y no la abierta?

Respuestas

1. 𝐽𝑓 = 𝑒𝑥 ൭cos𝑦 − sen𝑦
sen𝑦 cos𝑦

൱ y 𝑒−𝑥 ൭ cos𝑦 sen𝑦
− sen𝑦 cos𝑦

൱ es su inversa (sen2+ cos2 = 1). 𝑓(0, 0) =

𝑓(0, 2𝜋).
2. 𝐷𝑔(1, 0) = 𝐷𝑓(0, 0)−1 = 𝐼−12 = 𝐼2.
3. Si 𝑂 ⊂ 𝑊 es abierto, para 𝑥0 ∈ 𝑂 hay 𝜌 con 𝐵̄(𝑥0, 𝜌) ⊂ 𝑂, y los pasos 8‑10 dan 𝐵(𝑓(𝑥0), 𝜆𝜌) ⊂

𝑓(𝑂).
4. 𝑓′(𝑥) = 1+2𝑥 ≠ 0 salvo en𝑥 = −1/2; en (−1/2,∞)𝑓 es inyectiva, con𝑔(𝑦) = (−1+ඥ1 + 4𝑦)/2

y 𝑔′(𝑦) = 1/𝑓′(𝑔(𝑦)) = 1/ඥ1 + 4𝑦 para 𝑦 > −1/4.
5. Banach pide un conjunto cerrado (C3‑024.T1): en la abierta, el punto ϐijo podrı́a estar en el borde

y no pertenecerle.



C3‑026 · Teorema de la función implícita

Motivación

Un sendero en unmapa topográϐico
En un mapa topográϐico, la curva de nivel de 2,000 m de una colina en forma de domo es (en
km, centrada) la circunferencia 𝑥2 + 𝑦2 = 1. Cerca de (0.6, 0.8) el sendero es la gráϐica de 𝑦 =
√1 − 𝑥2, con pendiente −0.6/0.8 = −0.75. Cerca de (1, 0), donde el sendero va de norte a sur,
no: a cada 𝑥 < 1 le tocan dos puntos. Ahı́, en cambio, se puede despejar 𝑥 = ඥ1 − 𝑦2.
El teoremade la función implı́cita dice cuándo una ecuación𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 se puede despejar cerca
de un punto, y con qué derivada. En Cálculo I la derivación implı́cita (C1‑031.D1) suponía que
se podı́a; aquı́ se demuestra.
Dónde falla la analogı́a: un sendero real tiene ancho; el teorema solo describe un pedazo peque‑
ño del nivel alrededor de un punto, nunca el sendero entero.

Parte 1 · Despejar cerca de un punto

Teorema C3‑026.T0 (inversa por bloques)

Si 𝐴 es𝑚 × 𝑛 y 𝐵 es𝑚 ×𝑚 invertible, la matriz (𝑛 +𝑚) × (𝑛 +𝑚) 𝑀 ∶= ൭𝐼𝑛 0
𝐴 𝐵

൱ es invertible,

con𝑀−1 = ൭ 𝐼𝑛 0
−𝐵−1𝐴 𝐵−1

൱. Recı́procamente, si𝑀 es invertible, 𝐵 lo es.

Demostración. Todas las cuentas son productos por bloques (AL.1).

168
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1. Sea 𝑁 ∶= ൭ 𝐼𝑛 0
−𝐵−1𝐴 𝐵−1

൱. Entonces (C3‑007.T4)

𝑀𝑁 = ൭ 𝐼𝑛 0
𝐴 − 𝐵𝐵−1𝐴 𝐵𝐵−1

൱ = ൭𝐼𝑛 0
0 𝐼𝑚

൱ .

2. Y

𝑁𝑀 = ൭ 𝐼𝑛 0
−𝐵−1𝐴 + 𝐵−1𝐴 𝐵−1𝐵

൱ = 𝐼𝑛+𝑚.

Ası́𝑀 es invertible y𝑀−1 = 𝑁 (C3‑007.D5).

3. Recíproco. Sea 𝑁′ = ൭𝑁11 𝑁12
𝑁21 𝑁22

൱ (bloques del tamaño de los de𝑀) con𝑀𝑁′ = 𝑁′𝑀 = 𝐼𝑛+𝑚. El

primer renglón de bloques de𝑀𝑁′ es (𝑁11, 𝑁12), ası́ que 𝑁11 = 𝐼𝑛 y 𝑁12 = 0.
4. El bloque (2, 2) de𝑀𝑁′ = 𝐼 es 𝐴𝑁12 + 𝐵𝑁22 = 𝐼𝑚, es decir, 𝐵𝑁22 = 𝐼𝑚.
5. El bloque (2, 2) de 𝑁′𝑀 = 𝐼 es 𝑁21 ⋅ 0 + 𝑁22𝐵 = 𝐼𝑚, es decir,𝑁22𝐵 = 𝐼𝑚.
6. Por C3‑007.D5, 𝐵 es invertible con 𝐵−1 = 𝑁22.■

⚠ Los dos lados

El paso 5 no sobra: «𝐵𝑁22 = 𝐼𝑚 implica 𝑁22𝐵 = 𝐼𝑚» es cierto para matrices cuadradas, pero su
prueba usa rango y nulidad, que el curso no necesita. Leer los dos productos lo evita.

Notación: para𝐹 ∶ 𝑈 → ℝ𝑚 con𝑈 ⊂ ℝ𝑛+𝑚,𝐷𝑥𝐹 es lamatriz𝑚×𝑛 de las parciales respecto de 𝑥1, … , 𝑥𝑛
y 𝐷𝑦𝐹 la𝑚 ×𝑚 de las parciales respecto de 𝑦1, … , 𝑦𝑚; ası́ 𝐽𝐹 = (𝐷𝑥𝐹 𝐷𝑦𝐹) (C3‑022.T1).

Teorema C3‑026.T1 (teorema de la función implícita)

Sean𝑈 ⊂ ℝ𝑛+𝑚 abierto (puntos (𝑥, 𝑦),𝑥 ∈ ℝ𝑛,𝑦 ∈ ℝ𝑚),𝐹 ∶ 𝑈 → ℝ𝑚 de clase𝐶1 y (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑈 con
𝐹(𝑎, 𝑏) = 0 y𝐷𝑦𝐹(𝑎, 𝑏) ∶= (𝜕𝐹𝑖/𝜕𝑦𝑗(𝑎, 𝑏)) invertible. Existen abiertos𝑈0 ⊂ 𝑈 con (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑈0 y
𝑊 ⊂ ℝ𝑛 con 𝑎 ∈ 𝑊, y una única 𝜑 ∶ 𝑊 → ℝ𝑚 tal que, para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈0: 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 ∈ 𝑊
y 𝑦 = 𝜑(𝑥). Además (𝑥, 𝜑(𝑥)) ∈ 𝑈0 para 𝑥 ∈ 𝑊, 𝜑 es de clase 𝐶1, 𝜑(𝑎) = 𝑏, 𝐷𝑦𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥)) es
invertible y

𝐷𝜑(𝑥) = −𝐷𝑦𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥))−1𝐷𝑥𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥)) (𝑥 ∈ 𝑊).

Si 𝐹 ∈ 𝐶𝑘 , 𝜑 ∈ 𝐶𝑘 .
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Idea de la demostración

𝐺(𝑥, 𝑦) ∶= (𝑥, 𝐹(𝑥, 𝑦)) nomueve 𝑥 ymide cuánto falla la ecuación. Su jacobiana es൭ 𝐼𝑛 0
𝐷𝑥𝐹 𝐷𝑦𝐹

൱,

invertible por C3‑026.T0. La función inversa da 𝐺−1, que tampoco mueve 𝑥; el nivel 𝐹 = 0 es la
imagen por 𝐺−1 del «piso» {(𝑥, 0)}.

Parte 2 · La demostración y la derivación implícita

Demostración de C3‑026.T1.

1. Sea 𝐺 ∶ 𝑈 → ℝ𝑛+𝑚, 𝐺(𝑥, 𝑦) ∶= (𝑥, 𝐹(𝑥, 𝑦)). Sus componentes son las proyecciones 𝑥𝑖 y las 𝐹𝑗 , ası́
que 𝐺 es de clase 𝐶1 (y 𝐶𝑘 si 𝐹 lo es) (C3‑022.D2, C3‑018.T2), con

𝐽𝐺(𝑥, 𝑦) = ൭ 𝐼𝑛 0
𝐷𝑥𝐹(𝑥, 𝑦) 𝐷𝑦𝐹(𝑥, 𝑦)

൱

(C3‑022.T1).
2. Como 𝐷𝑦𝐹(𝑎, 𝑏) es invertible, 𝐽𝐺(𝑎, 𝑏) lo es (C3‑026.T0).
3. Por la función inversa (C3‑025.T1, C3‑025.T2) aplicada a𝐺 en (𝑎, 𝑏), hay una bola abierta𝑈0 ⊂ 𝑈

con centro (𝑎, 𝑏) tal que𝐺 es inyectiva en𝑈0,𝑉0 ∶= 𝐺(𝑈0) es abierto, 𝐽𝐺(𝑝) es invertible para todo
𝑝 ∈ 𝑈0, y 𝐻 ∶= (𝐺|𝑈0)−1 ∶ 𝑉0 → 𝑈0 es de clase 𝐶1 (𝐶𝑘 si 𝐹 lo es).

4. 𝐻 no mueve 𝑥: si 𝐻(𝑥, 𝑧) = (𝑥′, 𝑦′), entonces (𝑥, 𝑧) = 𝐺(𝑥′, 𝑦′) = (𝑥′, 𝐹(𝑥′, 𝑦′)), y 𝑥′ = 𝑥 (C3‑
001.D1). Ası́𝐻(𝑥, 𝑧) = (𝑥, ℎ(𝑥, 𝑧)), donde ℎ, formada por las últimas𝑚 componentes de𝐻, es de
clase 𝐶1 (𝐶𝑘) (C3‑022.D2).

5. Sea𝑊 ∶= {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ (𝑥, 0) ∈ 𝑉0}. Es la preimagen del abierto 𝑉0 por 𝑥 ↦ (𝑥, 0), que es continua
(C3‑012.T2), luego es abierto (C3‑012.T4). Como 𝐺(𝑎, 𝑏) = (𝑎, 𝐹(𝑎, 𝑏)) = (𝑎, 0), 𝑎 ∈ 𝑊.

6. Sea 𝜑(𝑥) ∶= ℎ(𝑥, 0) para 𝑥 ∈ 𝑊. Entonces (𝑥, 𝜑(𝑥)) = 𝐻(𝑥, 0) ∈ 𝑈0 y 𝐺(𝑥, 𝜑(𝑥)) = (𝑥, 0), es
decir, 𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥)) = 0. Como𝐻(𝑎, 0) = (𝑎, 𝑏), 𝜑(𝑎) = 𝑏. Y 𝜑 es 𝐶1 (𝐶𝑘), por ser composición de ℎ
con 𝑥 ↦ (𝑥, 0) (C3‑023.C1, C3‑022.T1).

7. Equivalencia. Sea (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈0. Si 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0, entonces 𝐺(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 0) ∈ 𝑉0, ası́ que 𝑥 ∈ 𝑊, y
como 𝐺 es inyectiva en 𝑈0, (𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑥, 0) = (𝑥, 𝜑(𝑥)): 𝑦 = 𝜑(𝑥). Recı́procamente, si 𝑥 ∈ 𝑊 y
𝑦 = 𝜑(𝑥), 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 por el paso 6.

8. Unicidad. Si 𝜑̃ ∶ 𝑊 → ℝ𝑚 cumple la misma equivalencia y 𝑥 ∈ 𝑊, el punto (𝑥, 𝜑(𝑥)) ∈ 𝑈0 cumple
𝐹 = 0 (paso 6), ası́ que 𝜑(𝑥) = 𝜑̃(𝑥).

9. 𝐷𝑦𝐹 invertible. Para 𝑥 ∈ 𝑊, (𝑥, 𝜑(𝑥)) ∈ 𝑈0, ası́ que 𝐽𝐺(𝑥, 𝜑(𝑥)) es invertible (paso 3), y por el
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recı́proco de C3‑026.T0 su bloque 𝐷𝑦𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥)) lo es.

10. Fórmula. 𝑥 ↦ (𝑥, 𝜑(𝑥)) tiene jacobiana ൭ 𝐼𝑛
𝐷𝜑(𝑥)

൱ (C3‑022.T1). Derivando 𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥)) = 0 con la

cadena (C3‑023.T1) y multiplicando por bloques (AL.1):

0 = 𝐷𝑥𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥)) + 𝐷𝑦𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥))𝐷𝜑(𝑥).

11. Multiplicandopor𝐷𝑦𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥))−1 a la izquierda (C3‑007.T4):𝐷𝜑(𝑥) = −𝐷𝑦𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥))−1𝐷𝑥𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥)).
■

Corolario C3‑026.C1 (una ecuación)

Si 𝑈 ⊂ ℝ2 es abierto, 𝐹 ∈ 𝐶1(𝑈), 𝐹(𝑎, 𝑏) = 0 y 𝜕2𝐹(𝑎, 𝑏) ≠ 0, cerca de (𝑎, 𝑏) el nivel 𝐹 = 0
es la gráϐica de una 𝜑 de clase 𝐶1 con 𝜑′(𝑥) = −𝜕1𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥))/𝜕2𝐹(𝑥, 𝜑(𝑥)). Esto justiϐica la
derivación implı́cita de C1‑031.D1.

Demostración.

1. Con 𝑛 = 𝑚 = 1, 𝐷𝑦𝐹(𝑎, 𝑏) es la matriz 1 × 1 (𝜕2𝐹(𝑎, 𝑏)), invertible porque 𝜕2𝐹(𝑎, 𝑏) ≠ 0, con
inversa (1/𝜕2𝐹(𝑎, 𝑏)) (C3‑007.D5).

2. C3‑026.T1 da 𝑈0,𝑊 y 𝜑; la fórmula de 𝐷𝜑 con matrices 1 × 1 es la del enunciado.
3. La derivación implı́cita de C1‑031.D1 derivaba 𝐹(𝑥, 𝑦(𝑥)) = 0 con la cadena suponiendo que 𝑦

era derivable; el paso 2 garantiza esa 𝑦 = 𝜑, de clase 𝐶1, cerca de cada punto con 𝜕2𝐹 ≠ 0.■

La derivación implícita de Cálculo I
Para 𝑥3 + 𝑦3 = 2 en (1, 1): 𝐹 = 𝑥3 + 𝑦3 − 2, 𝜕2𝐹 = 3𝑦2 = 3 ≠ 0. Por C3‑026.C1 hay 𝜑 de clase
𝐶1 con 𝜑(1) = 1 y 𝜑′(1) = −3𝑥2/3𝑦2 = −1. En (21/3, 0), 𝜕2𝐹 = 0 y la curva tiene tangente
vertical.

Corolario C3‑026.C2 (curvas en un nivel)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto (𝑛 ≥ 2), 𝐹 ∈ 𝐶1(𝑈), 𝐹(𝑝) = 𝑐 y ∇𝐹(𝑝) ≠ 0. Para todo 𝑣 ∈ ℝ𝑛 con
∇𝐹(𝑝) ⋅ 𝑣 = 0 existen 𝛿 > 0 y 𝛾 ∶ (−𝛿, 𝛿) → 𝑈 de clase 𝐶1 con 𝐹(𝛾(𝑡)) = 𝑐, 𝛾(0) = 𝑝 y 𝛾′(0) = 𝑣.
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Idea de la demostración
Se despeja la coordenada 𝑥𝑖 con 𝜕𝑖𝐹(𝑝) ≠ 0 en función de las demás, se mueven esas demás en
lı́nea recta con velocidad 𝑣̂, y la fórmula de 𝐷𝜑 junto con ∇𝐹(𝑝) ⋅ 𝑣 = 0 dice que la coordenada
despejada se mueve con velocidad 𝑣𝑖 .

Demostración.

1. Como ∇𝐹(𝑝) ≠ 0, hay 𝑖 con 𝜕𝑖𝐹(𝑝) ≠ 0. Para 𝑧 ∈ ℝ𝑛, sea 𝑧̂ ∈ ℝ𝑛−1 el vector sin la coordena‑
da 𝑖, y 𝜎(𝑧̂, 𝑠) ∈ ℝ𝑛 el que inserta 𝑠 en el lugar 𝑖. 𝜎 es lineal y biyectiva (una permutación de
coordenadas), luego 𝐶∞ (C3‑022.T1).

2. 𝑈̃ ∶= 𝜎−1(𝑈) es abierto (C3‑012.T4), y 𝐹̃(𝑧̂, 𝑠) ∶= 𝐹(𝜎(𝑧̂, 𝑠)) − 𝑐 es 𝐶1 en 𝑈̃ (C3‑023.C1), con
𝐹̃(𝑝̂, 𝑝𝑖) = 0. Por la cadena (C3‑023.T1), 𝜕𝑠𝐹̃(𝑝̂, 𝑝𝑖) = 𝜕𝑖𝐹(𝑝) ≠ 0 y 𝜕𝐹̃/𝜕𝑧𝑗(𝑝̂, 𝑝𝑖) = 𝜕𝑗𝐹(𝑝) para
𝑗 ≠ 𝑖.

3. Por C3‑026.T1 con 𝑛 − 1 y𝑚 = 1: hay𝑊 ⊂ ℝ𝑛−1 abierto con 𝑝̂ ∈ 𝑊 y 𝜑 ∶ 𝑊 → ℝ de clase 𝐶1

con 𝜑(𝑝̂) = 𝑝𝑖 , 𝐹̃(𝑤̂, 𝜑(𝑤̂)) = 0 y (𝑤̂, 𝜑(𝑤̂)) ∈ 𝑈̃ para 𝑤̂ ∈ 𝑊, y

𝜕𝑗𝜑(𝑝̂) = −
𝜕𝑗𝐹(𝑝)
𝜕𝑖𝐹(𝑝)

(𝑗 ≠ 𝑖).

4. Como𝑊 es abierto, hay 𝜌 > 0 con 𝐵(𝑝̂, 𝜌) ⊂ 𝑊 (C3‑008.D1); sea 𝛿 ∶= 𝜌/(|𝑣̂| + 1). Para |𝑡| < 𝛿,
𝑝̂ + 𝑡𝑣̂ ∈ 𝑊.

5. Sea 𝛾(𝑡) ∶= 𝜎൫𝑝̂ + 𝑡𝑣̂, 𝜑(𝑝̂ + 𝑡𝑣̂)൯ para |𝑡| < 𝛿. Es de clase 𝐶1 (C3‑023.C1, C3‑002.T3), está en 𝑈
(paso 3), 𝐹(𝛾(𝑡)) = 𝐹̃(… ) + 𝑐 = 𝑐 y 𝛾(0) = 𝜎(𝑝̂, 𝑝𝑖) = 𝑝.

6. Las componentes 𝑗 ≠ 𝑖 de 𝛾 son 𝑝𝑗 +𝑡𝑣𝑗 , con derivada 𝑣𝑗 (C3‑002.T3). La componente 𝑖 es𝜑(𝑝̂ +
𝑡𝑣̂), con derivada en 0 igual a ∇𝜑(𝑝̂) ⋅ 𝑣̂ (C3‑016.T4), que por el paso 3 es

− 1
𝜕𝑖𝐹(𝑝)

෍
𝑗≠𝑖

𝜕𝑗𝐹(𝑝) 𝑣𝑗 = − 1
𝜕𝑖𝐹(𝑝)

൫ − 𝜕𝑖𝐹(𝑝) 𝑣𝑖൯ = 𝑣𝑖 ,

porque ∇𝐹(𝑝) ⋅ 𝑣 = 0 (C3‑016.T1, C3‑001.D2).
7. Ası́ 𝛾′(0) = 𝑣.■

Con C3‑023.T2, esto dice que los vectores ortogonales a ∇𝐹(𝑝) son exactamente las velocidades en 𝑝
de las curvas 𝐶1 en el nivel. Es la pieza que usa Lagrange (C3‑029.T1).
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Ejemplo C3‑026.E1 (la circunferencia)
Para 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 1: cerca de (0, 1), 𝑦 = √1 − 𝑥2; cerca de (1, 0), 𝜕2𝐹 = 0 y ninguna
función 𝑦(𝑥) describe el nivel (para 𝑥 < 1 hay dos valores ±√1 − 𝑥2, para 𝑥 > 1 ninguno),
aunque sı́ 𝑥 = ඥ1 − 𝑦2.

1. Cerca de (0, 1). 𝜕2𝐹(0, 1) = 2 ≠ 0, y C3‑026.C1 da 𝜑. En la ventana {𝑦 > 0}, 𝐹 = 0 ⟺
𝑦 = √1 − 𝑥2, por la unicidad de la raı́z positiva (C2‑014.T1); ası́ 𝜑(𝑥) = √1 − 𝑥2, con
𝜑′(𝑥) = −𝑥/√1 − 𝑥2 = −𝜕1𝐹/𝜕2𝐹 (C1‑030.T1). En 𝑥 = 0.6: 𝜑′ = −0.75.

2. Cerca de (1, 0). 𝜕2𝐹(1, 0) = 0. Supongamos que hubiera 𝑈0 ∋ (1, 0) abierto y una función
𝑦(𝑥) con «𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 y (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈0 ⟺ 𝑦 = 𝑦(𝑥)». Hay 𝜀 > 0 con 𝐵((1, 0), 𝜀) ⊂ 𝑈0. Para
𝑥 ∈ (1 − 𝜀2/2, 1), los dos puntos (𝑥, ±√1 − 𝑥2) están en el nivel, son distintos y distan de
(1, 0)menos que 𝜀, pues (𝑥 − 1)2 + 1 − 𝑥2 = 2 − 2𝑥 < 𝜀2. Contradicción.

3. 𝑥 en función de 𝑦. 𝜕1𝐹(1, 0) = 2 ≠ 0, y el mismo argumento del paso 1, con los papeles
cambiados, da 𝑥 = ඥ1 − 𝑦2 cerca de (1, 0).

y=
p
1¡ x 2

x=
q
1¡ y 2

tangente vertical

Figura 22: La circunferencia cerca de (0, 1) es la gráϐica de 𝑦 = √1 − 𝑥2 (trazo continuo); cerca de
(1, 0), donde la tangente es vertical, es la gráϐica de 𝑥 = ඥ1 − 𝑦2 (discontinuo).
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Por qué cada hipótesis

⚠ 𝐷𝑦𝐹(𝑎, 𝑏) invertible

Es lo que falla en (1, 0) en el ejemplo anterior. Y aun cuando sı́ hay una solución continua, puede
no ser derivable: 𝑦3 − 𝑥 = 0 en (0, 0) tiene 𝜕2𝐹 = 0 y su solución 𝑦 = 3√𝑥 no es derivable en 0.

⚠ 𝐹 de clase 𝐶1

Sea𝑔(𝑦) ∶= 𝑦+2𝑦2 sen(1/𝑦),𝑔(0) ∶= 0, y𝐹(𝑥, 𝑦) ∶= 𝑔(𝑦)−𝑥. Entonces 𝜕2𝐹(0, 0) = 𝑔′(0) = 1,
pero𝑔 no es inyectiva en ningún intervalo alrededor de 0 (C3‑025.E1): en cualquier ventana hay
𝑥 con dos 𝑦 distintos tales que 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0. Falla porque 𝜕2𝐹 no es continua.

⚠ En C3‑026.C2, ∇𝐹(𝑝) ≠ 0

El nivel 0 de 𝐹 = 𝑥2−𝑦2 son las rectas 𝑦 = ±𝑥, y ∇𝐹(0) = 0. Toda 𝑣 cumple ∇𝐹(0) ⋅ 𝑣 = 0, pero
no hay curva 𝐶1 en el nivel con 𝛾(0) = 0 y 𝛾′(0) = (1, 0): sobre el nivel |𝛾2| = |𝛾1|, y 𝛾1(𝑡)/𝑡 → 1
mientras 𝛾2(𝑡)/𝑡 → 0.

Ejercicios

1. Demuestra que 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 3 deϐine 𝑧 = 𝜑(𝑥, 𝑦) cerca de (1, 1, 1) y calcula ∇𝜑(1, 1).
2. Para el sistema 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2, cerca de (0, 1, −1): ¿se pueden despejar (𝑦, 𝑧)

en función de 𝑥? Calcula (𝑦′(0), 𝑧′(0)).
3. Demuestra que 𝑒𝑦 + 𝑦 = 𝑥 deϐine una única 𝑦 = 𝜑(𝑥) en todoℝ, de clase 𝐶∞, y calcula 𝜑′(1).
4. Con C3‑026.C2, construye una curva en la esfera 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 3 que pase por (1, 1, 1) con

velocidad (1, −1, 0).
5. Explica por qué C3‑026.T0 no necesita que 𝐴 sea cuadrada.

Respuestas

1. 𝜕𝑧𝐹 = 2𝑧 = 2 ≠ 0. ∇𝜑 = −(𝜕𝑥𝐹, 𝜕𝑦𝐹)/𝜕𝑧𝐹 = −(2, 2)/2 = (−1,−1).

2. 𝐷(𝑦,𝑧)𝐹 = ൭ 1 1
2𝑦 2𝑧

൱ = ൭1 1
2 −2

൱, invertible (inversa 1
4 ൭

2 1
2 −1

൱). 𝐷𝑥𝐹 = (1, 0)T, y (𝑦′, 𝑧′) =

−1
4(2, 2) = (−1/2,−1/2).
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3. 𝑦 ↦ 𝑒𝑦+𝑦 es estrictamente creciente, continua y con lı́mites∓∞: biyectiva. 𝜕𝑦𝐹 = 𝑒𝑦+1 ≠ 0, ası́
que𝜑 es𝐶∞ cerca de cada punto (C3‑026.T1 con𝐹 ∈ 𝐶∞). En 𝑥 = 1, 𝑦 = 0:𝜑′(1) = 1/(𝑒0+1) =
1/2.

4. Se despeja 𝑧 = ඥ3 − 𝑥2 − 𝑦2 y 𝛾(𝑡) = (1 + 𝑡, 1 − 𝑡, ඥ3 − (1 + 𝑡)2 − (1 − 𝑡)2) = (1 + 𝑡, 1 −
𝑡, √1 − 2𝑡2); 𝛾′(0) = (1,−1, 0).

5. Los productos por bloques solo piden tamaños compatibles:𝐵𝐵−1𝐴 tiene sentido con𝐴 de𝑚×𝑛.



C3‑027 · Divergencia, rotacional y
laplaciano

Motivación

Un tocadiscos
Un tocadiscos gira a 1 rad/s. La velocidad de cada punto del disco es 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (−𝑦, 𝑥, 0): un
punto a 15 cm del centro va a 0.15 m/s, uno a 5 cm, a 0.05 m/s. Un molinillo diminuto puesto
sobre el disco gira, sin embargo, igual en todas partes: lo que lo hace girar es la diferencia de
velocidades entre sus dos lados, y esa diferencia no depende del lugar. El rotacional mide eso, y
vale (0, 0, 2) en todo punto.
Dónde falla la analogı́a: «el molinillo gira con velocidad 1

2 rot𝐹» es una lectura fı́sica que aquı́
no se demuestra; la justiϐica el teorema de Stokes, en Cálculo IV. En este capı́tulo div y rot solo
se deϐinen y se calculan.

Deϐiniciones

Deϐinición C3‑027.D1 (divergencia, rotacional, laplaciano)

Sea 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto. Para un campo 𝐹 ∈ 𝐶1(𝑈,ℝ𝑛): div𝐹 ∶= ∑𝑖 𝜕𝑖𝐹𝑖 . Para 𝑛 = 3:

rot𝐹 ∶= (𝜕2𝐹3 − 𝜕3𝐹2, 𝜕3𝐹1 − 𝜕1𝐹3, 𝜕1𝐹2 − 𝜕2𝐹1) («∇ × 𝐹»).

Para 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈): laplaciano Δ𝑓 ∶= ∑𝑖 𝜕𝑖𝜕𝑖𝑓 = div∇𝑓; 𝑓 es armónica si Δ𝑓 = 0.

La notación ∇ × 𝐹 recuerda el producto cruz (C3‑006.D1): formalmente es (𝜕1, 𝜕2, 𝜕3) × (𝐹1, 𝐹2, 𝐹3).
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Resultados

Teorema C3‑027.T1 (identidades)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ3 abierto, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶2(𝑈) y 𝐹 ∈ 𝐶2(𝑈,ℝ3). rot(∇𝑓) = 0; div(rot𝐹) = 0; div(𝑔𝐹) =
∇𝑔 ⋅ 𝐹 + 𝑔 div𝐹; rot(𝑔𝐹) = ∇𝑔 × 𝐹 + 𝑔 rot𝐹; Δ(𝑓𝑔) = 𝑔Δ𝑓 + 2∇𝑓 ⋅ ∇𝑔 + 𝑓Δ𝑔.

Idea de la demostración
Las dos primeras: cada componente es una resta de parciales cruzadas, que Schwarz iguala. Las
otras: la regla del producto en cada parcial.

Demostración. Recordemos que 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑓 ∶= 𝜕𝑗(𝜕𝑖𝑓) (C3‑018.D1) y que, por Schwarz, para ℎ ∈ 𝐶2(𝑈),
𝜕𝑗𝜕𝑖ℎ = 𝜕𝑖𝜕𝑗ℎ (C3‑018.T1). Cada parcial es la derivada en una variable (C3‑015.T1), ası́ que es lineal y
cumple la regla del producto (C3‑016.T3).

1. rot∇𝑓 = 0. Con 𝐹 = ∇𝑓 = (𝜕1𝑓, 𝜕2𝑓, 𝜕3𝑓) (C3‑016.T1), la primera componente es 𝜕2(𝜕3𝑓) −
𝜕3(𝜕2𝑓) = 𝜕2𝜕3𝑓 − 𝜕3𝜕2𝑓 = 0 (C3‑018.T1). Las otras dos, igual.

2. div rot𝐹 = 0. Por linealidad de las parciales:

div rot𝐹 = 𝜕1(𝜕2𝐹3 − 𝜕3𝐹2) + 𝜕2(𝜕3𝐹1 − 𝜕1𝐹3) + 𝜕3(𝜕1𝐹2 − 𝜕2𝐹1)
= (𝜕1𝜕2𝐹3 − 𝜕2𝜕1𝐹3) + (𝜕2𝜕3𝐹1 − 𝜕3𝜕2𝐹1) + (𝜕3𝜕1𝐹2 − 𝜕1𝜕3𝐹2),

reagrupando (C1‑005.T12). Cada paréntesis es 0 por C3‑018.T1, pues cada 𝐹𝑖 ∈ 𝐶2.
3. div(𝑔𝐹). Por la regla del producto, 𝜕𝑖(𝑔𝐹𝑖) = (𝜕𝑖𝑔)𝐹𝑖 + 𝑔𝜕𝑖𝐹𝑖; sumando en 𝑖 (C1‑005.T12),

div(𝑔𝐹) = ∇𝑔 ⋅ 𝐹 + 𝑔 div𝐹 (C3‑001.D2).
4. rot(𝑔𝐹). La primera componente es

𝜕2(𝑔𝐹3) − 𝜕3(𝑔𝐹2) = (𝜕2𝑔𝐹3 − 𝜕3𝑔𝐹2) + 𝑔(𝜕2𝐹3 − 𝜕3𝐹2),

que es (∇𝑔 × 𝐹)1 + 𝑔(rot𝐹)1 (C3‑006.D1). Las otras dos, igual, permutando los ı́ndices.
5. Δ(𝑓𝑔). Por la regla del producto dos veces:

𝜕𝑖𝜕𝑖(𝑓𝑔) = 𝜕𝑖൫𝜕𝑖𝑓 𝑔 + 𝑓 𝜕𝑖𝑔൯ = 𝜕𝑖𝜕𝑖𝑓 𝑔 + 2𝜕𝑖𝑓 𝜕𝑖𝑔 + 𝑓 𝜕𝑖𝜕𝑖𝑔,

y se suma en 𝑖 (C1‑005.T12, C3‑001.D2).■
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Ejemplo C3‑027.E1
𝐹 = (−𝑦, 𝑥, 0): div𝐹 = 0 y rot𝐹 = (0, 0, 2) (giro); 𝐹(𝑥) = 𝑥: div𝐹 = 3 y rot𝐹 = 0; 1/|𝑥| es
armónica enℝ3 ∖ {0}.

1. Giro.div𝐹 = 𝜕1(−𝑦)+𝜕2𝑥+𝜕30 = 0 y rot𝐹 = (𝜕20−𝜕3𝑥, 𝜕3(−𝑦)−𝜕10, 𝜕1𝑥−𝜕2(−𝑦)) =
(0, 0, 2) (C3‑015.T1).

2. Radial. div 𝑥 = 1 + 1 + 1 = 3; cada componente del rotacional es una resta como 𝜕2𝑥3 −
𝜕3𝑥2 = 0 − 0.

3. 1/|𝑥|. En ℝ3 ∖ {0}, ∇|𝑥| = 𝑥/|𝑥| (C3‑016.E1), y por la cadena con 𝑡 ↦ 1/𝑡 (C3‑016.T4,
C1‑029.C1),

𝜕𝑖
1
|𝑥| = − 1

|𝑥|2 ⋅
𝑥𝑖
|𝑥| = − 𝑥𝑖

|𝑥|3 .

4. Derivando otra vez (regla del producto; 𝜕𝑖|𝑥|−3 = −3|𝑥|−4 𝑥𝑖/|𝑥| por la cadena con 𝑡 ↦
𝑡−3):

𝜕𝑖𝜕𝑖
1
|𝑥| = − 1

|𝑥|3 +
3𝑥2𝑖
|𝑥|5 .

5. Sumando en 𝑖 = 1, 2, 3, con 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 = |𝑥|2 (C3‑001.D2):

Δ 1
|𝑥| = − 3

|𝑥|3 +
3|𝑥|2
|𝑥|5 = 0.
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−1 0 1−1

0

1

Figura 23: El campo del tocadiscos 𝐹 = (−𝑦, 𝑥, 0): las ϐlechas crecen con la distancia al centro, pero
rot𝐹 = (0, 0, 2) en todo punto.

⚠ Circular no es rotar

El remolino𝑉 = (−𝑦, 𝑥, 0)/(𝑥2+𝑦2), deϐinido fuera del eje 𝑧, hace que las partı́culas den vueltas,
y sin embargo

(rot𝑉)3 = 𝜕1
𝑥

𝑥2 + 𝑦2 + 𝜕2
𝑦

𝑥2 + 𝑦2 =
𝑦2 − 𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2 +
𝑥2 − 𝑦2

(𝑥2 + 𝑦2)2 = 0,

y las otras dos componentes también son 0. Dar vueltas alrededor de un eje y tener rotacional
distinto de 0 en cada punto son cosas distintas. (La diferencia entre las dos se entiende con
integrales de lı́nea, en Cálculo IV.)

⚠ Las hipótesis 𝐶2

rot∇𝑓 = 0 necesita que las parciales cruzadas coincidan. Con la 𝑓 de Peano (C3‑018.E1), que
es 𝐶1 y no 𝐶2, 𝜕2𝜕1𝑓(0) = −1 ≠ 1 = 𝜕1𝜕2𝑓(0): la expresión 𝜕1(𝜕2𝑓) − 𝜕2(𝜕1𝑓), que serı́a la
tercera componente de rot∇𝑓, existe en el origen y vale 2. (Ahı́ ∇𝑓 no es 𝐶1, ası́ que C3‑027.D1
ni siquiera aplica.)
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Ejercicios

1. Calcula div y rot de 𝐹 = (𝑦𝑧, 𝑥𝑧, 𝑥𝑦). ¿Es 𝐹 un gradiente?
2. Demuestra que Δ(𝑥2 − 𝑦2) = 0 y que Δ|𝑥|2 = 2𝑛 enℝ𝑛.
3. Calcula div(|𝑥|2𝑥) enℝ3 con la regla del producto.
4. Demuestra que si 𝑓 y 𝑔 son armónicas, 𝑓𝑔 es armónica si y solo si ∇𝑓 ⋅ ∇𝑔 = 0.
5. Para 𝐹 ∈ 𝐶2(𝑈,ℝ3), demuestra que rot(rot𝐹) = ∇(div𝐹) − Δ𝐹, donde Δ𝐹 ∶= (Δ𝐹1, Δ𝐹2, Δ𝐹3),

veriϐicando la primera componente.

Respuestas

1. div𝐹 = 0; rot𝐹 = (𝑥 − 𝑥, 𝑦 − 𝑦, 𝑧 − 𝑧) = 0. Sı́: 𝐹 = ∇(𝑥𝑦𝑧).
2. Δ(𝑥2 − 𝑦2) = 2 − 2 = 0. Δ∑𝑥2𝑖 = ∑2 = 2𝑛 (enℝ3, 6).
3. div(𝑔𝐹) con 𝑔 = |𝑥|2, 𝐹 = 𝑥: ∇𝑔 ⋅ 𝑥 + 𝑔 div 𝑥 = 2|𝑥|2 + 3|𝑥|2 = 5|𝑥|2.
4. Δ(𝑓𝑔) = 𝑔Δ𝑓 + 2∇𝑓 ⋅ ∇𝑔 + 𝑓Δ𝑔 = 2∇𝑓 ⋅ ∇𝑔.
5. La primera componente de rot rot𝐹 es 𝜕2(𝜕1𝐹2 − 𝜕2𝐹1) − 𝜕3(𝜕3𝐹1 − 𝜕1𝐹3); sumando y restando

𝜕1𝜕1𝐹1 y usando Schwarz, es 𝜕1(div𝐹) − Δ𝐹1.



C3‑028 · Extremos locales y criterio del
hessiano

Motivación

Un dron sobre unmapa topográϐico
Un dron recorre un terreno de altura 𝑓(𝑥, 𝑦) y su sensor marca pendiente 0 en todas las di‑
recciones. Puede estar en el fondo de un valle, en una cima o en un puerto de montaña: para
𝑓 = 𝑥3 − 3𝑥 + 𝑦2 en (−1, 0), la altura sube sobre el eje 𝑦 (𝑓(−1, 0.1) − 𝑓(−1, 0) = 0.01) y baja
sobre el eje 𝑥 (𝑓(−1.1, 0) − 𝑓(−1, 0) = −0.031).
Peor: en el terreno 𝑓 = (𝑦 − 𝑥2)(𝑦 − 2𝑥2), el dron puede volar en lı́nea recta desde el origen en
cualquier dirección y ver que la altura sube, y aun ası́ el origen no es el fondo de un valle: sobre
la parábola 𝑦 = 3𝑥2/2 la altura es negativa. Este capı́tulo da la condición necesaria (pendiente
0, curvatura semideϐinida) y el criterio que sı́ asegura un extremo: la hessiana deϐinida, con una
cota que no depende de la dirección.
Dónde falla la analogı́a: un terreno real tiene rugosidad a toda escala; aquı́ 𝑓 es de clase 𝐶2.

Parte 1 · Pendiente cero y curvatura que no estorba

Deϐinición C3‑028.D1 (extremos)

Sean 𝐴 ⊂ ℝ𝑛, 𝑓 ∶ 𝐴 → ℝ y 𝑎 ∈ 𝐴. 𝑎 es unmáximo local de 𝑓 si existe 𝑟 > 0 con 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎)
para todo 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵(𝑎, 𝑟); estricto si 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑎) para 𝑥 ≠ 𝑎 en ese conjunto; análogo para
mínimo local; máximo global si 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎) para todo 𝑥 ∈ 𝐴. Un punto silla es un punto
crı́tico (C3‑016.D2) que no es máximo ni mı́nimo local.
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Teorema C3‑028.T1 (condición necesaria)

Si 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 es abierto, 𝑎 ∈ 𝑈 es un extremo local de 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ y existe 𝐷𝑣𝑓(𝑎), entonces
𝐷𝑣𝑓(𝑎) = 0; en particular, si 𝑓 es diferenciable en 𝑎, ∇𝑓(𝑎) = 0.

Demostración. Supongamos que 𝑎 es un máximo local; para un mı́nimo se aplica lo mismo a −𝑓, con
𝐷𝑣(−𝑓)(𝑎) = −𝐷𝑣𝑓(𝑎) (C3‑015.T1).

1. Por C3‑028.D1 y porque 𝑈 es abierto, hay 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈 y 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎) para 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟)
(C3‑008.D1; se toma el menor de los dos radios).

2. Si 𝑣 = 0, 𝐷0𝑓(𝑎) = lım𝑡→0 0/𝑡 = 0. Si 𝑣 ≠ 0, sea 𝜑(𝑡) ∶= 𝑓(𝑎 + 𝑡𝑣) para |𝑡| < 𝑟/|𝑣|; entonces
𝑎 + 𝑡𝑣 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) (C3‑001.T2) y 𝜑(𝑡) ≤ 𝜑(0): 𝜑 tiene un máximo local en el punto interior 0.

3. 𝜑 es derivable en 0 con 𝜑′(0) = 𝐷𝑣𝑓(𝑎) (C3‑015.T1). Por Fermat (C1‑032.T1), 𝜑′(0) = 0.
4. Si 𝑓 es diferenciable en 𝑎, existen las parciales (C3‑016.T1) y 𝜕𝑖𝑓(𝑎) = 𝐷𝑒𝑖𝑓(𝑎) = 0 para cada 𝑖:

∇𝑓(𝑎) = 0.■

Teorema C3‑028.T2 (condición necesaria de segundo orden)

Si 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) y 𝑎 es un mı́nimo local, ∇𝑓(𝑎) = 0 y 𝐻𝑓(𝑎) es semideϐinida positiva (análogo para
máximo).

Demostración.

1. 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) implica 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑈), luego diferenciable (C3‑017.C2); por C3‑028.T1, ∇𝑓(𝑎) = 0.
2. Sea 𝑟 con 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈 y 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑎) en 𝐵(𝑎, 𝑟) (C3‑028.D1, C3‑008.D1). Supongamos que hay ℎ

con ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑎)ℎ < 0; entonces ℎ ≠ 0.
3. 𝜑(𝑡) ∶= 𝑓(𝑎+𝑡ℎ) está deϐinida para |𝑡| < 𝑟/|ℎ|, es de clase 𝐶2 ahı́, y por C3‑019.T1 y C3‑019.D1:

𝜑′(0) = ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ = 0, 𝜑″(0) = 𝑑2𝑓(𝑎)(ℎ) = ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑎)ℎ < 0.

4. Por el criterio de la segunda derivada (C1‑034.T4, versión máximo), 𝜑 tiene un máximo local
estricto en 0: hay 𝛿 > 0 con 𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ) < 𝑓(𝑎) para 0 < |𝑡| < 𝛿.

5. Para 0 < |𝑡| < mın(𝛿, 𝑟/|ℎ|), el punto 𝑎 + 𝑡ℎ está en 𝐵(𝑎, 𝑟) y 𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ) < 𝑓(𝑎): contradice el
paso 2.

6. Ası́ ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑎)ℎ ≥ 0 para todo ℎ: 𝐻𝑓(𝑎) es semideϐinida positiva (C3‑021.D1). Para un máximo, se
aplica lo anterior a−𝑓, con 𝐻−𝑓 = −𝐻𝑓 .■
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⚠ Necesarias, no suϐicientes

𝑥2 − 𝑦2 tiene ∇𝑓(0) = 0 y es silla. 𝑥3 + 𝑦2 tiene ∇𝑓(0) = 0 y 𝐻𝑓(0) = ൭0 0
0 2

൱ semideϐinida,

y sobre el eje 𝑥 toma valores negativos. Y si 𝑎 no es interior, nada de esto vale: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 en
[0, 1]2 tiene un mı́nimo en (0, 0) con ∇𝑓 = (1, 0).

Parte 2 · El criterio del hessiano

Teorema C3‑028.T3 (criterio del hessiano)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∈ 𝐶2(𝑈) y 𝑎 ∈ 𝑈 con ∇𝑓(𝑎) = 0.

(a) Si 𝐻𝑓(𝑎) es deϐinida positiva, 𝑎 es un mı́nimo local estricto.

(b) Si es deϐinida negativa, 𝑎 es un máximo local estricto.

(c) Si es indeϐinida, 𝑎 es un punto silla.

Idea de la demostración
Taylor con residuo de Lagrange escribe 𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎) con la hessiana en un punto intermedio.
Cerca de 𝑎, esa hessiana sigue cumpliendo una cota 𝑚

2 |ℎ|
2 (estabilidad, C3‑021.T2), la misma

para todas las direcciones. No se diagonaliza la hessiana.

Demostración.

1. (a). Por C3‑021.T1 hay𝑚 > 0 con ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑎)ℎ ≥ 𝑚|ℎ|2 para todo ℎ.
2. Las segundas parciales son continuas en 𝑎, ası́ que ‖𝐻𝑓(𝑥) − 𝐻𝑓(𝑎)‖𝐹 → 0 cuando 𝑥 → 𝑎 (C3‑

012.T3, C3‑012.T1). Hay 𝑟 > 0 con 𝐵(𝑎, 𝑟) ⊂ 𝑈 y, para 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) (C3‑020.T1),

‖𝐻𝑓(𝑥) − 𝐻𝑓(𝑎)‖ ≤ ‖𝐻𝑓(𝑥) − 𝐻𝑓(𝑎)‖𝐹 <
𝑚
2 .

3. Cada 𝐻𝑓(𝑥) es simétrica (C3‑019.D1). Por la estabilidad (C3‑021.T2), para 𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟) y todo ℎ:

ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑥)ℎ ≥ ൫𝑚 − 𝑚
2 ൯|ℎ|

2 = 𝑚
2 |ℎ|

2.
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4. Sea 0 < |ℎ| < 𝑟. La bola es convexa (C3‑011.T2), ası́ que [𝑎, 𝑎 + ℎ] ⊂ 𝐵(𝑎, 𝑟), y Taylor con 𝑘 = 1
(C3‑019.T2, C3‑019.D1) da 𝜃 ∈ (0, 1) con

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + ∇𝑓(𝑎) ⋅ ℎ + 1
2 ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ)ℎ.

5. Como ∇𝑓(𝑎) = 0 y 𝑎 + 𝜃ℎ ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟), el paso 3 da

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎) = 1
2 ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ)ℎ ≥ 𝑚

4 |ℎ|
2 > 0

(C1‑003.T4, C1‑003.T5). Ası́ 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑎) para 0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝑟: mı́nimo local estricto.
6. (b).−𝑓 cumple (a):𝐻−𝑓(𝑎) = −𝐻𝑓(𝑎) es deϐinida positiva (C3‑021.D1). Un mı́nimo local estricto

de−𝑓 es un máximo local estricto de 𝑓.
7. (c). Si𝐻𝑓(𝑎) es indeϐinida, hay ℎ1, ℎ2 con ℎ1 ⋅𝐻𝑓(𝑎)ℎ1 > 0 > ℎ2 ⋅𝐻𝑓(𝑎)ℎ2. Si 𝑎 fueramı́nimo local,

𝐻𝑓(𝑎) serı́a semideϐinida positiva (C3‑028.T2), lo que contradice ℎ2; si fuera máximo local, serı́a
semideϐinida negativa, lo que contradice ℎ1.

8. Como 𝑓 es diferenciable en 𝑎 con ∇𝑓(𝑎) = 0 (C3‑017.C2), 𝑎 es punto crı́tico (C3‑016.D2) que no
es extremo local: es un punto silla (C3‑028.D1).■

Corolario C3‑028.C1 (dos variables)

Si 𝑛 = 2, con 𝐴 ∶= 𝜕1𝜕1𝑓(𝑎), 𝐵 ∶= 𝜕1𝜕2𝑓(𝑎), 𝐶 ∶= 𝜕2𝜕2𝑓(𝑎) y 𝐷 ∶= 𝐴𝐶 − 𝐵2: si 𝐷 > 0 y 𝐴 > 0,
mı́nimo local estricto; si 𝐷 > 0 y 𝐴 < 0, máximo local estricto; si 𝐷 < 0, punto silla. Si 𝐷 = 0 el
criterio no decide.

Demostración.

1. Por Schwarz (C3‑018.T1), 𝜕2𝜕1𝑓(𝑎) = 𝜕1𝜕2𝑓(𝑎) = 𝐵, ası́ que 𝐻𝑓(𝑎) = ൭𝐴 𝐵
𝐵 𝐶

൱ y ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑎)ℎ =

𝐴ℎ2 + 2𝐵ℎ𝑘 + 𝐶𝑘2 para ℎ = (ℎ, 𝑘).
2. Por el caso 2 × 2 (C3‑021.T3): 𝐷 > 0 y 𝐴 > 0 ⇒ deϐinida positiva; 𝐷 > 0 y 𝐴 < 0 ⇒ deϐinida

negativa; 𝐷 < 0⇒ indeϐinida. C3‑028.T3 da las tres conclusiones.
3. Si𝐷 = 0, el Ejemplo C3‑028.E1muestra funciones con𝐷 = 0 en un punto crı́tico que sonmı́nimo,

máximo y silla: el criterio no puede decidir.■
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Ejemplo C3‑028.E1 (casos degenerados)
En (0, 0) la hessiana es semideϐinida y no deϐinida para 𝑥4 + 𝑦4 (mı́nimo),−𝑥4 − 𝑦4 (máximo),
𝑥4−𝑦4 y 𝑥2+𝑦3 (sillas) y 𝑥3−3𝑥𝑦2 (silla de mono,𝐻 = 0). 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶= (𝑦−𝑥2)(𝑦−2𝑥2) tiene
un mı́nimo en 0 sobre cada recta por el origen y no es mı́nimo local (𝑓 < 0 sobre 𝑦 = 3𝑥2/2).

1. Hessianas. Para 𝑥4 ± 𝑦4, 𝑥4 − 𝑦4 y 𝑥3 − 3𝑥𝑦2, todas las segundas parciales son múltiplos

de 𝑥2, 𝑦2, 𝑥 o 𝑦, y valen 0 en el origen: 𝐻 = 0. Para 𝑥2 + 𝑦3, 𝐻(0) = ൭2 0
0 0

൱. En todos los

casos ∇𝑓(0) = 0 (C3‑015.T1, C1‑028.T2).
2. 𝑥4 + 𝑦4 > 0 fuera del origen (C1‑003.T5): mı́nimo estricto.−𝑥4 − 𝑦4: máximo estricto.
3. 𝑥4−𝑦4 vale 𝑡4 > 0 en (𝑡, 0) y−𝑡4 < 0 en (0, 𝑡); 𝑥2+𝑦3 vale 𝑡3 en (0, 𝑡), con los dos signos;

𝑥3 − 3𝑥𝑦2 vale 𝑡3 en (𝑡, 0). Los tres son puntos crı́ticos que no son extremos: sillas.
4. Peano. Sobre 𝑦 = 𝑚𝑥: 𝑓(𝑥,𝑚𝑥) = 𝑥2(𝑚 − 𝑥)(𝑚 − 2𝑥). Si𝑚 ≠ 0 y 0 < |𝑥| < |𝑚|/2, los

factores𝑚 − 𝑥 y𝑚 − 2𝑥 tienen el signo de𝑚, y 𝑓 > 0 (C1‑003.T4, C1‑003.T5). Si𝑚 = 0,
𝑓(𝑥, 0) = 2𝑥4 > 0; sobre 𝑥 = 0, 𝑓(0, 𝑦) = 𝑦2 > 0. En cada recta, el origen es mı́nimo
estricto.

5. Pero 𝑓(𝑥, 3𝑥2/2) = 𝑥2
2 ⋅ ൫ − 𝑥2

2 ൯ = −𝑥4
4 < 0 para 𝑥 ≠ 0, y (𝑥, 3𝑥2/2) → 0: el origen no es

mı́nimo local. Su hessiana, de 𝑓 = 𝑦2 − 3𝑥2𝑦 + 2𝑥4, es ൭0 0
0 2

൱: semideϐinida.

f < 0

y= 2x 2

y= x 2

Figura 24: Peano: entre las parábolas 𝑦 = 𝑥2 e 𝑦 = 2𝑥2 (sombreado) 𝑓 < 0. Cada recta por el origen
(punteada) sale de la zona sombreada cerca del origen; la parábola 𝑦 = 3𝑥2/2 (discontinua) no.
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Ejemplo C3‑028.E2
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 3𝑥 + 𝑦2: puntos crı́ticos (±1, 0); (1, 0) es mı́nimo local estricto (𝐷 = 12 > 0,
𝐴 = 6 > 0) y (−1, 0) punto silla (𝐷 = −12).

1. ∇𝑓 = (3𝑥2 − 3, 2𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = ±1, 𝑦 = 0 (C3‑015.T1, C3‑016.T1, C3‑028.T1).

2. 𝐻𝑓(𝑥, 𝑦) = ൭6𝑥 0
0 2

൱. En (1, 0): 𝐴 = 6, 𝐷 = 12. En (−1, 0): 𝐴 = −6, 𝐷 = −12. C3‑028.C1

da las dos conclusiones.
3. El mı́nimo no es global: 𝑓(𝑥, 0) = 𝑥3 − 3𝑥 → −∞ cuando 𝑥 → −∞.

Por qué cada hipótesis

⚠ La cota uniforme

El Ejemplo de Peano muestra por qué la prueba de C3‑028.T3 necesita ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑥)ℎ ≥
𝑚
2 |ℎ|

2 con
la misma 𝑚 para todas las direcciones ℎ: mirar cada recta por separado no basta. Con 𝐻𝑓(0)
deϐinida esa cota existe (C3‑021.T1, compacidad de la esfera); con𝐻𝑓(0) solo semideϐinida, no.

⚠ ∇𝑓(𝑎) = 0

𝑓 = 𝑥2+𝑦2+𝑥 tiene hessiana 2𝐼2 (deϐinida positiva) en todas partes, y 0 no es extremo:∇𝑓(0) =
(1, 0). El criterio se aplica en puntos crı́ticos.

⚠ 𝑓 ∈ 𝐶2

La prueba usa Taylor con 𝑓 ∈ 𝐶2 y la continuidad de 𝐻𝑓 en 𝑎. Si las segundas parciales existen
pero no son continuas, la hessiana en 𝑎 no controla a la hessiana cerca de 𝑎.

Ejercicios

1. Clasiϐica los puntos crı́ticos de 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 3𝑥.
2. Clasiϐica los puntos crı́ticos de 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥4 + 𝑦4 − 4𝑥𝑦.
3. Demuestra que si 𝐻𝑓(𝑎) es deϐinida positiva y ∇𝑓(𝑎) = 0, hay 𝑟 > 0 y 𝑐 > 0 con 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(𝑎) +

𝑐|𝑥 − 𝑎|2 en 𝐵(𝑎, 𝑟).
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4. Sea 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧. Demuestra que 0 es mı́nimo local estricto usando AL.6.
5. Sea 𝑓 ∈ 𝐶2 con∇𝑓(0) = 0 y𝐻𝑓(0) semideϐinida positiva y no nula. ¿Puede ser 0 unmáximo local?

Respuestas

1. ∇𝑓 = (2𝑥 + 𝑦 − 3, 𝑥 + 2𝑦) = 0 en (2, −1); 𝐴 = 2, 𝐵 = 1, 𝐶 = 2, 𝐷 = 3 > 0: mı́nimo local estricto.
2. ∇𝑓 = (4𝑥3 − 4𝑦, 4𝑦3 − 4𝑥) = 0: 𝑦 = 𝑥3, 𝑥9 = 𝑥, ası́ 𝑥 ∈ {0, 1, −1}: (0, 0), (1, 1), (−1,−1).

𝐻 = ൭12𝑥
2 −4

−4 12𝑦2
൱. En (0, 0): 𝐷 = −16, silla. En (±1,±1): 𝐷 = 128, 𝐴 = 12: mı́nimos locales

estrictos.
3. Es el paso 5 de la prueba de C3‑028.T3, con 𝑐 = 𝑚/4.

4. 𝐻 = ⎛

⎝

2 1 0
1 2 1
0 1 2

⎞

⎠

, menores 2, 3, 4 > 0 (AL.6⚠ AƵ lgebra Lineal): deϐinida positiva, y ∇𝑓(0) = 0.

5. No. Si 0 fuera máximo local, 𝐻 ∶= 𝐻𝑓(0) serı́a también semideϐinida negativa (C3‑028.T2), ası́
que ℎ ⋅ 𝐻ℎ = 0 para todo ℎ. Como 𝐻 es simétrica, ℎ𝑖𝑗 =

1
2൫𝑄𝐻(𝑒𝑖 + 𝑒𝑗) − 𝑄𝐻(𝑒𝑖) − 𝑄𝐻(𝑒𝑗)൯ = 0

para 𝑖 ≠ 𝑗 y ℎ𝑖𝑖 = 𝑄𝐻(𝑒𝑖) = 0: 𝐻 = 0, contra la hipótesis. (Puede ser silla: 𝑥2 − 𝑦4.)



C3‑029 · Multiplicadores de Lagrange

Motivación

La pantalla de diagonal ϐija
Las pantallas se venden por su diagonal. Con diagonal ϐija de√2m, el ancho 𝑥 y el alto 𝑦 cumplen
𝑥2 + 𝑦2 = 2. ¿Qué forma da más área 𝑥𝑦? La cuadrada, de 1 m × 1 m, da 1 m²; una 16:9 con la
misma diagonal da 288/337 ≈ 0.8546m².
En la mejor pantalla, la hipérbola 𝑥𝑦 = 1 toca a la circunferencia sin cruzarla: sus normales, ∇𝑓
y ∇𝑔, son paralelas. Eso es el método de los multiplicadores de Lagrange: ∇𝑓(𝑎) = 𝜆∇𝑔(𝑎).
Dónde falla la analogı́a: las pantallas son 16:9 por el contenido que muestran, no por su área; y
en el modelo los anchos negativos también cuentan.

Parte 1 · Una restricción

Deϐinición C3‑029.D1 (extremo condicionado)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ, 𝑔 ∶ 𝑈 → ℝ𝑚 (𝑚 < 𝑛) y𝑀 ∶= {𝑥 ∈ 𝑈 ∶ 𝑔(𝑥) = 0}. Un extremo
local de 𝑓 sujeto a 𝑔 = 0 es un extremo local de 𝑓|𝑀 (C3‑028.D1 con 𝐴 = 𝑀).

Teorema C3‑029.T1 (Lagrange, una restricción)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto (𝑛 ≥ 2), 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶1(𝑈),𝑀 ∶= {𝑔 = 0} y 𝑎 ∈ 𝑀 un extremo local de 𝑓|𝑀 con
∇𝑔(𝑎) ≠ 0. Entonces existe 𝜆 ∈ ℝ con ∇𝑓(𝑎) = 𝜆∇𝑔(𝑎).

Idea de la demostración
Por cada dirección 𝑣 tangente a𝑀 (es decir, 𝑣 ⟂ ∇𝑔(𝑎)) hay una curva en𝑀 con esa velocidad
(C3‑026.C2). En ella 𝑓 tiene un extremo, ası́ que ∇𝑓(𝑎) ⋅ 𝑣 = 0. Aplicado a la parte de ∇𝑓(𝑎)

188
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ortogonal a ∇𝑔(𝑎), esa parte es 0. No hace falta álgebra lineal.

Demostración. Supongamos que 𝑎 es un máximo local de 𝑓|𝑀 (el mı́nimo es igual): hay 𝑟 > 0 con
𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑎) para 𝑥 ∈ 𝑀 ∩ 𝐵(𝑎, 𝑟) (C3‑028.D1).

1. Sea 𝑣 ∈ ℝ𝑛 con ∇𝑔(𝑎) ⋅ 𝑣 = 0. Como 𝑔 ∈ 𝐶1(𝑈), 𝑔(𝑎) = 0 y ∇𝑔(𝑎) ≠ 0, por C3‑026.C2 hay 𝛿 > 0
y 𝛾 ∶ (−𝛿, 𝛿) → 𝑈 de clase 𝐶1 con 𝑔(𝛾(𝑡)) = 0, 𝛾(0) = 𝑎 y 𝛾′(0) = 𝑣.

2. Cada 𝛾(𝑡) está en 𝑀. 𝛾 es continua en 0 (C3‑002.T3), ası́ que hay 𝛿′ ∈ (0, 𝛿] con 𝛾(𝑡) ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟)
para |𝑡| < 𝛿′. Para esos 𝑡, 𝑓(𝛾(𝑡)) ≤ 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝛾(0)): 𝑓 ∘ 𝛾 tiene un máximo local en el punto
interior 0 (C1‑032.D1).

3. 𝑓 es diferenciable en 𝑎 (C3‑017.C2), ası́ que 𝑓 ∘ 𝛾 es derivable en 0 con (𝑓 ∘ 𝛾)′(0) = ∇𝑓(𝑎) ⋅ 𝑣
(C3‑016.T4). Por Fermat (C1‑032.T1), ∇𝑓(𝑎) ⋅ 𝑣 = 0.

4. Sean 𝜆 ∶= ∇𝑓(𝑎) ⋅ ∇𝑔(𝑎)/|∇𝑔(𝑎)|2 (deϐinido porque ∇𝑔(𝑎) ≠ 0, C3‑001.T2) y 𝑤 ∶= ∇𝑓(𝑎) −
𝜆∇𝑔(𝑎). Entonces (C3‑001.T2)

𝑤 ⋅ ∇𝑔(𝑎) = ∇𝑓(𝑎) ⋅ ∇𝑔(𝑎) − 𝜆|∇𝑔(𝑎)|2 = 0.

5. Por el paso 3 con 𝑣 = 𝑤: ∇𝑓(𝑎) ⋅ 𝑤 = 0.
6. Ası́ (C3‑001.T2)

|𝑤|2 = 𝑤 ⋅ ∇𝑓(𝑎) − 𝜆𝑤 ⋅ ∇𝑔(𝑎) = 0 − 0 = 0,

luego𝑤 = 0 y ∇𝑓(𝑎) = 𝜆∇𝑔(𝑎).■

⚠ El método, no el teorema

C3‑029.T1 da una condición necesaria: en un extremo condicionado, ∇𝑓 = 𝜆∇𝑔. Los puntos que
la cumplen son candidatos. Para saber cuál es el máximo hace falta saber que el máximo existe
(por ejemplo,𝑀 compacto, C3‑014.C1) y comparar los valores. Y 𝑓 = 𝑥3 sujeto a 𝑦 = 0 cumple
∇𝑓(0) = 0 = 0 ⋅ ∇𝑔 sin que 0 sea extremo.

Ejemplo C3‑029.E1 (primera mitad: 𝑥𝑦 en la circunferencia)
En 𝑥2 +𝑦2 = 2, 𝑓 = 𝑥𝑦 alcanza su máximo 1 en (±1,±1) (mismo signo) y su mı́nimo−1 en los
otros dos.
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1. 𝑔 ∶= 𝑥2 + 𝑦2 − 2 es 𝐶1 con ∇𝑔 = (2𝑥, 2𝑦), que no es 0 en 𝑀 (0 ∉ 𝑀) (C3‑016.T1, C3‑
015.T1).

2. 𝑀 = {𝑔 = 0} es cerrado (C3‑012.T4) y acotado (𝑀 ⊂ 𝐵̄(0, √2)), luego compacto (C3‑
010.T4); 𝑓 es continua. PorWeierstrass (C3‑014.C1), 𝑓|𝑀 alcanza unmáximo y unmı́nimo,
que son extremos locales de 𝑓|𝑀 .

3. Por C3‑029.T1, en ellos (𝑦, 𝑥) = 𝜆(2𝑥, 2𝑦): 𝑦 = 2𝜆𝑥 y 𝑥 = 2𝜆𝑦, ası́ que 𝑥 = 4𝜆2𝑥.
4. Si 𝑥 = 0, entonces 𝑦 = 0, que no está en𝑀. Ası́ 4𝜆2 = 1, 𝜆 = ±1

2 y 𝑦 = ±𝑥; con 𝑥2+𝑦2 = 2,
𝑥2 = 1 (C1‑003.T5). Los candidatos son (±1,±1).

5. 𝑓 = 1 en (1, 1) y (−1,−1), 𝑓 = −1 en (1, −1) y (−1, 1). El máximo es 1 y el mı́nimo−1.

rf ∥ rg

Figura 25: Niveles de 𝑓 = 𝑥𝑦 (hipérbolas) y la restricción 𝑥2 + 𝑦2 = 2 (discontinua). En los cuatro
extremos, la hipérbola 𝑥𝑦 = ±1 toca a la circunferencia: ∇𝑓 ∥ ∇𝑔.
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Parte 2 · Varias restricciones

Teorema C3‑029.T2 (varias restricciones)

Sean 𝑈 ⊂ ℝ𝑛 abierto, 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑈), 𝑔 ∈ 𝐶1(𝑈,ℝ𝑚) con 𝑚 < 𝑛, 𝑀 ∶= {𝑔 = 0} y 𝑎 ∈ 𝑀 un ex‑
tremo local de 𝑓|𝑀 tal que ∇𝑔1(𝑎), … , ∇𝑔𝑚(𝑎) son linealmente independientes. Entonces existe
(𝜆1, … , 𝜆𝑚) ∈ ℝ𝑚 con ∇𝑓(𝑎) = ∑𝑖 𝜆𝑖∇𝑔𝑖(𝑎).

Idea de la demostración
Con AL.3 se eligen𝑚 coordenadas que se pueden despejar; con la función implı́cita,𝑀 es cerca
de 𝑎 la gráϐica 𝑦 = 𝜑(𝑢). Entonces ℎ(𝑢) ∶= 𝑓(𝑢, 𝜑(𝑢)) tiene un extremo libre, ∇ℎ = 0, y de ahı́
se despeja el renglón de multiplicadores.

Demostración. Supongamos que 𝑎 es un máximo local de 𝑓|𝑀 , con 𝑟 como en C3‑028.D1.

1. Elegir coordenadas. Las ϐilas de 𝐽𝑔(𝑎) son los ∇𝑔𝑖(𝑎) (C3‑022.T1), linealmente independientes, y
𝑚 < 𝑛. Por AL.3⚠ AƵ lgebra Lineal hay columnas 𝑗1 < ⋯ < 𝑗𝑚 cuya submatriz𝑚×𝑚 es invertible.
Sea 𝜎 la permutación lineal de coordenadas que pone esas columnas al ϐinal; 𝑓 ∘ 𝜎 y 𝑔 ∘ 𝜎 son
𝐶1 (C3‑023.C1), sus jacobianas son las de 𝑓 y 𝑔 con las columnas permutadas (C3‑023.T1), y el
enunciado para ellas implica el enunciado para 𝑓 y 𝑔 (multiplicando por la matriz inversa de la
permutación, AL.1). Ası́, sin perder generalidad, 𝑥 = (𝑢, 𝑦) con 𝑢 ∈ ℝ𝑛−𝑚, 𝑦 ∈ ℝ𝑚, y 𝐷𝑦𝑔(𝑎)
invertible.

2. 𝑀 como gráϔica. Sea 𝑎 = (𝑢0, 𝑦0). Por la función implı́cita (C3‑026.T1) hay abiertos 𝑈0 ∋ 𝑎 y
𝑊 ∋ 𝑢0 y 𝜑 ∶ 𝑊 → ℝ𝑚 de clase 𝐶1 con 𝜑(𝑢0) = 𝑦0, (𝑢, 𝜑(𝑢)) ∈ 𝑈0 y 𝑔(𝑢, 𝜑(𝑢)) = 0 para 𝑢 ∈ 𝑊,
y

𝐷𝜑(𝑢0) = −𝐷𝑦𝑔(𝑎)−1𝐷𝑢𝑔(𝑎).

3. Extremo libre. 𝑢 ↦ (𝑢, 𝜑(𝑢)) es continua (C3‑012.T2) y vale 𝑎 en 𝑢0; la preimagen del abierto
𝐵(𝑎, 𝑟) es un abierto𝑊′ ⊂ 𝑊 con 𝑢0 ∈ 𝑊′ (C3‑012.T4). Para 𝑢 ∈ 𝑊′, (𝑢, 𝜑(𝑢)) ∈ 𝑀 ∩ 𝐵(𝑎, 𝑟),
ası́ que ℎ(𝑢) ∶= 𝑓(𝑢, 𝜑(𝑢)) ≤ 𝑓(𝑎) = ℎ(𝑢0): ℎ tiene un máximo local en 𝑢0, interior de𝑊′.

4. ∇ℎ = 0. ℎ es diferenciable en 𝑢0 (C3‑023.T1, C3‑017.C2), y por C3‑028.T1, 𝐷ℎ(𝑢0) = 0. Por la
cadena y el producto por bloques (C3‑023.T1, AL.1):

0 = 𝐷ℎ(𝑢0) = 𝐷𝑢𝑓(𝑎) + 𝐷𝑦𝑓(𝑎)𝐷𝜑(𝑢0) = 𝐷𝑢𝑓(𝑎) − 𝐷𝑦𝑓(𝑎)𝐷𝑦𝑔(𝑎)−1𝐷𝑢𝑔(𝑎).
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5. Los multiplicadores. Sea el renglón 𝜆 ∶= 𝐷𝑦𝑓(𝑎)𝐷𝑦𝑔(𝑎)−1 (1 × 𝑚). Entonces (AL.1, C3‑007.T4)

𝜆 𝐷𝑦𝑔(𝑎) = 𝐷𝑦𝑓(𝑎), 𝜆 𝐷𝑢𝑔(𝑎) = 𝐷𝑢𝑓(𝑎)

(la segunda por el paso 4).
6. Juntando los bloques, 𝐷𝑓(𝑎) = (𝐷𝑢𝑓(𝑎) 𝐷𝑦𝑓(𝑎)) = 𝜆 (𝐷𝑢𝑔(𝑎) 𝐷𝑦𝑔(𝑎)) = 𝜆𝐷𝑔(𝑎). Como los

renglones de 𝐷𝑔(𝑎) son los ∇𝑔𝑖(𝑎) (C3‑022.T1), esto es ∇𝑓(𝑎) = ∑𝑖 𝜆𝑖∇𝑔𝑖(𝑎).■

Un dron sobre una cúpula y una rampa
La cúpula 𝑥2+𝑦2+𝑧2 = 1 corta la rampa 𝑥+𝑦+𝑧 = 1 en una circunferencia. Su alturamı́nima
es−1/3.

1. 𝑔1 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 1, 𝑔2 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1, 𝑓 = 𝑧. ∇𝑔1 = 2(𝑥, 𝑦, 𝑧) y ∇𝑔2 = (1, 1, 1) son
dependientes solo si 𝑥 = 𝑦 = 𝑧, y entonces 3𝑥 = 1 y 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1/3 ≠ 1: en𝑀 son
independientes.

2. 𝑀 es compacto (cerrado y acotado), ası́ que 𝑓 alcanza máximo y mı́nimo (C3‑014.C1).
3. Por C3‑029.T2: (0, 0, 1) = 𝜇1(2𝑥, 2𝑦, 2𝑧)+𝜇2(1, 1, 1). Las dos primeras componentes dan

2𝜇1𝑥 = 2𝜇1𝑦. Si 𝜇1 = 0, la primera da 𝜇2 = 0 y la tercera 1 = 0; ası́ 𝑥 = 𝑦.
4. Entonces 2𝑥 + 𝑧 = 1 y 2𝑥2 +𝑧2 = 1; sustituyendo 𝑧 = 1−2𝑥: 6𝑥2 −4𝑥 = 0, 𝑥 ∈ {0, 2/3}.
5. Candidatos: (0, 0, 1) con 𝑧 = 1 y (2/3, 2/3, −1/3) con 𝑧 = −1/3. El mı́nimo es −1/3 y el

máximo 1.

Ejemplo C3‑029.E1 (segunda mitad: la cúspide)
La hipótesis ∇𝑔(𝑎) ≠ 0 no sobra: en𝑀 = {𝑦2−𝑥3 = 0}, 𝑓 = 𝑥 tiene su mı́nimo en (0, 0), donde
∇𝑔 = 0 y ∇𝑓 = (1, 0) no es múltiplo de ∇𝑔.

1. Si (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑀, 𝑥3 = 𝑦2 ≥ 0 (C1‑003.T5), ası́ que 𝑥 ≥ 0 (si 𝑥 < 0, 𝑥3 < 0): 𝑓 ≥ 0 = 𝑓(0, 0)
en𝑀, y (0, 0) es el mı́nimo.

2. ∇𝑔 = (−3𝑥2, 2𝑦) vale (0, 0) en el origen, y ∇𝑓 = (1, 0) ≠ 𝜆 ⋅ 0 para todo 𝜆.
3. La conclusión de C3‑029.T1 falla porque falla una hipótesis: en el pico de la cúspide no

hay curvas 𝐶1 en𝑀 con todas las velocidades tangentes.
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Por qué cada hipótesis

⚠ Gradientes independientes

En ℝ3, 𝑔1 = 𝑧 y 𝑔2 = 𝑧 − 𝑥2 deϐinen𝑀 = {𝑥 = 0, 𝑧 = 0}, el eje 𝑦. 𝑓 = 𝑥 es 0 en𝑀, ası́ que todo
punto de𝑀 es extremo. Pero en𝑀, ∇𝑔1 = ∇𝑔2 = (0, 0, 1) son dependientes, y ∇𝑓 = (1, 0, 0) no
es combinación de ellos.

⚠ 𝑓 y 𝑔 de clase 𝐶1

La prueba usa C3‑026.C2 y C3‑026.T1, que piden 𝐶1; y la regla de la cadena, que pide 𝑓 diferen‑
ciable.

Ejercicios

1. Encuentra los extremos de 𝑓 = 𝑥 + 𝑦 en 𝑥2 + 4𝑦2 = 5.
2. Encuentra la caja rectangular de volumen 𝑥𝑦𝑧máximo cuyas tres dimensiones suman 3 (𝑥 +𝑦+

𝑧 = 3, 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0).
3. Encuentra el punto de la recta 𝑥 + 𝑦 = 2, 𝑧 = 0más cercano a (0, 0, 1) usando dos restricciones.
4. Demuestra que si 𝑎 es un extremo de 𝑓|𝑀 con𝑀 = {𝑔 = 0} y ∇𝑔(𝑎) ≠ 0, entonces el hiperplano

tangente a𝑀 en 𝑎 está contenido en el hiperplano tangente al nivel {𝑓 = 𝑓(𝑎)}, si ∇𝑓(𝑎) ≠ 0.
5. ¿Por qué C3‑029.T1 pide 𝑛 ≥ 2? ¿Qué pasa con 𝑛 = 1?

Respuestas

1. (1, 1) = 𝜆(2𝑥, 8𝑦): 𝑥 = 4𝑦, 20𝑦2 = 5, 𝑦 = ±1
2 . Máximo 5/2 en (2, 12), mı́nimo −5/2 en (−2,−1

2)
(la elipse es compacta).

2. (𝑦𝑧, 𝑥𝑧, 𝑥𝑦) = 𝜆(1, 1, 1) da 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 1 (en (0,∞)3), volumen 1. El máximo existe en el
compacto {𝑥, 𝑦, 𝑧 ≥ 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3} y no está en el borde (volumen 0).

3. 𝑓 = 𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧 − 1)2, 𝑔1 = 𝑥 + 𝑦 − 2, 𝑔2 = 𝑧: (2𝑥, 2𝑦, 2(𝑧 − 1)) = 𝜇1(1, 1, 0) + 𝜇2(0, 0, 1) da
𝑥 = 𝑦 = 1, 𝑧 = 0; distancia √3.

4. Si ∇𝑔(𝑎) ⋅ (𝑥 − 𝑎) = 0, entonces ∇𝑓(𝑎) ⋅ (𝑥 − 𝑎) = 𝜆∇𝑔(𝑎) ⋅ (𝑥 − 𝑎) = 0.
5. Con 𝑛 = 1 y∇𝑔(𝑎) = 𝑔′(𝑎) ≠ 0,𝑀 es localmente el punto 𝑎 (g es estrictamentemonótona cerca),

y todo punto aislado es extremo: la conclusión vale con 𝜆 = 𝑓′(𝑎)/𝑔′(𝑎), pero C3‑026.C2 (que
pide 𝑛 ≥ 2) no se aplica; el caso es trivial.



C3‑030 · Extremos absolutos y
aplicaciones

Motivación

La placa circular
Una placa circular de radio 1 se calienta de forma desigual: su temperatura, sobre la del ambien‑
te, es 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 2𝑦2 − 𝑥. ¿Dónde está el punto más caliente? La tentación es buscarlo en
(0, ±1), donde 2𝑦2 es mayor; ahı́ 𝑓 = 2. Pero el máximo es 9/4, en (−1/2,±√3/2): el término
−𝑥 premia ir a la izquierda.
El método es siempre el mismo: en un compacto el máximo existe; está en el interior, donde
∇𝑓 = 0, o en la frontera, donde se usa Lagrange; y se comparan los candidatos.
Dónde falla la analogı́a: una placa real pierde calor por el borde y su temperatura cambia con el
tiempo; aquı́ 𝑓 es una función ϐija.

Resultados

Teorema C3‑030.T1 (método para extremos absolutos)

Sean 𝐾 ⊂ ℝ𝑛 compacto no vacı́o y 𝑓 ∶ 𝐾 → ℝ continua. 𝑓 alcanza su máximo y su mı́nimo
(C3‑014.C1), y cada punto donde los alcanza está en 𝜕𝐾 o es un punto de int𝐾 donde 𝑓 no es
diferenciable o donde ∇𝑓 = 0.

Demostración.

1. Por Weierstrass (C3‑014.C1), 𝑓 alcanza su máximo y su mı́nimo en 𝐾.
2. Sea 𝑝 ∈ 𝐾 donde 𝑓 alcanza su máximo (el mı́nimo es igual). ℝ𝑛 es la unión disjunta de int𝐾, 𝜕𝐾

e int(ℝ𝑛 ∖ 𝐾) (C3‑008.T3), y 𝑝 ∈ 𝐾 no está en la última; ası́ 𝑝 ∈ int𝐾 o 𝑝 ∈ 𝜕𝐾.
3. Si 𝑝 ∈ int𝐾 y 𝑓 es diferenciable en 𝑝: int𝐾 es abierto (C3‑008.T3), y 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑝) para todo

194
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𝑥 ∈ int𝐾, ası́ que 𝑝 es un máximo local de 𝑓|int𝐾 (C3‑028.D1). Por C3‑028.T1 con 𝑈 = int𝐾,
∇𝑓(𝑝) = 0.■

En la práctica, si 𝜕𝐾 es un nivel {𝑔 = 0} con ∇𝑔 ≠ 0, un máximo de 𝑓 en 𝜕𝐾 es también un máximo de
𝑓|𝜕𝐾 , y C3‑029.T1 da los candidatos de frontera.

Ejemplo C3‑030.E1 (la placa circular)
En el disco 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, 𝑓 = 𝑥2 + 2𝑦2 − 𝑥 tiene mı́nimo −1/4 en (1/2, 0) (crı́tico interior) y
máximo 9/4 en (−1/2,±√3/2) (Lagrange en la circunferencia).

1. 𝐾 = 𝐵̄(0, 1) es compacto (C3‑010.E1), su interior es𝐵(0, 1) y su frontera la circunferencia
(C3‑008.E1). 𝑓 es un polinomio, continuo y diferenciable enℝ2.

2. Interior. ∇𝑓 = (2𝑥 − 1, 4𝑦) = 0 ⟺ (𝑥, 𝑦) = (1/2, 0), que está en 𝐵(0, 1) (C3‑015.T1,
C3‑016.T1); 𝑓(1/2, 0) = −1/4.

3. Frontera. 𝑔 = 𝑥2 + 𝑦2 − 1, ∇𝑔 = (2𝑥, 2𝑦) ≠ 0 en la circunferencia. Por C3‑029.T1, en un
extremo de 𝑓 en ella: 2𝑥 − 1 = 2𝜆𝑥 y 4𝑦 = 2𝜆𝑦.

4. De la segunda, 𝑦 = 0 o 𝜆 = 2. Si 𝑦 = 0: (±1, 0), con 𝑓(1, 0) = 0 y 𝑓(−1, 0) = 2. Si 𝜆 = 2:
2𝑥 − 1 = 4𝑥, 𝑥 = −1/2, 𝑦2 = 3/4, y 𝑓(−1/2,±√3/2) = 1

4 +
3
2 +

1
2 =

9
4 .

5. Comparación. Por C3‑030.T1, el máximo y el mı́nimo están entre los valores−1
4 , 0, 2,

9
4 : el

mı́nimo es−1/4 en (1/2, 0) y el máximo 9/4 en (−1/2,±√3/2).
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mín ¡1=4

máx 9=4

Figura 26: Niveles de 𝑓 = 𝑥2 + 2𝑦2 − 𝑥 en el disco. El mı́nimo (cuadrado) es un punto crı́tico interior;
los máximos (cı́rculos) están en el borde.

⚠ La frontera no se puede olvidar

𝑓 = 𝑥 en el disco tiene ∇𝑓 = (1, 0): no hay candidatos interiores. Sus extremos, ±1 en (±1, 0),
están en la frontera. Y sin compacidad no hay garantı́a: 𝑥2 +𝑦2 en el disco abierto no alcanza su
supremo 1.

Un valor propio por Lagrange

Teorema C3‑030.T2 (valor propio por Lagrange)

Si 𝐴 es simétrica 𝑛 × 𝑛, 𝑄𝐴 alcanza su máximo en la esfera unitaria en algún 𝑢, y 𝐴𝑢 = 𝜆𝑢 con
𝜆 ∶= 𝑄𝐴(𝑢). En particular toda matriz simétrica real tiene un valor propio real, y ese 𝜆 es el
mayor de sus valores propios.

Idea de la demostración
La esfera es compacta, ası́ que𝑄𝐴 alcanza sumáximo en ella. La esfera es el nivel de |𝑥|2−1, con
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gradiente 2𝑥, y ∇𝑄𝐴 = 2𝐴𝑥: Lagrange dice exactamente 𝐴𝑢 = 𝜆𝑢.

Demostración. Sea 𝑆 ∶= {𝑥 ∶ |𝑥| = 1}.

1. 𝑛 = 1. 𝐴 = (𝑎), 𝑆 = {±1}, 𝑄𝐴(±1) = 𝑎 y 𝐴(1) = 𝑎 ⋅ 1: 𝜆 = 𝑎.
2. 𝑛 ≥ 2. 𝑆 es compacta y no vacı́a (C3‑010.E1) y𝑄𝐴 es continua (polinomio): alcanza sumáximo en

algún 𝑢 ∈ 𝑆 (C3‑014.C1), que es un máximo local de 𝑄𝐴 sujeto a 𝑔 ∶= |𝑥|2 − 1 = 0 (C3‑029.D1).
3. ∇𝑔(𝑥) = 2𝑥 ≠ 0 en 𝑆 (C3‑016.T1, C3‑016.T3). Para el gradiente de 𝑄𝐴(𝑥) = ∑𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 , por

C3‑015.T1 y la simetrı́a 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 (AL.1):

𝜕𝑘𝑄𝐴(𝑥) =෍
𝑗
𝑎𝑘𝑗𝑥𝑗 +෍

𝑖
𝑎𝑖𝑘𝑥𝑖 = 2(𝐴𝑥)𝑘 ,

es decir, ∇𝑄𝐴(𝑥) = 2𝐴𝑥.
4. Por Lagrange (C3‑029.T1) hay 𝜇 con 2𝐴𝑢 = 𝜇 ⋅ 2𝑢: 𝐴𝑢 = 𝜇𝑢, y 𝑢 ≠ 0: 𝜇 es valor propio.
5. 𝑄𝐴(𝑢) = 𝑢 ⋅ 𝐴𝑢 = 𝑢 ⋅ 𝜇𝑢 = 𝜇|𝑢|2 = 𝜇 (C3‑001.T2). Ası́ 𝜇 = 𝜆.
6. Es el mayor. Si 𝐴𝑤 = 𝜈𝑤 con 𝑤 ≠ 0, sea 𝑤′ ∶= 𝑤/|𝑤| ∈ 𝑆; también 𝐴𝑤′ = 𝜈𝑤′ (AL.1), y

𝜈 = 𝑄𝐴(𝑤′) ≤ 𝑄𝐴(𝑢) = 𝜆.■

⚠ Qué demuestra y qué no

C3‑030.T2 es el primer paso del teorema espectral (AL.5). El resto, que hay una base ortonormal
de vectores propios, se obtiene repitiendo el argumento en el complemento ortogonal de 𝑢: eso
queda en AƵ lgebra Lineal I.

Dos aplicaciones más

Ejemplo C3‑030.E2 (desigualdad de las medias)
Para 𝑥1, … , 𝑥𝑛 > 0, (𝑥1⋯𝑥𝑛)1/𝑛 ≤ (𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛)/𝑛, con igualdad solo si todos son iguales.

1. Si 𝑛 = 1, es una igualdad. Sea 𝑛 ≥ 2 y 𝐾 ∶= {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝑥𝑖 ≥ 0, ∑𝑖 𝑥𝑖 = 𝑛}. 𝐾 es cerrado
(intersección de preimágenes de cerrados, C3‑012.T4) y acotado (0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑛): compacto
(C3‑010.T4).

2. 𝑃(𝑥) ∶= 𝑥1⋯𝑥𝑛 es continua, y alcanza sumáximo en𝐾 (C3‑014.C1). Como𝑃(1,… , 1) = 1,
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en todo punto de máximo 𝑝, 𝑃(𝑝) ≥ 1 > 0, ası́ que todas las 𝑝𝑖 > 0 (C1‑005.T9).
3. Sea 𝑈 ∶= (0,∞)𝑛, abierto, y 𝑔(𝑥) ∶= ∑𝑖 𝑥𝑖 − 𝑛, con ∇𝑔 = (1,… , 1) ≠ 0. Como 𝑀 ∶=

𝑈 ∩ {𝑔 = 0} ⊂ 𝐾, 𝑝 es un máximo de 𝑃|𝑀 .
4. Por Lagrange (C3‑029.T1, C3‑015.T1): 𝜕𝑖𝑃(𝑝) = ∏𝑗≠𝑖 𝑝𝑗 = 𝜆 para cada 𝑖, es decir,

𝑃(𝑝)/𝑝𝑖 = 𝜆. Como 𝑃(𝑝) > 0, 𝜆 > 0 y 𝑝𝑖 = 𝑃(𝑝)/𝜆 para todo 𝑖: todas iguales, y como
suman 𝑛, 𝑝 = (1,… , 1).

5. Ası́ 𝑥1⋯𝑥𝑛 ≤ 1 en 𝐾, con igualdad solo en (1, … , 1) (todo punto de máximo es ese).
6. Para 𝑥𝑖 > 0 cualesquiera, sea 𝑠 ∶= (𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛)/𝑛 > 0 e 𝑦𝑖 ∶= 𝑥𝑖/𝑠; entonces 𝑦 ∈ 𝐾

y ∏𝑦𝑖 = ∏𝑥𝑖/𝑠𝑛 ≤ 1 (C1‑005.T9): ∏𝑥𝑖 ≤ 𝑠𝑛, y (∏𝑥𝑖)1/𝑛 ≤ 𝑠 (C1‑023.C2). La igualdad
obliga a 𝑦 = (1,… , 1), es decir, 𝑥𝑖 = 𝑠 para todo 𝑖.

Ejemplo C3‑030.E3 (distancia a un hiperplano)
La distancia del origen al hiperplano 𝑎 ⋅ 𝑥 = 𝑐 (𝑎 ≠ 0) es |𝑐|/|𝑎|, alcanzada en 𝑐𝑎/|𝑎|2: por
Cauchy–Schwarz (que da también la existencia del mı́nimo) y, para 𝑛 ≥ 2, de nuevo por Lagran‑
ge.

1. Con Cauchy–Schwarz. Si 𝑎 ⋅ 𝑥 = 𝑐, entonces |𝑐| = |𝑎 ⋅ 𝑥| ≤ |𝑎||𝑥| (C3‑001.T3), ası́ que
|𝑥| ≥ |𝑐|/|𝑎|.

2. 𝑥0 ∶= 𝑐𝑎/|𝑎|2 está en el hiperplano (𝑎 ⋅ 𝑥0 = 𝑐|𝑎|2/|𝑎|2 = 𝑐) y |𝑥0| = |𝑐|/|𝑎|: la cota se
alcanza.

3. Con Lagrange (𝑛 ≥ 2). El mı́nimo de |𝑥|2 en el hiperplano existe (paso 2); con𝑔 = 𝑎⋅𝑥−𝑐,
∇𝑔 = 𝑎 ≠ 0 y C3‑029.T1 da 2𝑥 = 𝜆𝑎. Sustituyendo en 𝑎 ⋅ 𝑥 = 𝑐: 𝜆|𝑎|2/2 = 𝑐, y 𝑥 =
𝑐𝑎/|𝑎|2 = 𝑥0.

Ejercicios

1. Encuentra el máximo y el mı́nimo de 𝑓 = 𝑥𝑦 en el triángulo de vértices (0, 0), (2, 0), (0, 2).
2. Encuentra los extremos de 𝑓 = 𝑥2 − 𝑦2 en el disco 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4.

3. Encuentra el mayor valor propio de ൭2 1
1 2

൱maximizando 𝑄𝐴 en la circunferencia unitaria.

4. Calcula la distancia del origen al plano 𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 = 6.
5. Demuestra la desigualdad entre la media aritmética y la cuadrática: (𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛)/𝑛 ≤

ඥ(𝑥21 +⋯+ 𝑥2𝑛)/𝑛.
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Respuestas

1. Interior:∇𝑓 = (𝑦, 𝑥) = 0 solo en (0, 0), que es vértice. Frontera: en los catetos 𝑓 = 0; en 𝑥+𝑦 = 2,
𝑓 = 𝑥(2 − 𝑥), máximo 1 en (1, 1). Máximo 1, mı́nimo 0.

2. Interior: (0, 0), 𝑓 = 0 (silla). Frontera, 𝑥 = 2 cos 𝑡, 𝑦 = 2 sen 𝑡: 𝑓 = 4 cos2𝑡. Máximo 4 en (±2, 0),
mı́nimo−4 en (0, ±2).

3. 𝑄 = 2ℎ2 + 2ℎ𝑘 + 2𝑘2 = 2 + 2ℎ𝑘 en la circunferencia, máximo en (1, 1)/√2: 𝜆 = 3.
4. |𝑐|/|𝑎| = 6/√1 + 4 + 4 = 2.
5. Por Cauchy–Schwarz con (1, … , 1): ∑𝑥𝑖 ≤ √𝑛ට∑𝑥2𝑖 ; se divide entre 𝑛.



C3‑031 · Cierre de Cálculo III

Motivación

Unmapa de metro
A lo largo del curso hubo un dron que medı́a distancias con un radar, que se movı́a con dos
mandos y que sobrevolaba terrenos con fondos, cimas y puertos; una placa que se calentaba;
una app que deformaba un mapa; una pantalla de diagonal ϐija. Detrás de todo hubo una sola
lista de205piezas, cadaunademostrada con las anteriores, salvo cincohechos deAƵ lgebra Lineal
I declarados desde el principio.
Este capı́tulo es el mapa de esa lista: siete lı́neas, una por capı́tulo, y una ruta principal que va
de la completitud deℝ𝑛 a los multiplicadores de Lagrange.
Dónde falla la analogı́a: en el metro puedes ir y volver; en el curso las vı́as tienen un solo sentido
(una pieza solo usa piezas anteriores), y eso es justo lo que evita los cı́rculos viciosos.

Lo que se demostró

1. Curvas (C3‑001 a C3‑006). ℝ𝑛 con el producto punto, Cauchy–Schwarz (C3‑001.T3) y el trián‑
gulo; curvas derivadas componente a componente; la longitud de arco de Cálculo II, ahora enℝ𝑛,
con 𝓁(𝛾) = ∫ |𝛾′|; el parámetro de arco; curvatura, torsión y Frenet–Serret.

2. Normas (C3‑007). Espacios vectoriales y normas; ‖ ⋅ ‖1, ‖ ⋅ ‖∞; toda lineal de ℝ𝑛 en ℝ𝑚 es una
matriz; matriz invertible y reglas de 𝐴−1.

3. Topología (C3‑008 a C3‑014). Abiertos, cerrados y frontera; completitud (C3‑009.T2) y
Bolzano–Weierstrass (C3‑009.T3) en ℝ𝑛; Heine–Borel (C3‑010.T4); conexidad; continuidad;
Weierstrass (C3‑014.C1) y Heine enℝ𝑛; todas las normas deℝ𝑛 son equivalentes (C3‑014.T5).

4. Funciones de ℝ𝑛 en ℝ (C3‑015 a C3‑019). Parciales y direccionales; diferenciabilidad y gra‑
diente; TVM (C3‑017.T1); parciales continuas ⇒ diferenciable; Schwarz; Taylor con residuo de
Lagrange (C3‑019.T2), obtenido de Taylor en una variable a lo largo de un segmento.

5. Transformaciones lineales (C3‑020, C3‑021). Norma de operador; serie de Neumann (C3‑
020.T3); las invertibles forman un abierto y la inversión es continua (C3‑020.T2); formas
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cuadráticas, la cota𝑚|ℎ|2 y su estabilidad.
6. Funciones de ℝ𝑛 en ℝ𝑚 (C3‑022 a C3‑027). Jacobiana; desigualdad del valor medio (C3‑

022.T3); la inversión es 𝐶∞ (C3‑022.T4); regla de la cadena (C3‑023.T1); Banach (C3‑024.T1);
función inversa (C3‑025.T1, C3‑025.T2); función implı́cita (C3‑026.T1); divergencia, rotacional
y laplaciano.

7. Extremos (C3‑028aC3‑030).Condicionesnecesarias; criterio del hessiano sindiagonalizar (C3‑
028.T3); Lagrange con una (C3‑029.T1) y con varias restricciones (C3‑029.T2); extremos abso‑
lutos; un valor propio real por Lagrange (C3‑030.T2).

La ruta principal

Cada ϐlecha es un «usa:» de TEOREMAS‑C3.

1. Completitud deℝ𝑛 (C3‑009.T2)→ Banach (C3‑024.T1).
2. Compacidad de la esfera (C3‑010.T4) y Weierstrass (C3‑014.C1)→ equivalencia de normas (C3‑

014.T5)→ convergencia absoluta en matrices (C3‑014.T6)→ serie de Neumann (C3‑020.T3)→
las invertibles son un abierto (C3‑020.T2)→ la inversión es 𝐶∞ (C3‑022.T4).

3. TVM (C3‑017.T1)→ desigualdad del valor medio (C3‑022.T3).
4. Desigualdaddel valormedio +Banach+ invertibles abiertas→ inyectividad local e imagen abierta

(C3‑025.T1).
5. C3‑025.T1 + regla de la cadena (C3‑023.T1) + inversión 𝐶∞ → la inversa es 𝐶1 y 𝐶𝑘 (C3‑025.T2).
6. Inversa por bloques (C3‑026.T0) + función inversa→ función implı́cita (C3‑026.T1)→ curvas en

un nivel (C3‑026.C2).
7. Curvas en un nivel + Fermat (C1‑032.T1) → Lagrange con una restricción (C3‑029.T1) → valor

propio real (C3‑030.T2).

⚠ Sin determinantes

Ningún teorema de esta ruta usa el determinante (AL.4). «𝐷𝑓(𝑎) invertible» se lee como «jaco‑
biano ≠ 0», pero las pruebas usan la norma de operador, la serie de Neumann y la derivada
𝐻 ↦ −𝑀−1𝐻𝑀−1 de la inversión.

Lo que se citó de Álgebra Lineal
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Pieza Qué dice Dónde se usó

AL.1 álgebra de matrices,
transpuesta

norma de operador, formas
cuadráticas, cadena, inversas,
bloques, ∇𝑄𝐴 = 2𝐴𝑥

AL.3 rango por ϐilas = por columnas;
submatriz invertible

solo Lagrange con varias
restricciones (C3‑029.T2)

AL.4 determinante; invertible ⟺
det ≠ 0

solo para leer el jacobiano
(C3‑022.D3) y en ejemplos
(C3‑021.E1, C3‑022.E1)

AL.5 teorema espectral solo en los criterios generales
(C3‑021.T4)

AL.6 criterio de Sylvester solo en los criterios generales
(C3‑021.T4)

AL.2 («inyectiva ⟺ invertible») se eliminó: la serie de Neumann (C3‑020.T3), la inversa por bloques
con su recı́proco (C3‑026.T0) y la inversión 𝐶∞ (C3‑022.T4) lo hicieron innecesario. El criterio del hes‑
siano (C3‑028.T3) no necesita AL.5 ni AL.6: le basta la cota 𝑚|ℎ|2 (C3‑021.T1). Y el primer paso del
teorema espectral, que una simétrica tiene un valor propio real, sı́ se demostró (C3‑030.T2).

De Cálculo I siguen el axioma EN (elección numerable), que en ℝ𝑛 entra a través de C3‑009.T0, y la
recursión C1‑005.T11, demostrada en el apéndice de C1‑005.

Lo que no se enunció

El teorema del rango y el lema de Morse, opcionales del programa 0093, no se enuncian: el curso no
deja piezas sin demostrar (TEMARIO, decisión 7).

Lo que viene: Cálculo IV

– Integrales múltiples. Fubini y el cambio de variables, donde los jacobianos de C3‑022.E1
(det 𝐽𝑃 = 𝑟, det 𝐽𝐸 = 𝜌2 sen𝜑) serán el factor de escala de áreas y volúmenes.

– Integrales de línea y de superϐicie, con las curvas del capı́tulo 1.
– Green, Stokes y Gauss, donde div y rot (C3‑027) tendrán su signiϐicado fı́sico: ϐlujo y circulación.
– Convergencia uniforme, que cierra las piezas de Cálculo II que quedaron para Cálculo IV.
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Ejercicios

1. Sigue en TEOREMAS‑C3 los «usa:» de C3‑029.T1 hasta llegar a una pieza de Cálculo I. ¿Cuál es?
2. ¿Qué parte de la prueba de la función inversa falla siℝ𝑛 no fuera completo?
3. Explica por qué el criterio del hessiano no necesita diagonalizar la hessiana.
4. ¿Dónde se usó la compacidad de la esfera unitaria en el curso? Da tres lugares.
5. ¿Por qué la versión 𝐶𝑘 de la función inversa no necesita la fórmula de la adjunta?

Respuestas

1. Por ejemplo, C3‑029.T1 usa C1‑032.T1 (Fermat) directamente; también, a través de C3‑026.C2
→ C3‑026.T1 → C3‑025.T1 → C3‑024.T1, llega a C1‑014.T3 (𝑎𝑛 → 0).

2. La imagen abierta (C3‑025.T1 b): el punto ϐijo de 𝜑𝑦 sale de Banach, que usa la completitud (C3‑
009.T2).

3. Porque usa la cota ℎ ⋅ 𝐻𝑓(𝑎)ℎ ≥ 𝑚|ℎ|2 (C3‑021.T1, compacidad de la esfera) y su estabilidad
(C3‑021.T2); no hacen falta valores propios.

4. La equivalencia de normas (C3‑014.T5), la cota cuadrática (C3‑021.T1) y el valor propio real (C3‑
030.T2).

5. Porque 𝐷𝑔 = 𝜄 ∘ (𝐷𝑓 ∘ 𝑔) y la inversión 𝜄 es 𝐶∞ (C3‑022.T4), demostrado con 𝐷𝜄(𝑀)𝐻 =
−𝑀−1𝐻𝑀−1 y la continuidad de 𝜄.
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