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Prologo

Este libro cierra la serie que empez6 con Cdlculo diferencial, Cdlculo integral y Cdlculo en varias varia-
bles I, con el mismo objetivo: demostrar todo. Cada teorema de la integracién en varias variables que
aparece aqui se demuestra completo, paso a paso, sin «es facil ver», sin «se deja al lector» y sin usar

nada que no se haya demostrado antes, aqui o en los tres primeros libros.

El recorrido sigue el programa de Calculo Diferencial e Integral IV de la Licenciatura en Matematicas
de la Facultad de Ciencias de la UNAM, en sus temas y en su orden: las integrales multiples (la integral
de Riemann sobre cajas, la medida cero, el criterio de Lebesgue, los conjuntos de Jordan, el teorema
de Fubini y el teorema del cambio de variables, con las coordenadas polares, cilindricas y esféricas,
las integrales impropias y la derivacion bajo la integral); las integrales de linea (el trabajo, los campos
conservativos, el teorema de Green y el indice de una curva); las integrales de superficie (superficies
parametrizadas, area, flujo y orientacion); los teoremas integrales (Stokes, Gauss, las identidades de
Green, el laplaciano, el principio del maximo y la funcién de Green); y la convergencia uniforme (la
M de Weierstrass, la derivacién término a término y una funcién continua sin derivada en ningin
punto). De los temas optativos se incluye la parte de series de Fourier, hasta el teorema de Dirichlet y
la identidad de Parseval; la transformada de Fourier, los métodos numéricos y las formas diferenciales

no se enuncian.

Como esta hecho

- Todo parte de los mismos axiomas. Los axiomas de los nimeros reales (K1-K9, 01-03 y S), el
principio de eleccidn numerable (EN) y lo demostrado en los tres libros anteriores son el punto
de partida. Sus resultados se citan con su ndmero, por ejemplo «(C2-005.T2)» o «(C3-025.T1)»;
los de este libro empiezan con C4.

- Cada paso dice qué usa. Las justificaciones aparecen entre paréntesis con el nimero del resulta-
do que se aplica, por ejemplo «(C4-006.T1)». El nimero indica la clase (C4-006) y la pieza dentro
de ella (T1 = primer teorema). Detras del libro hay un inventario de 216 piezas en el que cada
una declara de qué depende, y un programa comprueba que ninguna use algo posterior.

- Integral de Riemann, no de Lebesgue. La integral es la de Darboux sobre cajas, extendida a

los conjuntos de Jordan. La medida cero entra solo para caracterizar las funciones integrables
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(criterio de Lebesgue, que cumple la promesa de C2-005.T6); la teoria de la medida no se usa.

- Las rutas se eligieron para no dejar huecos. El cambio de variables sigue la ruta de Lang: se
estima el contenido de la imagen de cubos pequefios, se obtiene una desigualdad y la igualdad
sale de aplicar la misma cota a la funcién inversa de Cdlculo en varias variables I. Green, Stokes
y Gauss se demuestran para imagenes C? de un rectangulo o de una caja, y cada ejemplo (disco,
corona, esfera, bola) comprueba lado por lado y cara por cara que encaja en esa forma.

- Laeleccion se dice cuando se usa. El criterio de Lebesgue arma sus cubiertas con rejillas regu-
lares, sin elegir; la inica eleccion del libro es EN en R" (C3-009.T0), citada donde aparece.

- Intuicién primero, formalidad siempre. Cada capitulo abre con una situacion cotidiana (una
mochila que sube una colina, un alambre de densidad variable, el agua que se va por un desagiie,
la lluvia que cae sobre un paraguas) y dice ddnde falla la analogia. Después vienen la definicién

o el teorema formal, su demostracidn y un contraejemplo por cada hipétesis.

Algebra lineal: qué se demuestra y qué se cita

El libro demuestra lo que la integracién necesita: las matrices elementales, la reduccién de Gauss-
Jordan, el contenido de la imagen de una caja bajo una transformacién elemental y, con ello, que una
transformacion lineal multiplica el contenido por |det T| (C4-008). Solo se citan, con su nimero y mar-
cados «A Algebra Lineal», dos hechos ya citados en Cdlculo en varias variables I: el lgebra de matrices

y la transpuesta (AL.1) y el determinante (AL.4).

Este libro cierra las promesas de los anteriores: el criterio de Lebesgue (C2-005.T6), el trabajo (C2-
022.D1), las areas y superficies de revolucién (C2-019 y C2-021), la derivacién término a término (C2-
028.T5), la convergencia de las series de Fourier (C2-029.T5) y el sentido fisico de la divergencia y el
rotacional (C3-027). El dltimo capitulo (C4-032) es un mapa de lo demostrado en los cuatro libros y de

doénde se cumplié cada promesa.

Como leerlo

Cada capitulo corresponde a una clase en video (algunos, a dos partes) del curso Cdlculo en varias
variables II: todas las demostraciones, explicadas paso a paso de PyPro (pypro.mx). Se puede leer solo,
pero funciona mejor junto con el video: el video da la idea y la imagen; el libro da cada detalle por

escrito.

Los recuadros ayudan a orientarse:
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Teorema, definicidn, ejemplo: el enunciado exacto, tal como se usa después.

Idea: la estrategia de la demostracién en una o dos frases.

En la vida diaria: la situacion cotidiana y el limite de la analogia.

Cuidado: errores frecuentes, lo que pasa si se quita una hipotesis y por qué una pieza lleva A.

Al final de cada capitulo hay ejercicios con sus respuestas.
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C4-001 - La integral sobre una caja

Motivacion

La lluvia sobre un terreno

Sobre un terreno rectangular cae lluvia, pero no en la misma cantidad en todas partes: en el
punto (x,y) caen f(x,y) litros por metro cuadrado. ;Cuanta agua cayo en total?

Un agrénomo divide el terreno en una rejilla de parcelas. En cada parcela anota la lluvia minima
y la maxima, las multiplica por el area de la parcela y suma. Obtiene un total por defecto y uno
por exceso. Con una rejilla mas fina, los dos totales se acercan. Si se acercan a un mismo nimero,
ese numero es el agua total: la integral de f sobre el terreno.

Es exactamente lo que se hizo en Calculo II con intervalos; ahora los intervalos son cajas.
Doénde falla la analogia: 1a lluvia real se mide en pluviémetros, en puntos aislados; aqui supone-

mos que conocemos f en todos los puntos, y que f es acotada.

Para f(x,y) = x2+yen [0, 1])? ylarejillade j X parcelas, la suma por defecto es L= (]_1;5—22]_1) + %

la suma por exceso U; = %+%,asi que U;—L;j = 2/j.Conj = 10: Lo = 0.735y Uy = 0.935.

El valor exacto resultard 5/6 = 0.8333 (C4-006.E1 da la herramienta).

Parte 1 - Cajas, particiones y sumas

Cajas y volumen

Definicion C4-001.D1 (caja, volumen, cubo)

Paraa; < b; (i = 1,...,n),lacajaR := [ay,b;] X - X [a,, by] € R™ tiene volumen v(R) :=
[I;(b; — a;). Un cubo es una caja con todos sus lados iguales; Q(a,r) := {x : ||x — a|[l» < r}es
el cubo de centro a y semilador > 0, con v = (2r)". Paran =1,R = [a,b] yv(R) = b — a. Las
cajas son compactas (C3-010.T2) y convexas. Los productos finitos (volimenes) se reordenan y

reagrupan libremente: K2 y K6 por induccidn, como C2-027.TO (a) para las sumas.
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Que Q(a,r) eslacaja[];[a; — 1, a; +r] esladefiniciénde || - || (C3-007.T1): ||x — a||o < r siy solo si
|x; —a;| < r paracada i.Las cajas son convexas: six,y € Ryt € [0, 1], cada coordenada (1 —t)x; +ty;
estd entre a; y b; (C1-003.T4), y asi [x,y] € R (C3-011.D1).

Teorema C4-001.T1 (supremos e infimos en R")

Las afirmaciones (a)-(d) de C2-001.T2 valen para S € R™" novacioy f,g : S = R acotadas; se

escribe supg f, infg f.

Demostracion.

1. Cada afirmacion de C2-001.T2 habla de los conjuntos de numeros f(S), g(S), (f + g)(S), (cf)(S)
y f(S"), y de sus supremos e infimos (C1-006.D1, C1-006.T3).

2. La demostracién de C2-001.T2 solo usa que esos conjuntos son subconjuntos no vacios y acota-
dosde R,y que f(x) + g(x) € (f + g)(S) parax € S: el dominio S nunca interviene.

3. Por lo tanto la misma demostracioén, palabra por palabra, vale paraS c R".

Particiones

Definiciéon C4-001.D2 (particiones)

Una particionde R es P = (P4, ..., B,) con P; particion de [a;, b;] (C2-001.D1). Sus subcajas son
los productos I; X -+ X I, de subintervalos consecutivos I; de P;; ||P|| := el mayor lado de una
subcaja. Q refinaa P si P, ¢ Q; paratodo i; PU Q := (P, U Qq4, ..., B, U Q) refina a ambas.
Larejilla G; (j € N) divide cada [a;, b;] en j partes iguales; ||G;|| = max;(b; — a;)/j; sSi R es un
cubo, las subcajas de G; son j™ cubos. Las sumas sobre las subcajas son sumas finitas sin orden
(C2-027.T0).

SiP={ti<ti<-< t,‘;i}, las subcajas se indexan con los multiindices j = (ji, ..., jn), 1 < j; < k;:

= [t X e X [t T = '
Sy =t i1 X o X [tf g, ], v(S)) = nAt}z'
i
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.........................................................................

(a1, a2)

Figura 1: Una particién de una caja de R? y un refinamiento (lineas punteadas): cada subcaja gruesa

queda partida en subcajas finas.

Teorema C4-001.T2 (las subcajas llenan la caja)

Sea P una particion de R. Para toda caja S = [];[c;, d;], intS = [1;(c;,d;) y S = S\ [1;(c;, dy).
Las subcajas de P cubren R, el interior de una subcaja no corta a ninguna otra subcaja de P (en
particular, dos subcajas distintas tienen interiores disjuntos), y Y.¢cp v(S) = v(R). Si Q refina
a P, cada subcaja de Q esta contenida en exactamente una subcaja de P,y paracada S € P las

subcajas de Q contenidas en S forman una particién de S y son exactamente las subcajas de Q
que cortan int S.

Idea de la demostracién

Todo se hace coordenada por coordenada: en cada lado [a;, b;] ya sabemos todo (Calculo II). La

suma de los volimenes es un producto de n sumas telescopicas.

Demostracién. Escribimos P; = {t(i) << tzici}-

1. Unlema sobre el interior. Paraunacaja$ = [[;[c;, d;],intS = [[;(c;, d;).Sic; < x; < d; paratodo i,
sear := min; min(x; —c;, d;—x;) > 0(C1-005.T13); si|y—x| < r,entonces |y; —x;| < |[y—x| <r
(C3-001.T2),asi que ¢c; < y; < d;: B(x,7) c S.Si en cambio x; = c; para algin i, el punto x — gei

estd en B(x,r) y fuera de S para todo r > 0; igual si x; = d; con x + gei. Asi x no es interior
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(C3-008.D1). Como S es cerrada, dS = S\ intS = S\ [[;(c;, d;) (C3-008.T3): los puntos de S con
alguna coordenada en un extremo.

2. Cubren. Sea x € R. Para cada i, el conjunto {k > 1 : t,"( > x;} no es vacio [t,iq = b;) y tiene un
minimo j; (C1-005.T3); entonces tj,_; < x; < tj, (sij; = 1, porque ¢5 = a; < x;). Asix € S

3. Interiores disjuntos. Si j # j', hay i con, digamos, j; < ji; entonces t}i < t;i’_l y los intervalos
abiertos (tj,_1,t;) y (t;{—l' t]?i,) son disjuntos. Por el paso 1, int S y int S son disjuntos. Mas atn,

int §j no corta a Sy, porque el intervalo cerrado [t}, t!,] tampoco corta a (t}i—v t}i).
L

4. Suma de voliimenes. Por la distributividad (K9) y la induccién en n (C1-005.T1, C1-005.T12), la
suma de los productos sobre todos los multiindices es el producto de las sumas, y cada suma es

telescopica (C2-001.T1 a):

kq kn
ZU(S) = Z Z At} - AL}
SEP j1=1  jp=1
n k; n
- 1_[ z At = H(bi —a) = v(R).
i=1 j;=1 i=1

El orden de la suma es irrelevante (C2-027.T0).

5. Refinamientos: un lado. Sea Q refinamiento de P y I = [t._,,t}] un subintervalo de P;. Como
t,i(_l, t,i( € Q;, el conjunto Q; N I es una particion de I (C2-001.D1). Dos puntos consecutivos de
Q; NI son consecutivos en @;: un punto de Q; entre ellos estarfaen I. Y siu < u’ son consecutivos
en Q;, hay un unico subintervalo de P; que contiene a [u, u']: con k el menor indice con t,i{ >u
(C1-005.T3),t,_, <u'ytki_, € Q;luegoti_; < u.

6. Refinamientos: las cajas. Sea S = I; X --- X I,, € P. Por el paso 5, las subcajas de Q contenidas en S
son los productos de subintervalos consecutivos de las particiones Q; N I;: forman una particiéon
de S. Por el paso 5 también, cada subcaja de Q esta contenida en exactamente una subcaja de P
(la existencia, lado por lado; la unicidad, por el paso 3, porque su interior no es vacio).

7. Las que cortan intS. Una subcaja S’ de Q contenida en S corta a int S, porque @ # intS’ c intS
(paso1).SiS' € S" conS” € P,S" # S,entonces S' NintS c §”" NnintS = @ (paso 3). Por el paso

6, las subcajas de Q que cortan int S son exactamente las contenidas en S. B
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Sumas de Darboux

Definicion C4-001.D3 (sumas de Darboux)

Para f : R - R acotada, P particion de R y S subcaja: mg(f) := mnfs f, Mg(f) := sup,f;
L(f,P) := Xsms(f)v(S) y U(f, P) := Xg Ms(f) v($).

Teorema C4-001.T3 (refinamiento)

Seaf : R - Racotada.L(f,P) < U(f,P);siQrefinaaP,L(f,P) < L(f,Q) S U(f,Q) < U(f,P);
para dos particiones cualesquiera, L(f,P) < U(f,Q).Sim < f < M,m-v(R) < L(f,P) <
U(f,P) <M -v(R).

Idea de la demostracion
Al refinar, cada subcaja gruesa se reparte en subcajas finas; en cada una el infimo solo puede

subir (es el infimo sobre un conjunto menor), y los volimenes suman lo mismo.

Demostracion.

1. Para cada subcaja S, mg(f) < Mg(f) (C4-001.T1, C2-001.T2 a) y v(S) > 0; multiplicando (C1-
003.T9) y sumando, L(f,P) < U(f,P) (C2-027.TO c).

2. Sea Q refinamiento de P. Por C4-001.T2, cada subcaja de Q estd en exactamente una S € P; agru-
pamos los términos de L(f, Q) segin esa S (C2-027.T0 b):

LEQ =) > me(Hv(s).

SEP §'eQ, S'cS

3. SiS" c S, mg(f) = mg(f) (C4-001.T1, C2-001.T2 a). Por C4-001.T2 aplicado a la particiéon de S

que forman esas S’, Y15 V(S") = v(S). Asi
D ma (NS Zms(f) Y (") = ms(F)v(S),
S'ecs s'cs

y sumando sobre S, L(f, Q) = L(f, P) (C1-003.T9).
4. Igual, con Mg/ (f) < Ms(f), U(f, Q) < U(f, P); con el paso 1 para Q queda la cadena completa.
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5. Para Py Q cualesquiera, P U Q refina a ambas (C4-001.D2) y

L P)=L(f,PUQ) U, PUQ) =U(f, Q)

6. Sim < f < M, entonces m < mg(f)y Mg(f) < M (C1-006.D1, C1-006.T3), y por C4-001.T2
mv(R) = X¢mv(S) < L(f,P);igual U(f,P) < Mv(R). R

Parte 2 - La integral

Definicion C4-001.D4 (integral)

Para f : R - Racotada, L(f) := sup, L(f,P) y U(f) := mfp U(f, P) (existen por C4-001.T3). f
es integrable en R si L(f) = U(f), y ese nimero es [, f (también [, f(x) dx).

Existen: el conjunto {L(f, P)} no es vacio y esta acotado superiormente por U(f, P,) para cualquier P,
(C4-001.T3); tiene supremo por S. Igual el infimo (C1-006.T3).

Teorema C4-001.T4 (criterio de Riemann)

Sea f : R —» Racotada. L(f) < U(f). f es integrable < para todo € > 0 existe P con U(f,P) —
L(f,P) < &; en ese caso fR f es el Gnico nimero entre L(f, P) y U(f, P) para todas las P.

Demostracion.

1. Fija Q. Por C4-001.T3, L(f,P) < U(f, Q) paratoda P: U(f, Q) es cota superiory L(f) < U(f, Q)
(C1-006.D1). Como vale para toda Q, L(f) es cota inferior de los U(f,Q) y L(f) < U(f) (C1-
006.T3).

2. (&) Paratoda P, L(f,P) < L(f) < U(f) < U(f,P),asique 0 < U(f) —L(f) S U(f,P)—L(f,P)
(C1-003.T9). Si para cada ¢ hay P con la diferencia < ¢, entonces U(f) —L(f) < e paratodoe > 0
yUu() = L)

3. (®)Seal := L(f) = U(f)ye > 0.Por C1-006.T2 hay P; con L(f,P;) > I —¢/2y P, con
U(f,P,) <I+¢/2.ConP :=P; UP,yC4-001.T3,

U(f,P) = L(f,P) SU(f,P) = L(f, P1) <e.

4. Unicidad. I esta entre L(f,P) y U(f,P) para toda P (paso 2). Si /] también, entonces | — J| <
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U(f,P) — L(f,P) paratoda P,y porelpaso3 | — ]| < eparatodoe > 0:1 =]. 1

Corolario C4-001.C1 (coherencia con Calculo II)

Paran = 1y R = [a, b], particiones, sumas, L(f), U(f), integrabilidad y fR f son exactamente
los de C2-001.D2 y C2-002.D2. Todo resultado de Calculo II sobre integrales en [a, b] vale para

la integral de este capitulo en R?.

Demostracion.

1. Paran = 1, una particién P = (P,) es una particiéon P; de [a, b] (C2-001.D1), y sus subcajas son
los subintervalos [t;_1, t;], con volumen At; (C4-001.D1, D2).

2. Entonces mg(f), Ms(f), L(f,P) y U(f, P) son los m;, M; y las sumas de C2-001.D2 (la suma sin
orden es la suma ordenada, C2-027.T0 a).

3. Los supremos e infimos de C4-001.D4 se toman sobre los mismos conjuntos que en C2-002.D2:
son iguales, y también la integrabilidad y la integral. Todo teorema de Calculo II sobre estos obje-

tos vale, entonces, tal cual. &

Teorema C4-001.T5 (propiedades)

Seanf,g : R » Racotadasyc € R. (@ U(f +g) U ) +U(@yL(f +g) = L)+ L(g);
sif < g, U(f) < U@ yL(f) < L(g). (b)Sifyg son integrables: f + g y cf lo son, con
JG+p=[f+fgylcf=clfif<g=[f</[g|flesintegrabley|[f] < [If].(c)
Jac=c-v(R).

Demostracion.

1. (a), suma. En cada subcaja, Ms(f +g) < Ms(f) +Ms(g) (C4-001.T1, C2-001.T2 b); multiplicando
por v(S) > 0y sumando, U(f + g,P) < U(f,P) + U(g, P).
2. Para P, Q cualesquiera, con C4-001.T3:

Uf+9)sU(f+gPUQ)<U(f,PUQ)+U(gPUQ)<U(f,P)+U(g Q).

Tomando infimo en P y luego en Q (C1-006.T3, C1-006.T4), U(f + g) < U(f) + U(g).Lode L es
igual con infimos.

3. (a), monotonia. Si f < g, Ms(f) < Ms(g) (C1-006.D1), luego U(f,P) < U(g,P) paratoda Py
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U(f) < U(g); igual con L.

4. (b), suma.Por (a), L(f) +L(g) < L(f+g9) S U(f +g9) <U(f)+U(g) (C4-001.T4); si f, g son
integrables los extremos valen [ f + [ g,y todo es igual.

5. (b), multiplos. Sic = 0, Ms(cf) = c Ms(f) y ms(cf) = cms(f) (C2-001.T2 c), asi que U(cf, P) =
cU(f,P), L(cf,P) = cL(f,P),yU(cf) = cU(f), L(cf) = cL(f) (C1-006.T4, C1-006.T3). Si
¢ <0,Ms(cf) =cmg(f),luego U(cf,P) = cL(f,P)yU(cf) = cL(f);igual L(cf) = cU(f).En
los dos casos, si f es integrable, L(cf) = U(cf) =c [ f.

6. (b), monotonia. Sif < g,porelpaso3, [f=U(f) <U(g) = [g.

7. (b), valor absoluto. Para x,y € S, ||f(x)| - |f(y)|| < |f(x) — f(¥)| (C1-004.T5), y por la forma
de la oscilacion (C2-001.T2 d) Ms(|f]) — ms(|f]) < Ms(f) — ms(f). Asi U(|f|,P) — L(|f|,P) <
U(f,P)—L(f,P),ypor C4-001.T4 |f| es integrable. Como —|f| < f < |f| (C1-004.T3), los pasos
5y6dan—[|f| < [f < [Ifl esdecir| [ f] < [ If].

8. (c)Paraf =c,mg=Ms=cyL(f,P) =U(f,P) = c2sv(S) = cv(R) (C4-001.T2). W

Teorema C4-001.T6 (continua = integrable)

Si f : R - Res continua, es integrable en R.

Idea de la demostracion
En la caja compacta, f es uniformemente continua (Heine). En una rejilla suficientemente fina,

f varia menos de 1 en cada subcaja,y U — L < nv(R).

Demostracién. Seas > 0yn = ¢/(2v(R)).

1. R escompacta (C3-010.T2)y f es continua, asi que es uniformemente continua (C3-014.T2): hay
6>0con|f(x)—f(Y)| <nsix,y€ERy|x—y| <6.

2. Seaj € N con ||Gj|| < §/n (C1-007.C1). Si x, y estdn en una subcaja S de Gj, cada |x; — y;| < ||G;||
y por C3-001.T5

lx =yl < |xg = yi| + -+ [xn =yl S n|IGj]| < 6.

3. S es compacta y no vacia (C3-010.T2), y f alcanza en S su maximo en p y su minimo en q (C3-

014.C1): Ms(f) —ms(f) = f(p) — f(@) <n.
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4. Sumando (C4-001.T2),

U(f,Gj) — L(f,Gj) = Z(MS —m) v(S) < 77217(5) - g <e
S S

y f es integrable por el criterio de Riemann (C4-001.T4). &

Por qué cada hipotesis

En C4-001.T6 la unica hipotesis es la continuidad (la caja ya es compacta). Sin ella, el resultado falla:

Ejemplo C4-001.E1 (no integrable)
f(x,y) :=1six € Qy0sino,en [0,1]%: L(f,P) = 0y U(f,P) = 1 para toda P, asi que f no es

integrable.

1. SeaS = [t,t'] X [u,u'] una subcaja de P, cont < t'. Por la densidad de Q (C1-007.T3) hay
q€E€EQcont <q<t,yf(qu) = 1;porladensidad de los irracionales (C1-008.T3) hay
x € Qen (¢, t"),con f(x,u) =0.

2. Como0 < f <1, Ms(f) =1ymgs(f) = 0(C1-006.D1).

3. Asi L(f,P) = 0y U(f,P) = Xsv(S) = 1(C4-001.T2),y L(f) = 0 # 1 = U(f) (C4-
001.D4).

A Acotada es parte de la definicion

1
]
1
. Las sumas de Darboux solo tienen sentido para f acotada: si f no es acotada en alguna subcaja,
I
]
I
1

Ms(f) no existe. Por eso «integrable» incluye «acotada», como en Calculo II.

Ejercicios

1. Calcula L(f,G;) y U(f, G;) para f (x,y) = x?+yen[0,1]? y compruebaque U — L = 2/j.

2. Demuestra que si f es integrableen Ry f = 0, entonces fR f=0.

3. Sea f integrable en R y g igual a f salvo en un punto p. ;Es g integrable? (Sugerencia: el punto
esta en alo mas 2™ subcajas de una particion; pon puntos de la particién muy cerca de p.)

4. Demuestra que [, (f — g) = [, f — [, g para f, g integrables.
5. Dauna funcién f en [0, 1]? no integrable tal que |f] si lo sea.
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Respuestas

b-1
J
inferior izquierda y M en la superior derecha. Las sumas son las del gancho, y la diferencia es
6j , 2 _ 2

a-1 a

b : . . :
1. En cada subcuadro [T' j] X [ ,7], f es creciente en cada variable: m esta en la esquina

6j2 2j

2. 0 < fyC4-001.T5 (b,c): [f = [0 =0.

3. Si,con [ g = [ f:con|f],|g| < B, las subcajas que contienen a p cambian U — L en alo mas 2B
veces su volumen total, que se hace tan chico como se quiera.

4. f—g=f+(-1)gyC4-001.T5 (b).

5. f=1six€Qy—1sino: L(f,P) =—1,U(f,P) =1, pero |f| = 1.



C4-002 - Rejillas finas: el teorema de

Darboux

Motivacion

Dos agronomos y sus rejillas

El criterio de Riemann dice que una funcién es integrable si alguna particién tiene sumas su-
perior e inferior cercanas. Pero en la practica uno usa la rejilla que tiene a la mano: cuadritos
iguales, cada vez mas chicos. ;Basta eso?

Un agrénomo encontré una particién muy buena, P, con lineas en lugares raros. Otro usa cua-
dritos de 1 metro. La pregunta es si los cuadritos chicos, cualesquiera que sean, son tan buenos
como la particién astuta.

El teorema de Darboux dice que si: los cuadritos que no caben dentro de una parcela de P, son
los que cruzan una de sus lineas, y esos ocupan un area tan chica como se quiera.

Doénde falla la analogia: en un terreno real los cuadritos tienen un tamafio minimo; aqui la norma

de la particion tiende a cero.

Con f(x,y) = x%> +y en [0,1]? y P, la particién con cortes en 1/3 en las dos coordenadas, las subcajas
de G;, que cruzan un corte son las de la columna x € [0.3,0.4] y las del renglén y € [0.3,0.4]: 19 de
100, con area total 0.19.

Resultados

Teorema C4-002.T1 (cajas dentro de cajas)

Sea Q una caja. (a) Si Q4, ..., Qk son cajas contenidas en Q con interiores disjuntos dos a dos,

% v(Qy) < v(Q). (b) SiQy, ..., Qk son cajas que cubren Q, v(Q) < Y; v(Q;).

11
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Idea de la demostracion
Una particidn que tiene todos los extremos de todas las cajas parte a cada una en subcajas, y el

volumen de cada caja es la suma de las subcajas que contiene. Basta contar subcajas.

Demostracién. Para una caja W = [];[c;, d;] y una particién P de una caja que contienea W, conc;, d; €

P; para todo i:

1. Lema. Las subcajas de P contenidas en W son las subcajas de la particién (P; N [c;, d;]); de W,
y por lo tanto v(W) = Ysep scw v(S). En efecto: un subintervalo [t;_4, t;] de P; estd en [c;, d;]
si y solo si sus extremos son consecutivos en P; N [¢;, d;] (un punto de P; entre ellos estaria en
[¢;, d;]); y un producto de intervalos esta en W siy solo si cada factor esta en su lado. La igualdad
de volimenes es C4-001.T2.

2. (a). Sea P la particiéon de Q con P; :=1los extremos de Q y de todas las Q; en la coordenada i (todos
estan en [a;, b;] porque Q; Q). Por el lema, v(Q;) = Xgcq, V(S)-

3. Una subcaja S de P estienalomasuna Q;:siS < Q; N Q,,, conl # m, entonces @ # intS c
intQ; NintQ,, = @ (C4-001.T2, paso 1 del libro).

4. Asilos conjuntos {S : S € Q;} son disjuntos, y por C2-027.TO0 (b, c), con v(§) > 0:

k

> v = Z > u(s) ) v(S) = v(0).

=1 =1 5ScQ; SEP

5. (b). Sea R la caja con lados [min, max]| de todos los extremos de Q y de las @, (C1-005.T13),y P la
particién de R con todos esos extremos. Por el lema, v(Q) = X v(S) y v(Q)) = 25ch v(S).

6. Sea S = [];[s;,s;{] € Q una subcaja de Py c su centro. Comoc € Q € U;Q;, haylconc € Q; =
[1;[a;, B;]- Enla coordenada i, &; < ¢; < s; y a; € P;; como s; y s; son consecutivos en P;, a; < s;.
Igual ; > s{. AsiS c Q,.

7. Porel paso 6,{S c Q} c U;{S c Q;}. Separando la unién en partes disjuntas (los S que caen por

primera vez en ;) y usando C2-027.TO0 (b, c):

v(@ = ) v < Z ROE Z v@)

ScQ =1S5cQ
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Teorema C4-002.T2 (Darboux)

Sea f : R = Rintegrable. Paratodo € > 0 existe § > 0 tal que toda particion P de R con ||P|| < §
cumple U(f, P) — L(f, P) < e. En particular L(f, G;) = [, fyU(f,G;) = [, f.

Idea de la demostracion
Se fija una particion buena P,. Una subcaja de P «buena» cabe en una subcaja de P, y aporta a
lo mas lo que aporta Py. Una subcaja «mala» cruza una de las paredes interiores de Py; hay N

paredes, y las subcajas malas de una pared caben en una rebanada de grosor < 4.

1/3

1/3

Figura 2: La particién P, (lineas gruesas) y una particién fina P. Las subcajas sombreadas cruzan una

pared de Py: son las «malas», y caben en rebanadas delgadas.

Demostracion. Sean B = 0 con |f| < Bye > 0.

1. Por el criterio de Riemann (C4-001.T4) hay Py con U(f,Py) — L(f,Py) < &/2.Sea N el niumero

total de puntos de los (Py); en los abiertos (a;, b;), sumando sobre i,y W := max; [[,...; (bx — ax)
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(C1-005.T13). Sea

6= Ll(BN;W-I-l) >0, asique 2BNSW < ;

2. Sea P con ||P|| < &8.Una subcaja S = [[;[s;, s;] de P es buena si esta contenida en una subcaja de
Py, y mala si no.

3. Las malas cruzan una pared. Si para cada i ningtin punto de (P,); estd en (s;, s;), sea u el mayor
punto de (Py); con u < s; (existe: a; lo es, C1-005.T13) y u’ el siguiente; como u’ > s; yu' ¢
(sisi), u' = s;. Asi [s;,s;] © [u,u’] en cada coordenada, y S es buena. Por lo tanto, si S es mala,
hayiyt € (Py); cons; <t <s;;esetnoesa;nib;.

4. Las buenas. Cada buena S esta en exactamente una subcaja T de P, (C4-001.T2: dos subcajas de
Py no comparten interior), y Mg — mg < My — my (C4-001.T1). Para T fija, las buenas S ¢ T

tienen interiores disjuntos, y por C4-002.T1 (a) X 57 v(S) < v(T). Agrupando (C2-027.T0):

€
> Ms—m)v(S) < ) (My—mp)v(T) < 5.
S buena TEP,
5. Las malas de una pared. Fijos i y t como en el paso 3, hay un tnico subintervalo [s,s'] de P; con
s < t < s’ (los subintervalos de P; tienen interiores disjuntos), y s’ — s < §. Las subcajas malas

cuyo lado i contiene a t en su interior estan en la rebanada
[ay, by] X - X [5,5"] X -+ X [an, by]

(el factor [s,s’] en el lugar i), una caja de volumen < §W; por C4-002.T1 (a) su volumen total es
< SW.

6. Todas las malas. Toda subcaja mala esta en alguna de las N rebanadas (paso 3),y Mg — mg < 2B.
Asi (C2-027.TO b, ¢):

€
Z (Ms — ms) v(S) < ZBZ Z v(S) < 2BNSW < .
S mala (i,t) S enlarebanada
7. Sumando los pasos 4y 6, U(f,P) — L(f,P) < €. (Si N = 0, no hay malas y basta el paso 4.)
8. Rejillas. ||Gj|| = max;(b; —a;)/j < & para j grande (C1-007.C1). Como L(f, Gj) < fR f=U({,G)
(C4-001.T4), |L(f,G)) — [, fI < ey |U(f,G}) — [, f| < e paraesos j. A

Definicion C4-002.D1 (sumas de Riemann)

Para P particién de R y una eleccion & € S en cada subcaja, S(f, P, §) := X¢ f(&s) v(S).




Calculo en varias variables II 15

Corolario C4-002.C1

L(f,P) < S(f,P,§) < U(f,P).Sif esintegrable, para todo € > 0 existe § > 0 con |S(f,P, &) —
fR f| < e paratoda P con ||P|| < § y toda eleccién €.

Demostracion.

1. mg(f) < f(&) < Mg(f) (C1-006.D1); multiplicando por v(S) > 0y sumando, L(f,P) <
S(f,P, &) <U(f,P).

2. Si f es integrable, también L(f,P) < fRf < U(f,P) (C4-001.T4). Con el § de C4-002.T2, los dos
numeros estan en un intervalo de longitud < ¢,y [S(f, P, &) — fR fl<el

Corolario C4-002.C2 (la integral de una caja)

Si Q < R son cajas, x es integrableen Ry fR Xo =v(Q).

Demostracién. Sean Q = [];[c;,d;] € R = [1;[a;, b;]yn > 0.

1. Sea @, := [I;[max(a;, c; — 1), min(b;,d; + n)] © R,y P la particién de R con P; := los puntos
a;, ¢;, d;, b; y los nimeros c¢; — 1, d; + 1 que estén en (a;, b;).

2. Siuna subcaja S de P estd en Q, mg(xg) = Ms(xo) = 1.SiS ¢ Q, algun lado [s;, s{] no esta en
[¢;, d;]; como c;,d; € P;, ese lado esta en [a;, c;] 0 en [d;, b;], y un punto de S con coordenada
s; < c;0s; > d; esta fuerade Q: mg(xo) = 0.

3. Porelpaso 2y el lema de C4-002.T1, L(xq,P) = Zch v(S) = v(Q).

4. Si S corta a @, en cada coordenada su lado corta a [¢;, d;] y es consecutivo en P;, asf que esta en
[max(a;, ¢; —n), min(b;, d; + n)]: S © Q. Las que no cortan a Q tienen Mg = 0. Por C4-002.T1
(),

UltgP) = ). v(S) <v(@p) <[ [@i—c+2m).
SNQ=+Q i

5. Asiv(Q) < L(xq) < U(xq) < Il;(d;—c;+2n) paratodon > 0 (C4-001.T4).Conn = 1/m, ellado
derecho tiende a [[;(d; — ¢;) = v(Q) cuando m — oo (C1-007.C1, C1-013.T2), y por C1-013.T3,
U(xq) < v(Q).Porlotanto L(xq) = U(xg) = v(Q). A
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Por qué cada hipotesis

A Darboux pide integrable

. Si f no esintegrable, ninguna sucesion de rejillas sirve: parala funcién de C4-001.E1, L(f,P) =0

y U(f, P) = 1 para toda P, por fina que sea. El teorema no da integrabilidad: la usa.

A Interiores disjuntos en C4-002.T1 (a)

2. Los bordes compartidos si se permiten: [0,1/2] y [1/2, 1] suman exactamente 1.

. Sin la hipétesis de interiores disjuntos la desigualdad falla: [0, 1] y [0, 1] estdn en [0, 1] y suman E

Ejercicios

1. Para f(x,y) = x? + y en [0, 1]?, calcula las sumas de Riemann con los centros de las subcajas de
Gj y comparalas con 5/6.

2. Demuestra que si Q4, ..., Q) cubren una caja Q y tienen interiores disjuntos, entonces Y, v(Q;) =
v(Q) siempre que todas estén contenidas en Q.

1

3. Usa C4-002.T2 para probar que, si f es integrable en [0, 1]?, 7 {Lb:lf(a/j, b/j)- [f.

4. Demuestra que en el paso 6 de C4-002.T2 no hace falta que las rebanadas sean disjuntas.

Respuestas

_ 1 a-1/2., , b-1/2y _ 4j*-1 /1 _ 5
1. Con centros, S; = j—zza'b (( )+ ) = ety =
2. Por C4-002.T1 (a) y (b), v(Q) < X v(Q;) < v(Q).
3. Son sumas de Riemann de G; con g la esquina superior derecha; por C4-002.C1y ||G;|| = 1/j — 0.
4. Se cuenta cada mala al menos una vez, y la suma sobre una union es a lo mas la suma de las sumas

(términos = 0).



C4-003 - Medida cero y contenido cero

Motivacion

Tapar manchas con calcomanias

Sobre una mesa hay manchas de tinta. Queremos taparlas con calcomanias rectangulares cuya
area total sea tan chica como queramos: una centésima, una millonésima. Si las manchas son un
numero finito de puntos, o una linea delgada, se puede. Si una mancha tiene «grosor», no.

Hay dos versiones: con un ntimero finito de calcomanias (contenido cero) o con una sucesion
infinita de ellas, cada vez mas chicas (medida cero). Con la segunda se pueden tapar los puntos
racionales de un segmento: son infinitos, pero se pueden poner en fila.

Doénde falla la analogia: una calcomania real tiene un drea minima y las manchas reales tienen

grosor; aqui las cajas pueden ser tan chicas como se quiera y los puntos no tienen tamafio.

Losracionalesde [0, 1] enfila: 0/1,1/1,0/2,1/2,2/2,0/3, ... Acadap/q le toca un intervalo de longitud
£/(29%1(q + 1)); los q + 1 intervalos con denominador g suman £/29%1, y todos juntos menos de £/2.

Con ¢ = 0.01, hasta g = 10 se usan 65 intervalos de longitud total 0.0049951 ... < 0.005.

Definiciones

Definicion C4-003.D1 (contenido cero, medida cero)

A c R™ tiene contenido cero si paratodo € > 0 hay cajas Q4, ..., Qx que cubren A con };; v(Q;) <
€. A tiene medida cero si para todo € > 0 hay una sucesién de cajas (Q;) que cubre A con
ZI;Zzl v(Qx) < & paratodo N.

Las cajas son cerradas y no degeneradas (C4-001.D1). En la medida cero no se habla de la suma de una

serie: solo de sus sumas parciales. Una caja de relleno explicita, que usaremos varias veces, es

Zy = [0 x[0,1]"Y,  w(Z)=n 0>0)

17
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Resultados

Teorema C4-003.T1 (variantes de las cubiertas)

Enlas dos definiciones se puede pedir ademas: (a) que las cajas sean cubos; (b) que los interiores

de las cajas cubran A.

Idea de la demostracion

(b) Se agranda cada caja desde su centro por un factor fijo 4 > 1 con A" < 2: el volumen a lo
mas se duplica y la caja original queda en el interior de la nueva. (a) Cada caja se parte en
cubos de lado #/(2n), con ¥ su lado mas corto; los cubos sobresalen poco. Las dos reglas

son explicitas: no se elige nada.

., 1
Demostracion. Seal :=1+ P

1. M<2Conhi=—~, — =1--"2 y S ST por Bernoulli (C1-005.T5),
2n’ 1+h 1+h 1+h
( 1 )n > 1 nh > 1 = 1
1+h) = " 14n- T Y

asi que A" = (1 + h)" < 2 (C1-003.T7).

2. (b), una caja. Para Q = [[;[c; — 1;,¢; + 1] sea Q" := [[;[c; — Ary,¢; + Ar]. Como Ar; > 13, Q C
[1;(c; — Ary, ¢; + Ary) = int Q" (C4-001.T2, lema del interior), y v(Q") = A™v(Q) < 2v(Q).

3. (b), las cubiertas. Dado ¢, se toma la cubierta de C4-003.D1 para €/2 y se reemplaza cada Q;, por
Q- Los interiores cubren 4, y cada suma (finita o parcial) se multiplica a lo mas por 2: es < «.

4. (a), una caja. Sea Q = [[;[c;, ¢; + ¢;], € := min; £; (C1-005.T13) y s := £/(2n). Para cada i sea p;
el menor natural con p;s = #; (C1-007.T2, C1-005.T3); entonces (p; — 1)s < #;. Los cubos

n[ci + (m; — Vs, ¢; + mys], 1<m; <p;
i
son las subcajas de unarejilla de la caja [[;[c;, ¢; +p;s] © @; cubren Q (C4-001.T2),son[];p; > 1

en nimero, y su volumen total es (C4-001.T2)

[[pis <[ [t 9 <] [2: = w0 < 2000
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porque s < ¥;/(2n) para todo i (C1-003.T4) y por el paso 1.

. (a), contenido cero. La cubierta finita de C4-003.D1 para €/2, con cada caja reemplazada por su

lista de cubos (paso 4), es una lista finita de cubos que cubre A con volumen total < ¢.

. (a), medida cero. Sea (Qy,) la sucesiéon para £/2 y L, 1a lista de cubos de Q, (paso 4), en el orden

lexicografico de (my, ..., m;,), de longitud r;, = 1. (Si alguna lista fuera vacia se le pondria la caja
de relleno Z, ,k+2, explicita y no degenerada, y las sumas crecerian menos de £/4; aqui no hace
falta, porque r, = [I; p; = 1.) Sea Ry := 11 + - + 1 (Rp := 0). Param € N, sea k el menor indice
con R, = m (existe porque Ry = k; C1-005.T3), y C,, el elemento nimero m — Rj,_; de L. Esta

regla define la sucesidon (C,;,) sin elecciones (C1-005.T11).

. (C) cubre A: cada x € A estd en algun @, y entonces en un cubo de L. Para N dado, con K el

menor indice con Ry = N,los Cy, ..., Cy estdn en L4, ..., Lg, asi que

EN: v(Cp) < ZK: Z v(C) < Ziv(Qk) <e.
m=1 k=1 CeLy k=1

. (a)y (b) juntas. Agrandar un cubo desde su centro por A da un cubo: aplicar el paso 2 ala cubierta

del paso 5 o 6 (para £/2) da cubos cuyos interiores cubren 4. &

A El producto de la linea 4

La desigualdad [[;(¢; + s) < A™[], #; se lee factor por factor: £; + s < £;(1 + ﬁ) = ¢,y se
multiplican n desigualdades entre positivos (C1-003.T9).

Teorema C4-003.T2 (propiedades)

(a) Todo subconjunto de un conjunto de contenido (medida) cero lo tiene. (b) La unién de
un nimero finito de conjuntos de contenido (medida) cero lo tiene. (c) Contenido cero =
medida cero, y el conjunto es acotado; los conjuntos finitos tienen contenido cero. (d) Si A
tiene contenido cero, A también. (e) Si Z ¢ R™ tiene contenido ceroe I ¢ R es un intervalo
acotado, Z X I ¢ R™*! tiene contenido cero. (f) Las traslaciones y las permutaciones de

coordenadas conservan el contenido cero y la medida cero.

Demostracion. Sea € > 0.

1. (a). Una cubierta de A cubre a todo B C A.

2. (b), contenido cero.SiAy, ..., A, tienen contenido cero, cada uno tiene una cubierta finita con suma



Céalculo en varias variables II 20

< &/p (un nimero finito de usos de la definicion); juntas cubren A; U --- U A, con suma < ¢.

3. (b), medida cero. Sean (QL) cubiertas de A; con sumas parciales < &/p (I = 1, ..., p). Se intercalan:
Coe—p+1 = Q! (cadam € N se escribe de modo tinico como (k — 1)p + lcon1 < [ < p, C1-
007.T2). Para N dado, con K tal que N < Kp, ¥, .y v(Cr) < X0, Zl,le v(Q) <p-e/p=ce.

4. (c), medida cero. Sea (4, ..., Q) una cubierta con suma < &/2,y param > k sea Qp, := Zg/ym+1
(caja de relleno). Para todo N, Y., .y V(Qm) < €/2 + Y- €/2™1 < £ (C1-005.T8). Asi (@)
prueba la medida cero.

5. (c), acotado. Con ¢ = 1, A estd en la unién de un nimero finito de cajas, cada una acotada; el
maximo de sus radios (C1-005.T13) da una bola que las contiene.

6. (c), finitos. Un punto p esta en p + Z,, de volumen 7. Si A tiene k puntos, conn := ¢/(k + 1) la
suma es < ¢. (El vacio lo cubre cualquier caja de volumen < ¢.)

7. (d). Sea Q4, ..., @y una cubierta de A con suma < ¢. Cada Q; es cerrada (compacta, C3-010.T2) y
F := Q1 U - U Qy es cerrado (C3-008.T2). Si x ¢ F, hay una bola B(x,r) contenida en R" \ F,
que no corta a 4; asi x no es de A ni de dA (C3-008.D1), es decir,x ¢ A.Porlotanto A c F,yla
misma cubierta sirve.

8. (e).Seanc < dconl C [c,d]yc < d (sil esun punto o esvacio,setomad :=c+1).SiQy, ..., Qx
cubren Z con suma < £/(d — ¢), las cajas Q; X [c,d] cubren Z X [ y suman (d — ¢) Y v(Q;) < e.

9. (f)-SiQ = Illci,di], Q + p = Il;[ci + pidi + il ¥y Po(Q) = Tlklcoq) doqy] son cajas con el
mismo volumen (el producto de los mismos factores en otro orden, K2, K6). Las imagenes de una

cubierta cubren la imagen del conjunto, con las mismas sumas. l

Teorema C4-003.T3 (compacto de medida cero)

Todo compacto de medida cero tiene contenido cero; mas aun, para todo € > 0 hay cajas

Q1, -, Qi con Y v(Q;) < € cuyos interiores lo cubren.

Demostraciéon. Sean K compacto de medida ceroy € > 0.

1. Por C4-003.T1 (b) hay una sucesi6n de cajas (Q) con X, .y v(Qk) < € para todo N y cuyos inte-
riores cubren K.

2. Los interiores son abiertos (C3-008.T3): {intQ, : k € N} es una cubierta abierta de K. Como K
es compacto (€C3-010.D1, C3-010.T4), hay una subcubierta finita int Qy,, ..., int Qkp con indices
distintos.

3. Con N := max; k; (C1-005.T13), Zf;l v(Q,) < 22’=1 v(Qx) < € (C2-027.TO c). Las cajas
Qry» s Qkp cumplen todo. B
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Teorema C4-003.T4 (graficas de funciones continuas)

Si K ¢ R™ es compactoy ¢ : K - R es continua, la grafica {(x, (x)) : x € K} ¢ R"*! tiene
contenido cero. En particular tienen contenido cero: los subconjuntos acotados de un hiperplano
{x; = c}; la frontera de una caja; los segmentos del plano; las circunferencias de R? y las esferas

de R3 (dos gréaficas sobre un disco).

Idea de la demostracion
Sobre cada cuadrito de una rejilla fina, ¢ varia menos de n (Heine), asi que la grafica sobre ese

cuadrito cabe en una caja de altura 7. Las alturas son todas 7 y las bases suman v(R).

Figura 3: La grafica de una funcién continua cubierta por cajas: sobre cada subintervalo de la rejilla,

una caja de altura fija n desde el infimo.

Demostracién. Sea € > 0.Si K = @ no hay nada que probar.

1. K es acotado (C3-010.T4), asi que esta en una caja R (C3-001.T5). Sean := ¢/(2v(R)).

2. ¢ es uniformemente continua en K (C3-014.T2): hay § > O con |[p(x) —o(y)| <nsix,y €Ky
|x —y| < 6.9 (K) es acotado (C3-014.T1, C3-010.T4).

3. Sea j con ||Gj|| < §/n (C1-007.C1). Si x,y estdn en una subcaja S de G;, [x — y| < n||Gj|| < §
(C3-001.T5).
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4. Para cada subcaja S con S N K # @ sea ug := infgng ¢ (existe, C1-006.T3). Parax € S N K y todo
yESNK, p(x) < ¢(y) +n; tomando infimo en y, ¢(x) < pg + 1. Asi la grafica sobre S N K esta
en la caja (no degenerada) S X [us, us + 1], de volumen 1 v(S).

5. Toda x € K esta en alguna subcaja (C4-001.T2). Asf las cajas del paso 4 cubren la grafica, y su
volumen total es a lo mas n 23 v(S) = nv(R) = €/2 < &. No se eligié ningln punto: yg es un
infimo.

6. Hiperplanos. Sea A C {x; = c}acotado.Sin = 1, A < {c} es finito (C4-003.T2 ¢). Sin > 2, la per-
mutacion que lleva la coordenada i al final manda A dentro de la grafica de la funcién constante
c sobre una caja de R™%; por los pasos 1-5 y C4-003.T2 (a, f), A tiene contenido cero.

7. Frontera de una caja. Por el lema del interior (C4-001.T2), dR = R \ [;(a;, b;) esta en la unién
delas 2n caras R N {x; = a;}, R N {x; = b;}, acotadas y en hiperplanos; C4-003.T2 (b).

8. Segmentos. Si p; # q,, el segmento [p, q] es la grafica de una funcién afin (continua) sobre el

intervalo de extremos pq, q;; sip; = q4, estaen {x; = p;}y es acotado.

9. Circunferencias. {|x — p| = r} es la unién de las graficas de p, + \/rz — (xq — p1)? sobre [p; —
r,p1 + 7], continuas por C2-014.T1y C3-012.T2:si |x —p| =1, (x; —p2)? =12 — (x; — p1)?y
Xy — P = +4/- (C2-014.T1). Union finita: C4-003.T2 (b).
10. Esferas. Igual, con p; £+/72 — (x; — p1)? — (x, — p,)? sobre el disco cerrado {(x; — ;)% + (x, —
p2)? < r?}, que es compacto (cerrado por C3-008.T1, acotado; C3-010.T4). H

Ejemplos que cumplen y que no

Ejemplo C4-003.E1 (Q n [0,1])
Tiene medida cero (lalistap/q,0 < p < q,ordenada por g,y el intervalo de longitud /(29" (g +
1)) alrededor de cada uno) y no tiene contenido cero (su cerraduraes [0, 1], y por C4-002.T1 (b)

ninguna cubierta finita de [0, 1] mide menos de 1). Una caja no tiene medida cero (C4-003.T3 y
C4-002.T1).

1. La lista. Los pares (q,p) conq € Ny 0 < p < q, ordenados por q y luego por p, forman
una sucesion explicita: el bloque de g tiene g + 1 elementos y empieza después de los
Ty-1 = ZKq (r + 1) anteriores (C1-005.T11). Todo racional de [0, 1] es algin p/q con
0 < p < q. Lasrepeticiones (1/2 = 2/4) no estorban.

2. Las cajas. Al término (q,p) letocaly, := [s —44/2, S +44/2] conty = g/(2971(q + 1)).

3. Sumas parciales. Los primeros N términos estan en los bloques g < @Q para algin Q, asi
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que

Q Q
£ £ .
ZvSZ(q+1)€q=qu+1 =-(1-279 <
q=1 q=1

ms<N

(C1-005.T8, C2-024.T3).

4. No tiene contenido cero. Six € [0,1] yr > 0,labola (x — r,x + r) contiene un racional de
[0,1] (C1-007.T3;six = 1,seusa (1 —1,1),y 0, 1 ya estan en el conjunto), asi que x esta
en la cerradura; y [0, 1] es cerrado (C3-008.T1), luego la cerradura es [0,1]. SiQ N [0, 1]
tuviera contenido cero, [0, 1] también (C4-003.T2 d), y una cubierta finita de [0, 1] mediria
menos de 1 = v([0, 1]), contra C4-002.T1 (b).

5. Una caja no tiene medida cero. Una caja R es compacta (C3-010.T2). Si tuviera medida cero,
tendria contenido cero (C4-003.T3), y habria cajas que la cubren con suma < v(R), contra
C4-002.T1 (b).

A Por qué no se enuncia la union numerable

«Una unién numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero» es cierto, pero su prueba
pide escoger una sucesion de cajas para cada k a la vez, y eso es mas de lo que da la eleccién
numerable de este curso (TEMARIO, decision 11). Donde se necesita (C4-004.T2), las cubiertas

se construyen con reglas explicitas.

Ejercicios

Demuestra que el eje x entero, {(x, 0) : x € R}, tiene medida cero en R? pero no contenido cero.

1.
2. Demuestra que {1/n : n € N} U {0} tiene contenido cero.

3. ;Tiene contenido cero el conjunto de puntos de [0, 1] con las dos coordenadas racionales?
4.

Demuestra que si A tiene contenido cero, entonces intA = @.

Respuestas

1. Con hy :=

eje. No es acotado, asi que no tiene contenido cero (C4-003.T2 c).

&
2k+3[’

la tira [—k, k] X [—hg, hy] tiene volumen &/2%*1; las tiras k = 1, 2, ... cubren el

2. Es compacto (cerrado y acotado) y numerable en fila: medida cero con intervalos £/2%*1, luego

contenido cero por C4-003.T3. Directo: los 1/n conn > 2/¢ caben en [0, £/2].
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3. No: su cerradura es [0, 1]%, que no tiene contenido cero (C4-003.T2 d y C4-002.T1 b).
4. Si B(x,r) c A, A contendria un cubo Q, y una cubierta finita de Q con suma < v(Q) contradice
C4-002.T1 (b).



C4-004 - Oscilacion y criterio de Lebesgue

Motivacion

Un mapa de lluvia con fallas

El pluviémetro del terreno falla en algunos puntos: ahi la lectura salta. Si las fallas son pocas,
el agua total se puede calcular de todos modos; si estan en todas partes, no. ;Cuantas fallas se
permiten?

El criterio de Lebesgue da la respuesta exacta: una funcién acotada en una caja es integrable siy
solo si el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida cero. No importa cuantos son,
sino qué tan «flacos» son.

Dénde falla la analogia: un pluviémetro real tiene un nimero finito de lecturas; aqui la funcion

esta definida en todos los puntos y las fallas pueden ser infinitas.

La funcién de Riemann (Thomae) es discontinua en cada racional de [0, 1], una infinidad de puntos, y
es integrable con integral 0 (C2-005.T5). La de Dirichlet es discontinua en todo [0, 1] y no es integrable.

El criterio separa los dos casos: Q N [0, 1] tiene medida cero; [0, 1] no.

Parte 1 - Oscilacion y la direccion <

Definicion C4-004.D1 (oscilacion)

Paraf : A - Racotada (A € R")yx € A: o(f,x) := nf,~, [supB(x_r)nAf = me(x,r)nAf].

Disc(f) := {x € A : f no es continua en x}.

Escribimos w, (1) := SUPg(xryna f —mfgyna f = 0 (el conjunto contiene a x, C4-001.T1). Sir’ <,

Wy (r") < wy(r) (C4-001.T1, C2-001.T2 a). El infimo existe porque los w, (r) son > 0 (C1-006.T3).

25
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Teorema C4-004.T1 (propiedades de la oscilacion)

f es continua en x © o(f,x) = 0.Parae > 0,D, := {x € A : o(f,x) = €} es cerradoen A

(cerrado si A lo es) y Disc(f) = Ugen D1/k- Si A es una caja, S es una subcaja de una particion y
x €intS, o(f,x) < Ms(f) — ms(f).

Demostracion.

1. ().Sif escontinuaenxye > 0,hay é con |f(y)—f(x)| < e/2paray € B(x,5)NA(C3-012.D2).
Entonces f(x) —e/2 es cota inferior y f(x) + £/2 cota superior de f en esa bola, y w,(8) < €. Asi
o(f,x) < eparatodo g, yo(f,x) =0.

2. (¢).Sio(f,x) =0ye > 0,hayr con w,(r) < £ (C1-006.T2). Paray € B(x,7) N A, f(¥) y f(x)
estan entre el infimo y el supremo de la bola, asi que |f(y) — f(x)| < w,(r) < &: f es continua
en x.

3. D.escerradoen A.Seax € A\ Dg:hayr con w,(r) < &.Siy € B(x,r)NA,cons:=r—|y—x| >0,
B(y,s) € B(x,7) (C3-001.T4), asi que w, (s) < wy (1) < eyo(f,y) <& AsiB(x,r)NA c A\ D,
y por C3-008.T4, A \ D, es abierto en A: D, es cerrado en A (C3-008.D2).

4. Si A escerrado: A\ D, = U N A con U abierto,y D, = A n (R™ \ U) es interseccion de cerrados
(C3-008.T2).

5. Disc(f). Porlos pasos 1-2, x € Disc(f) © o(f,x) > 0 o(f,x) = 1/k paraalgin k (C1-007.C1).

6. En una subcaja. Si x € intS, hay r con B(x,r) € § € A (C3-008.D1), y w,(r) < Ms(f) — ms(f)
(C4-001.T1). Asio(f,x) < Ms(f) —ms(f). 1

Teorema C4-004.T2 (criterio de Lebesgue)

Sean R unacajay f : R = Racotada. f es integrable en R < Disc(f) tiene medida cero.

Idea de la demostracion (<)
Los puntos de oscilacion grande, D,, forman un compacto de medida cero: caben en pocas cajas
chicas. El resto se cubre con cubos donde f oscila poco. Una particién hecha con todos esos

extremos tiene subcajas de dos tipos, y cada tipo aporta pocoa U — L.
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e o

Figura 4: Prueba de «: las cajas chicas U; (gris) tapan los puntos donde f oscila mucho; el resto lo

cubren cubos donde oscila menos de €. La particiéon usa todos los extremos.

Demostraciéon de <. Supongamos que Disc(f) tiene medida cero. Sean B > 0 con |[f| < By e > 0.

1. D, c Disc(f) (C4-004.T1) tiene medida cero (C4-003.T2 a), y es cerrado (C4-004.T1, R es ce-
rrada) y acotado: es compacto (C3-010.T4). Por C4-003.T3 hay cajas Uy, ..., Uy con X, v(U;) < ¢
cuyos interiores cubren D,.

2. Sea C la familia de todos los cubos cerrados @ con suanRf —mnfonrf < eyQNR # @.Si
X € R\ D, hay r con w,(r) < ¢; el cubo Q(x,r/(2n)) esta en B(x,r) (si ||y — x|l < 1/(2n0),
ly — x| < n|ly — x|l < 1,C3-007.T1),asi que estaen C,y x € intQ(x,r/(2n)). No se elige un
cubo por punto: se usa la familia entera.

3. Los abiertos intU; y intQ (Q € C) cubren R (C3-008.T3). Como R es compacta (C3-010.T2), hay
una subfamilia finita que la cubre; le agregamos todas las U; y la escribimos Uy, ..., Uy, Qy, ..., Qp-

4. Sea P laparticiéonde R con P; :={a;, b;} y todos los extremos de las U; y de las Q,,, enla coordenada
i que estén en (a;, b;).

5. Cada subcaja estd en una pieza. Sea S = [];[s;, s;] una subcaja de P y c¢ su centro; ¢ € R estd en
una pieza W = [];[a;, f;] (una U; o un Q,,). En la coordenada i: si a; < a;, entonces a; < s;; si

a; > a;, como a; < ¢; < s; < by, a; es un punto de P; menor que s;, y por ser s;, s; consecutivos,
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a; < s lgual B; > s{. AsiSc W NR.
6. Tipo I:1as subcajas contenidas en alguna U;. Con Mg — ms < 2B y C4-002.T1 (a) en cada Uy,

k
Z (Mg — mg) v(S) < 2B Z v(S) < 232 v(U,) < 2Be.
Stipol =1 ScU; l
7. Tipo II:1as demas; por el paso 5 cada una estd en algiin Q,,, NR, y entonces Mg —mg < SUPy g f-
Infy g f < € (C4-001.T1). Asisu aporte es < & Y. v(S) = e v(R) (C4-001.T2).
8. U(f,P) — L(f,P) < e(2B + v(R)). Como ¢ es arbitrario, f es integrable (C4-001.T4). ®

A La oscilacion se mide en el cubo cerrado

Las subcajas de la particion son cerradas; por eso la familia C se define con sup — inf sobre el

cubo cerrado Q N R. Si se midiera solo en el interior, una subcaja que toca la cara del cubo

podria ver un valor que el interior no ve.

Parte 2 - La direccion = y consecuencias

Idea de la demostracion (=)

Para cada k, la rejilla regular mas gruesa Gj, con U — L muy chico (el menor j que sirve: no se
elige). Un punto de D; /; esta en una subcaja donde f oscila al menos 1/k, o en una pared de la
rejilla. Las dos cosas se tapan con cajas explicitas de volumen total < £/2¥, y las listas se ponen

en fila.

Demostracién de =. Supongamos f integrable y sea € > 0. Escribimos W := max; [],.;(b; — a;).

1. Para k € N seany := £/(k 2¥*1). Por Darboux (C4-002.T2) hay j con U(f, Gj) — L(f,Gj) < my;
sea jj, el menor (C1-005.T3). La sucesién (j, ) queda definida sin elecciones.

2. Paredes. Il := {x € R : x; € (G;,); para algin i}; incluye las caras de R. Para cada i y cada uno
de los ji + 1 puntos t de (Gj, );, la caja delgada

&
C 2k 2+ W’

Tyt := [ay,by] X - X [t — O, t + Oi] X - X [ap, by], O :

(el factor delgado en el lugar i) contiene la pared {x € R : x; = t} y tiene volumen < 26, W. Las

n(ji + 1) cajas delgadas suman < g/2%+1,
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3. Subcajas malas. Sea M, el conjunto de subcajas S de Gj, con Mg — mg = 1/k. Entonces

£ ) S Y (M5~ mg) v(S) = U(F,6) ~ LU G) <
SEM ), S
asi que Ygepr, V(S) < ki = /2541

4. Dy i queda cubierto. Seax € Dy fueradeIl,. Estd enunasubcaja$ de G;, (C4-001.T2), y ninguna
coordenada es un punto de la rejilla, asf que x € intS (lema del interior, C4-001.T2). Por C4-
004.T1, 1/k < o(f,x) < Mg —mg: S € M. Asi D1y © UMy U Uje Tiejie-

5. La lista k. Ly, :=las cajas de M}, en orden lexicografico de sus multiindices, seguidas de las Ty, ;
en orden de (i, t). Tiene volumen total < £/2%*1 + £/2k*1 = ¢/2k vy no es vacia (tiene al menos
las 2n cajas delgadas de las caras; si lo fuera, se le pondria la caja de relleno Z, ,k+. de C4-003).

6. En fila. Como en C4-003.T1 (paso 6): con Ry la suma de las longitudes de Ly, ..., L, C;,, := el ele-
mento ndmero m — Ry_; de Ly, con k el menor indice con R;, = m (C1-005.T3, C1-005.T11).

7. Sumas parciales. Los Cy, ..., Cy estan en Ly, ..., Lk para algin K, asi que

N K

3
Z v(Cm)<22—k=e(1—2_K)<e
m=1 k=1

(C1-005.T8, C2-024.T3).
8. (Cp) cubre Uy Dy /i = Disc(f) (C4-004.T1). Por lo tanto Disc(f) tiene medida cero. B

Corolario C4-004.C1 (cierra C2-005.T6)

Seana < by f : [a,b] = Racotada. f es integrable en [a, b] (Calculo II) & el conjunto de sus

puntos de discontinuidad tiene medida cero. Es el enunciado de C2-005.T6, ahora demostrado.

Demostracién. Por C4-001.C1, «integrable en [a, b]» en el sentido de Calculo II es lo mismo que integra-
ble en la caja R = [a, b] de este capitulo; la continuidad de C3-012.D2 con n = 1 es la de Calculo 1. Se
aplica C4-004.T2. 1

Ejemplo C4-004.E1 (los ejemplos de Calculo II)

Para la funcién de Riemann R, Disc(R) N [0,1] = Q N [0, 1] tiene medida cero (C2-005.T5 la
integré a mano); para la de Dirichlet, Disc = [0, 1], que no tiene medida cero; para g de C2-
005.E2, Disc = {0} U {1/n : n € N}, de medida cero.

1. Riemann. Por C2-005.T4 (restringida a [0, 1]), los puntos de discontinuidad son los racio-
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nales de [0, 1]; por C4-003.E1 tienen medida cero, y C4-004.C1 confirma lo que C2-005.T5
prob6 a mano.

2. Dirichlet. En todo x € [0, 1] y toda bola hay racionales e irracionales de [0, 1] (C1-007.T3,
C1-008.T3): o(D,x) = 1y Disc = [0, 1], que no tiene medida cero (C4-003.E1). Por C4-
004.C1, D no es integrable (como dijo C2-005.E1).

3. g. C2-005.E2 dice que g es discontinua en 0 y en cada 1/n. En otro x € [0, 1], solo hay un
numero finito de 1/n en [x/2, 1] (los n < 2/x), y una bola alrededor de x mas chica que
la distancia a ellos (C1-005.T13) y que no llega a x/2 no contiene ningin 1/n:ahig =0y
es continua. Los puntos 0,1,1/2,1/3, ... en fila con intervalos de longitud £/2¥** prueban
la medida cero (C1-005.T11, C1-005.T8).

Corolario C4-004.C2 (operaciones)

Si f, g son integrables en R y ¢ es continua en un intervalo cerrado y acotado que contiene a

f(R), entonces f g, max(f,g), min(f,g)y ¢ ° f son integrables en R.

A Por qué cerrado y acotado

Para que ¢ o f sea integrable tiene que ser acotada. Con f(x) = x en (0, 1], f(0) = 1 (integrable
en [0, 1], con f([0,1]) = (0,1]) y ¢(t) = 1/t, continua en el intervalo (0, ), que no es cerrado,

la composicién ¢ o f no es acotada. Si ¢ es continua en todo R, sirve [-B, B] con |f| < B.

Demostracién. Sean |f|,|g| < By ¢ continua en el intervalo cerrado y acotado ] o f(R).

1. Las cuatro funciones son acotadas: |fg| < B?; | max(f, g)|, | min(f, g)| < B; ¢ es acotada en el

compacto J (C3-014.C1), y por lo tanto ¢ o f también.

2. Si f y g son continuas en x, también lo son fg (C3-012.T2), max(f,g) = %(f +g+|f—gDy

min(f,g) = %(f+g—|f—g|) (C3-012.T2: el valor absoluto es lanorma de R1),y ¢of (C1-022.T3,
C3-012.T2).

. Asi el conjunto de discontinuidades de cada una esta en Disc(f) U Disc(g), que tiene medida cero

por C4-004.T2 (=) y C4-003.T2 (b), y lo mismo sus subconjuntos (C4-003.T2 a).

. Por C4-004.T2 («), las cuatro son integrables. B
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Por qué cada hipotesis

A Acotada \

El criterio es para funciones acotadas. f(x) = 1/+/x en (0, 1] con f(0) = 0 es discontinua solo
en 0 (medida cero) y no es integrable en [0, 1] en el sentido de este capitulo: no es acotada. (Su

integral impropia existe, pero eso es C4-012.)

A Medida cero no es contenido cero

1 I
i i
. Disc puede ser denso: para la funcién de Riemann es Q N [0, 1], que no tiene contenido cero. El |
I I
: |
I I

criterio pide solo medida cero.

Ejercicios

1. Demuestra que f(x,y) = 1six? + y? < 1y 0 sino es integrable en [—1, 1]2.

2. Sea f integrableen Ry f = ¢ > 0. Demuestra que 1/f es integrable.

3. Calcula o(f,0) para f(x) = sen(1/x)six # 0, f(0) = 0,en [—1,1].

4. ;Es integrable en [0, 1]? la funcién que vale 1 en (Q N [0,1]) X {1/2} y 0 en el resto?

Respuestas

1. Es continua fuera de la circunferencia unitaria, que tiene contenido cero (C4-003.T4), luego me-
dida cero.

2. @(t) = 1/t es continua en [c, B], un intervalo cerrado que contiene a f(R): C4-004.C2.

3. En toda bola alrededor de 0, sen(1/x) toma los valores 1y —1: o(f,0) = 2.

4. Si: es discontinua exactamente en el segmento [0, 1] X {1/2}, de contenido cero.



C4-005 - Conjuntos de Jordan e integral

sobre conjuntos acotados

Motivacion

Un lago que no es rectangular

Hasta ahora integramos sobre cajas. Pero un lago, un terreno o una pieza de metal casi nunca
son rectangulares. La idea es sencilla: se mete la region en una caja grande y se integra la funcion
que vale f en laregién y 0 fuera.

Esa funcién tiene un salto en el borde de la region. Por el criterio de Lebesgue, se puede inte-
grar si el borde es «flaco»: de medida cero. Las regiones con borde flaco se llaman conjuntos de
Jordan, y su contenido es su area o su volumen.

Dénde falla la analogia: 1a orilla de un lago real es fractal y difusa; aqui el borde es la frontera
topoldgica, y para los conjuntos que usaremos (discos, bolas, regiones entre graficas) es una

union de graficas continuas.

Con la rejilla G; de [-1, 1]?, las subcajas dentro del disco unitario suman L(, Gj) y las que lo cortan
suman U(y, G;): conj = 20,2.76 y 3.52; conj = 200,3.1016y 3.1812. Las dos se acercan am ~ 3.1416.

Parte 1 - Extender por cero y conjuntos de Jordan

Teorema C4-005.T1 (extension por cero)

Sean R © R’ cajasy h : R’ - R acotada con h = 0 fuera de R. h es integrable en R’ & h|y es

integrable en R, y entonces [, h = [, h.

Demostracion. Sea |h| < B.

1. Discontinuidades. Si x € intR, hay una bola B(x,r) € R en la que h y h|p coinciden; asi h es

32
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continua en x (como funcién en R') siy solo si h|g lo es (C3-012.D2).Six € R' \ R, como R es
cerrada (C3-010.T2) hay una bola alrededor de x que no corta a R, donde h = 0: h es continua

en x. Por lo tanto
Disc(h) c Disc(h|g) U 0R, Disc(h|g) € Disc(h) U dR.

2. OR tiene contenido cero (C4-003.T4), luego medida cero (C4-003.T2 c). Por C4-003.T2 (a, b), uno
de los dos conjuntos de discontinuidades tiene medida cero si y solo si el otro la tiene, y por el
criterio de Lebesgue (C4-004.T2) h es integrable en R’ si y solo si h|g lo es en R.

3. Laigualdad. Supongamos ambas integrables y sean &, > 0. Hay P particién de R con U(h|g, P) —
L(h|g, P) < £ (C4-001.T4). Sea R, := [];[max(a;, a; —n), min(b;, b; + n)] y P’ la particién de R’
con P} := P; U{aj, b;}U los puntos a; —n, b; + 1 que estén en (a;, b;). Como los puntos agregados
no estan en (a;, b;), las subcajas de P’ contenidas en R son las de P (lema de C4-002.T1).

4. Una subcaja de P’ que no corta a R tiene mg = Mg = 0. Las que cortan a R sin estar en R estan
en R, (sus lados son consecutivos en P; y cortan a [a;, b;]), y junto con las de R tienen interiores
disjuntos dentro de R,; por C4-002.T1 (a) y C4-001.T2, su volumen total es < v(R,) — v(R). Asi

|UCh,P") = U(hlg, P)| < B(w(Ry) —v(R)),  |L(h,P") —L(h|g,P)| < B (v(Ry) — v(R)).
5. Como [,, h € [L(h,P"),U(h,P)]y [z h € [L(h|g,P),U(h|g, P)] (C4-001.T4),
|f h —f h| <&+ 2B (v(Ry) = v(R)).
R’ R

Conv(Ry) < [I;(b;—a;+2n) - v(R) cuandon = 1/m — 0(C1-007.C1,C1-013.T2) y ¢ arbitrario,

las integrales son iguales. B

Definicion C4-005.D1 (conjunto de Jordan; integral sobre un conjunto)

C c R™ acotado es de Jordan (medible segin Jordan) si dC tiene medida cero (equivalente-
mente, contenido cero: dC es compacto). Para f : C - R acotada sea f := f en C y O fuera. f
es integrable en C si f es integrable en una cajaR o C,y fc f = fR f (no depende de R: se
comparan dos cajas con una tercera que las contiene, C4-005.T1). El contenido (areasin = 2,

volumen sin = 3) es ¢(C) := [. 1.

Las dos afirmaciones entre paréntesis se demuestran asi:

1. Medida cero < contenido cero para 0C. dC es cerrado (C3-008.T3) y est4 en C, que es acotado
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(si ¢  B(0,p), C < B(0,p)); por Heine-Borel (C3-010.T4) es compacto, y C4-003.T3 da la
equivalencia (la otra direccién es C4-003.T2 c).

2. No depende de R. Si Ry, R, o C, sea R; la caja con lados [min, max] de los extremos de ambas; f
vale 0 fuera de R, y fuera de R,, y por C4-005.T1 (dos veces) es integrable en R; siy solo silo es

en R3, siy solo silo es en R,, con la misma integral.

Teorema C4-005.T2 (caracterizacion)

Sean C acotado y R una caja con C C intR. . es integrable en R < C es de Jordan.

Demostracion.

1. Six € intC, yo = 1 en unabola alrededor de x; si x € int(R™ \ C), yc = 0 en una bola. En los dos
casos y es continua en x.

2. Six € 0C, entonces x € C C intR, y para r chico B(x,7) c R; toda bola alrededor de x tiene
puntos de C y de su complemento (C3-008.D1), donde y. vale 1y 0: o(xc,x) = 1y yc no es
continua en x (C4-004.T1).

3. Como R" es la unidn disjunta de int C, dC e int(R" \ €) (C3-008.T3), Disc(yc) = dC,y por Lebes-
gue (C4-004.T2) y es integrable siy solo si C tiene medida cero. B

Teorema C4-005.T3 (algebra de conjuntos de Jordan)

Si C, D son de Jordan, también C UD,C N Dy C \ D (sus fronteras estan en dC U D), C e int C
(con ¢(€) = c(intC) = ¢(C)), y las traslaciones C + p (con ¢(C + p) = ¢(C)). Toda caja Q es
de Jordan con ¢(Q) = v(Q). Un conjunto acotado Z tiene contenido cero < es de Jordan con
c(Z)=0.

Demostracion.

1. Contenido cero = Jordan con ¢ = 0. Sea Z de contenido cero. Z tiene contenido cero (C4-003.T2
d)y 0Z < Z (C3-008.D1), asi que Z es de Jordan (C4-003.T2 a, c). Si Q4, ..., Qx cubren Z con
2v(Q;) < &y R es una caja que contiene a Z y a las Q;, entonces 0 < xz < ¥, xo, en R; por
C4-001.T5 (a) y C4-002.C2, U(xz) < X; U(xg,) = 2;v(Q) < &y L(xz) = 0.Asic(Z) = 0.

2. Jordan con ¢ = 0 = contenido cero. Si fR Xz = 0,parae > 0hay P con U(xz, P) < € (C4-001.T4);
las subcajas con Mg(x;) = 1 sonlas que cortan a Z, lo cubren (C4-001.T2) y suman U(yz, P) < ¢.

3. Uniones, intersecciones, diferencias. Sea x ¢ dC U dD. Entonces x estd en intC o en int(R" \
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C), y lo mismo con D (C3-008.T3); con la menor de las dos bolas, hay B(x,r) contenida en C o
en su complemento, y en D o en su complemento. En cada uno de los cuatro casos, B(x,r) esta
contenida en C U D o en su complemento (y lo mismo para C N D y C \ D), asi que x no esta en
la frontera de esos conjuntos. Las tres fronteras estdn en dC U dD, de medida cero (C4-003.T2 a,
b), y los tres conjuntos son acotados.

4. Cerradura e interior. C c dC:six € intC, x € intC; si B(x,7) N C = @, ninglin punto de B(x, 1)
estd en C (cada uno tiene una bola dentro de B(x, ) que no cortaa C, C3-008.T1), as{ que x & 9C.
Igual d(int C) € 8C. Asi C e int C son de Jordan.

5. C\ CyC \intC estan en dC (C3-008.D1, C3-008.T3), de contenido cero, y por el paso 1 tienen
contenido 0. Como x¢ = x¢ + Xé\c Y Xc = Xintc + Xc\int ¢, 1a linealidad (C4-001.T5 b) da c(C) =
c(€C) = c(int C).

6. Traslaciones. x = x + p conserva distancias (C3-001.T4), asi que d(C + p) = dC + p, de medida
cero (C4-003.T2 f). Para una caja R © C y una particiéon P de R, P + p es una particionde R + p
con subcajas S + p del mismo volumen, y x¢,, toma en S + p los valores que y. toma en S: las
sumas de Darboux son iguales y c(C + p) = c(C).

7. Cajas. 0Q tiene contenido cero (C4-003.T4) y, con R una caja que contiene a Q, c(Q) = fR Xo =
v(Q) (C4-002.C2). 1

Parte 2 - La integral sobre un conjunto de Jordan

Teorema C4-005.T4 (propiedades de | c)

Sea C de Jordan. (a) Si f : C — R es acotada y continua salvo en un conjunto de medida cero,
es integrable en C; en particular toda f continua y acotada en C. (b) Linealidad, monotonia y
o f1 < [-1fI < (supc If]) - ¢(C). () Si C,D son de Jordany f es integrable en C U D, lo es en
C.DyCnD,y[.,pf=J:.f+[,f—JnpfisiCnD tiene contenido cero, [, f = [.f+ [, f-
(d) Si f, g son acotadas y f = g salvo en un conjunto de contenido cero, f es integrable en C &

g lo es, con la misma integral. (e) c es mondtono y aditivo en el sentido de (c).

Demostracién. R denota una caja con C ¢ intR (y D, cuando aparece D).

1. (a). Sea N el conjunto de medida cero fuera del cual f es continua. Six € intC \ N, f = f en una
bola alrededor de x y f es continua en x; si x € int(R™\C), f = 0 cerca de x. Asi Disc(f) € NuaC,
de medida cero (C4-003.T2 a, b), y f es acotada: por Lebesgue (C4-004.T2) es integrable en R.

2.(0).f+g=Ff+g.cf =cf.yf < genCimplicaf < §; se aplica C4-001.T5 (b). Ademéas
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If1 < (supe If1) ¢, y por la monotonta f, |f| < (sup, |f]) c(C).

3. (c). Por C4-005.T2, xc, Xp,» Xcnp Son integrables en R, y los productos foyp X¢c = fc, etc., son
integrables (C4-004.C2: producto de integrables). Como ycup = Xc + Xp — Xcnp, Multiplicando
por feup y porlalinealidad, ., f = [. f+ [, f—f.np f-Si CND tiene contenido cero, c(CND) =
0 (C4-005.13) y por (b) | [.p f| < (sup|f]) - 0 = 0.

4. (d). Sean |f|,|g| < By Z de contenido cero con f = g fuerade Z. h := f — § cumple —2By, <
h < 2By ; por C4-001.T5 (a) y C4-005.T3,U(h) < 2Bc(Z) =0y L(h) = —2Bc(Z) = 0.Asi hes
integrable con [h =0,y § = f — h: si una es integrable, la otra también, con la misma integral
(C4-001.T5 b).

5. (e).SiC < D sondeJordan, y; < xp y c(C) < c(D) (C4-001.T5 b); (c) con f = 1 da la aditividad.
|

Teorema C4-005.T5 (lema de aproximacion)

Sean Runacajayh : R = Rcon |h| < B. Si para todo € > 0 hay un conjunto de Jordan E c R

conc(E) < etal que hyg\g es integrable, entonces h es integrabley | fR h— fR hxr\el < B-c(E).

Demostracién. Sea € > 0y E como en la hipoétesis.

1. h = hyp\g + hxg,y —Bxg < hxg < Bxg. g es integrable en R con fR Xg = c(E) (C4-005.D1, con
C4-005.T1: yy = 0 fuera de R).
2. Por C4-001.T5 (a), con hyg\ g integrable,

U(Ch) — L(h) < U(Chyg) — L(hxg) < U(Bxg) — L(—Bxg) = 2B c(E) < 2Be¢.

3. Como ¢ es arbitrario, L(h) = U(h) (C4-001.T4). Entonces hyy = h — hyg\g €s integrable y, por
C4-001.T5 (b), | fR h - fR hXR\El = fR hxegl < fR Byxg = Bc(E). N

Teorema C4-005.T6 (positividad)

SiC esdeJordan conintC # @,c(C) > 0.Si f es continuaenC, f > Oyfcf = 0,entonces f =0

enintC.

Demostracion.

1. Seax € intCy B(x,vr) € C.Elcubo Q := Q(x,r/(2n)) esta en B(x,r) (C3-001.T5) y por C4-
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005.T4 (e) y C4-005.T3,c(C) = c(Q) = v(Q) = (r/n)™ > 0 (C4-001.D1).
2. Sea f como en la hipétesis y supongamos f(x) > 0 con x € int C. Por la continuidad (C3-012.D2)
hayr > 0conB(x,7) € Cy f > f(x)/2 en B(x,r); con Q como en el paso 1, f > f)(Q > %){Q

(porque f = 0).

3. Por la monotonia (C4-005.T4 b), fcf = %U(Q) > 0, contra la hipotesis. Asi f = 0enintC. R

Ejemplos que cumplen y que no

Ejemplo C4-005.E1
Las bolas cerradas B(p,r) de R" son de Jordan con contenido positivo (su frontera es una esfera,
dos gréaficas continuas); Q? N [0, 1]% no es de Jordan (su frontera es [0, 1]?, que no tiene medida

cero).

1. Bolas. dB(p,) eslaesfera{|x—p| = 7} (C3-008.E1).Paran = 1 son dos puntos.Paran > 2

es la union de las graficas de p,, + \/rz — Yi<n(x; — pi)? sobre la bola cerrada de R™~* de
centro (p4, ..., Pn—1) y radio r, que es compacta; son continuas (C2-014.T1, C3-012.T2),y
por C4-003.T4 la esfera tiene contenido cero. Como p € int B(p,r), ¢ > 0 (C4-005.T6).

2. Q% n [0,1]% Todo punto de [0, 1]? tiene, en cada bola, puntos con las dos coordenadas
racionales en [0, 1] y puntos con una coordenada irracional (C1-007.T3, C1-008.T3); los
de fuera de [0, 1]? tienen una bola que no lo corta ([0, 1]? es cerrado). La frontera es [0, 1]?,

una caja, que no tiene medida cero (C4-003.E1).
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Figura 5: Rejilla G1, sobre el disco unitario: las subcajas dentro del disco (gris oscuro) suman L(, G;);

las que lo cortan (gris claro y oscuro) suman U (y, G;).

A Acotado no basta

Q?n[0,1]? es acotado y no tiene contenido: L(y, P) = 0y U(y, P) = 1 paratodaP.Ser de Jordan |

es una condicion sobre el borde.

Ejercicios

1. Calcula L(xp, G;) y U(xp, G;) para el disco unitario D y j = 20.
2. Demuestra que si C es de Jordany p € R", fc+p f = J. f(x + p) dx para f integrable en C + p.
3. Demuestra que si C € R" es de Jordan, C x [0,1] € R™*! también lo es.

4. Sean C deJordany f integrable en C. Demuestra que f esintegrable en int C con la misma integral.

Respuestas

1. 2.76 y 3.52 (ver tools/checks/C4-005.py).

2. Las sumas de Darboux de f en R + p con P + p son las de f(- + p) en R con P (como en el paso 6
de C4-005.T3).

3. Un punto de la fronterade C x [0, 1] estaen dC X [0,1] o en C X {0, 1}. El primero tiene contenido
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cero por C4-003.T2 (e) (0C es compacto de medida cero, C4-003.T3); el segundo esta en dos
hiperplanos y es acotado (C4-003.T4).
4. C \ intC c 9dC tiene contenido cero; C4-005.T4 (c) o (d).



C4-006 - Teorema de Fubini

Motivacion

Contar por renglones

Para contar el agua que cayo sobre el terreno no hace falta sumar parcela por parcela. Se puede
medir, para cada franja x fija, cuanta agua cay6 a lo largo de esa franja, y luego sumar las franjas.
0 al revés, primero por columnas. El teorema de Fubini dice que las tres cuentas dan lo mismao.
Hay una sutileza: una franja puede ser «mala» (su lluvia no tiene integral) aunque el total exista.
Fubini se enuncia con las integrales inferior y superior de cada franja, que siempre existen.
Dénde falla la analogia: una franja real tiene ancho; aqui es un segmento de ancho cero, y por

eso puede ser «mala» sin afectar el total.

Para f(x,y) = x? +y en [0, 1]%: cada franja vale fol(x2 +y)dy = x%+ %,yfol(xz + %) dx = % + % = %,

el nimero al que se acercaban las sumas de C4-001.

Parte 1 - El teorema

Teorema C4-006.T1 (Fubini)

Sean A € R*"yB c R™cajasy f : A X B — Rintegrable. Parax € Aseaf, : B = R,
() == f(x,y),ysean L(x) := L(f,) y U(x) := U(f,) (integrales inferior y superior en B).
Entonces £y U son integrablesen Ay [,. . f = [, L= [, U.

Idea de la demostracion (Spivak, 3-10)
Una particion de la caja producto es un par de particiones. En cada subcaja S, X S, el infimo de
f es alo mas el infimo de cada rebanada; sumando primero en B y luego en A queda L(f,P) <

L(L,Py) <U(U,Py) <U(f,P):las sumas de L y de U quedan atrapadas entre las de f.

40
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Demostracion. Sea |f| < K.

1. A X B es una caja de R™*™ (C4-001.D1). Una particién suya es P = (Py, ..., Py4m); escribimos
Py := (P, ...,P) y Pg := (P41, - Pham), particiones de A y B, y toda pareja (P4, Pg) da una
particion de A x B (C4-001.D2).

2. Las subcajas de P son exactamente los productos S; X Sz con Sy subcaja de P, y Sg de P, y
v(Sy X Sg) = v(S,) v(Sg) (C4-001.D1, D2).

3. Para x € A, f, es acotada por K, asi que L(x), U(x) existen (C4-001.D4) y —Kv(B) < L(x) <
U(x) < Kv(B) (C4-001.T3, C4-001.T4): L y U son acotadas.

4. Fijemos Sy, Sy x € Sy. Paray € Sg, (x,y) € Sy X Sg, asi que mg, x5, (f) < fi(¥); luego

Mg, xsp (f) < mg, (fy) (C1-006.T3).
5. Multiplicando por v(Sg) > 0 y sumando sobre Sg (C2-027.T0):

D 55 (1) V(S5) < L(fu Pa) < L(F) = £G0)
SB

6. El lado izquierdo no depende de x € Sy: es cota inferior de £ en Sy, asi que es < mg, (L) (C1-
006.T3). Multiplicando por v(S4) y sumando sobre S, con el paso 2 y la distributividad (C1-
005.T12, C2-027.TO b):

LOUEP) = D) 5, (N V() V() < ) s, (£) 0(S5) = LIL P).
Sa SB Sa
7. Lo mismo con supremos da U(U,P,) < U(f,P). Como L < U (paso 3), también U(L,Py) <
U(U,Py)y L(L,Py) < L(U,P,) (C4-001.T1). Con C4-001.T3:

L(f,P) < L(L,Py) SU(L Py) <U(f,P), L(f,P) S L(U,Py) <U(U,Py) < U(f,P).

8. Dado € > 0, como f es integrable hay P con U(f,P) — L(f,P) < € (C4-001.T4); por el paso 7,
U(L,Py) — L(L,Py) < &: L es integrable, y lo mismo U.

9. Paratoda P, fA Ly foB f estan entre L(f,P) y U(f, P) (paso 7 y C4-001.T4); por la unicidad de
C4-001.T4, [, L = [,, 5 f-Igual con U. W
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1

/0 fla,y)dy=2®+3

0.5 1

0.0

Figura 6: Fubini: la integral de cada rebanada f, (segmento vertical) da una funcién de x; integrarla en

A dala integral doble.

Parte 2 - Integrales iteradas

Corolario C4-006.C1

Si ademds cada f; es integrable, [, . f = [,(J fx)- Si f es continua en A x B, la funcién x -
Js f(x,y)dy escontinuay [, f = [,(J5 f(x, ) dy) dx.

Demostracion.

1. Sicada f, es integrable, L(x) = fB fr (C4-001.D4) y C4-006.T1 da la formula.

2. Si f es continua, es integrable (C4-001.T6) y cada f; es continua en B (composicién cony - (x,y),
C3-012.T2), luego integrable (C4-001.T6). Sea F(x) := fB flx,y)dy.

3. A X B es compacta (C3-010.C1), asi que f es uniformemente continua (C3-014.T2): dado ¢ > 0
hay § con |f(p) — f(@)| < esi|p—q| <é.

4. Si|x —x'| < §,paratodoy € B, |(x,y) — (x",y)| = |x = x"| < 8, y|f(x,y) — f(x',y)| < &. Por
C4-001.T5 (b, c),

|F(x) = F(x)| < fB If(x,y) = f(x", y)l dy < e v(B).

Asi F es continua (de hecho uniformemente). La férmula es el paso 1. B
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Teorema C4-006.T2 (permutar coordenadas)

Sean ¢ una permutacion de {1, ...,n} y P;(x) := (X(1), ---» Xo(n))- Para una caja R, B, (R) es una
caja con el mismo volumen, f es integrable en R < f o ;1 1o es en P;(R), con la misma integral;
si C esdeJordan, P;(C) loesy c(P;(C)) = c(C).

Demostracién. Sea R = [];[a;, b;].

1. P;(R) = [lxlas(k)s bo(k)] €s unacaja,y suvolumen [[; (bs (k) —as(k)) €s el producto de los mismos
factores que v(R) en otro orden (K2, K6, por induccién como en C2-027.T0 a).

2. Si P = (Py, ..., By) es una particion de R, P? := (Py(1), ..., Ps(n)) €S una particién de P, (R), y toda
particiéon de P,(R) es de esa forma (con o~1). Sus subcajas son las P,(S), S subcaja de P, con
v(F5(S)) = v(S) (paso 1).

3. P, esuna biyeccién de S en P;(S), asi que f o P; ! toma en P, (S) los mismos valores que f en S: los
infimos y supremos coinciden, y L(f o P;1, P?) = L(f,P), U(f o P;1,P%) = U(f,P) (C2-027.T0
a: se suma lo mismo en otro orden).

4. Por el paso 2, los conjuntos de sumas inferiores (superiores) son los mismos; sus supremos (in-
fimos) coinciden, y con ellos la integrabilidad y la integral (C4-001.D4).

5. Jordan. |P;x| = |x| (la suma de los mismos cuadrados) y P, es lineal, asi que es una isometria
biyectiva y conserva bolas: dP;(C) = P;(dC) (C3-008.D1). Por C4-003.T2 (f) tiene medida cero,
y P5(C) es acotado: es de Jordan. ConunacajaR 2 C, xp_(c) = Xc° ~1yporel paso 4, c(P,;(C)) =
c(C) (C4-005.D1). m

Corolario C4-006.C2 (integrales iteradas)

Si f es continua en R = [ay, by] X -+ X [an, by], [, f = ffj(-n (f;: f dxy) ) dxq,y lo mismo en

cualquier orden de las variables.

Demostracién. Por induccion en n (C1-005.T1) probamos: para toda caja R de R™ y toda f continua
en R, vale la férmula en el orden x,, ..., x; y cada integral intermedia es una funcién continua de las

variables que quedan.

1. n =1:es C4-001.C1.
2. Denan+1: R = [ay,by] X B con B caja de R"™. Por C4-006.C1 (con A = [ay,bq]), [, f =

fabll F(x{)dxq con F(x;) = fB f (x4, ) continua. Por la hipdtesis de induccién aplicada a f (x4, -),
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continua en B, F (x;) es la integral iterada en las variables x5, ..., X, +1, con integrales intermedias

continuas. (La integral en [a4, b;] es la de Calculo Il por C4-001.C1.)

3. Cualquier orden. Para el orden x4 (n), ..., X5(1) (de adentro hacia afuera), se aplica lo anterior a

g = f o Pyt en P,(R), que es continua (C3-012.T2): su integral iterada en el orden usual es la de

f enel orden g,y por C4-006.T2, fp,,(R) g=Jf-1

Ejemplo C4-006.E1
Jo.172 XY = 1/% Jig11xj0,2/2) X COSY = 1/2.

1. Por C4-006.C1, [y 1o xy = f, (J xydy)dx = [; % dx = 2 (C2-009.E1).

2. f:/2 cosydy = sen% —sen0 = 1 (C2-009.C1 con sen’ = cos, C2-014.T6, C2-014.C1), asf
I 1
que f[O,l]X[O,n:/Z] xXcosy = fo x-1ldx = —

Porqué Ly U

Ejemplo C4-006.E2 (por qué Ly U)

f:=1en{1/2} x (QN[0,1]) y 0 en el resto de [0, 1]?: es integrable con [ = 0 (vale 0 salvo en
un segmento), pero f; /, no es integrable en [0, 1] (Dirichlet); £(1/2) = 0 # 1 = U(1/2), y aun
asi [,L= [, U=0.

1. f es acotada y vale O fuera del segmento {1/2} X [0, 1], que tiene contenido cero (C4-
003.T4). Por C4-005.T4 (d), f es integrable en [0, 1]? (que es de Jordan) con la misma
integral que 0: [ f = 0.

2. fi1/, esla funcion de Dirichlet en [0, 1]: L(f1/2) = 0y U(f1/2) = 1 (C2-005.E1). Para x #
1/2,f, = 0.

3. Asi L = 0y U = x{1/2) que vale 0 salvo en un punto: las dos integrales son 0 (C4-005.T4
d), como dice C4-006.T1, aunque «fB f,» no exista parax = 1/2.

A Hace falta que f sea integrable

Las dos iteradas pueden existir y ser iguales sin que f sea integrable en el cuadrado: Fubini
no sirve para probar integrabilidad. (Un ejemplo clasico usa puntos de coordenadas (p/q,7/q);

queda como lectura.) Aqui siempre se comprueba primero que f es integrable, con el criterio de
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Lebesgue.

Ejercicios

1. Calcula f[o,1]><[1,2] (x + y)? en los dos 6rdenes.

2. Demuestra que si f(x,y) = g(x)h(y) con g, h continuas, [, . f = ([, 9)(J h).
3. Calcula f[0_1]3 xyz.
4.

En C4-006.E2, ;qué pasa si se integra primero en x?

Respuestas

1 .2 1 3_ 3 4_H. 94
1. fo fl (x +y)?dydx = 0 x+2) 3(x+1) dx =2 2122 L % = %,ylo mismo en el otro orden.

2. C4-006.C1: [, g(x)h(y) dy = g(x) [; h (C4-001.T5 b), y luego se integra g.
3. (1/2)3 = 1/8 (ejercicio 2 dos veces).

4. Para cada y, x » f(x,y) vale 0 salvo quizd en x = 1/2: es integrable con integral 0. Las dos

iteradas dan 0.



C4-007 - Regiones elementales,

volimenes y valor medio

Motivacion

Un tanque con fondo y tapa curvos

Un tanque de agua tiene la base sobre un terreno K, el fondo en la altura ¢4 (x) y la tapa en
la altura ¢, (x). ;Cuanta agua cabe? Sobre cada punto x de la base hay una columna de altura
@, (x) — @1(x): el volumen es la integral de esas alturas sobre la base.

Eso es Fubini para la funcién 1 en la regién entre dos graficas. Con la misma idea se cierran dos
promesas de Calculo II: el 4rea entre graficas y el volumen por secciones dejan de ser definicio-
nes y se vuelven teoremas.

Doénde falla la analogia: un tanque real tiene paredes de grosor positivo; aqui las paredes son

graficas, de contenido cero.

La bola de radio 1 es la region entre +,/1 —x2 —y? sobre el disco unitario: su volumen sera

Jiisco 2V 1 — %2 —y2 = 4m/3 ~ 4.18879.

Parte 1 - Regiones elementales

Definicion C4-007.D1 (region elemental)

Sean K ¢ R™ compacto de Jordany ¢; < ¢, continuasen K. D := {(x,y) € R®" X R : x €
K, p1(x) <y < @,(x)}. También se llama asi al conjunto que resulta de poner la variable y en

otro lugar (permutando coordenadas, C4-006.T2).

46
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Teorema C4-007.T1 (integrar sobre una region elemental)

D es compacto y de Jordan, y para f continua en D la funcion F(x) := fq;p:g)) f(x,y)dy es inte-

grable en K con [, f = [, F; en particular c¢(D) = [, (92 — ¢1).

Idea de la demostracion

Lafrontera de D estd en las dos graficas y en las paredes laterales dK X[m, M], todas de contenido

cero. En Fubini, cada rebanada vertical de f es f(x, -) entre ¢, (x) y ¢, (x) y cero fuera: a lo mas

dos saltos, e integral F (x).

—

x\sﬁ

Figura 7: Una regién elemental: sobre cada x € K, el segmento vertical de ¢, (x) a ¢, (x).

Demostracién. SiK = @, D = @ y todo vale con 0. Sea K # @.

1. Acotado. ¢,y ¢, alcanzan minimo y maximo en K (C3-014.C1); seanm := min ¢, y M := max ¢,.
Entonces D € K X [m, M], acotado.

2. Cerrado.D = {(x,y) EKXR: p(x) —y <0, y—¢@,(x) < 0}. Las funciones (x,y) » @1(x) —y
y ¥y — @,(x) son continuas en el cerrado K X R (C3-012.T2), y por C3-012.T4, D es cerrado en
K X R, luego cerrado. Por Heine-Borel (C3-010.T4) es compacto.

3. Frontera.Sea (x,y) € D conx € intKy ¢1(x) <y < ¢,(x).Porlacontinuidadde ¢, —yyy—¢,
en (x,y) hay una bola alrededor de (x,y) donde x" € intKy ¢;(x") < y' < ¢@,(x"): (x,y) es
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interior a D. Como D es cerrado, dD < D (C3-008.T3), y entonces
dD c graf g, U graf ¢, U (0K X [m, M])

(six ¢ intK, entonces x € K \ intK c 9K).

4. Las gréficas tienen contenido cero (C4-003.T4). dK es compacto de medida cero (C4-005.D1),
luego de contenido cero (C4-003.T3),y dK X [m, M] también (C4-003.T2 e). Por C4-003.T2 (a, b),
dD tiene contenido cero: D es de Jordan.

5. La integral. f es continua en el compacto D, luego acotada (C3-014.C1), e integrable en D (C4-
005.T4 a). Sean A una cajade R" con K € Ay B := [m — 1,M + 1]. f (la extensién por cero) es
integrable en A X B (C4-005.D1).

6. Rebanadas.Six € A\K, f, =0.Six € K, f.(y) = f(x,y) paray € [@;(x), p,(x)] y 0 en el resto
de B: es continua salvo quiza en ¢4 (x) y ¢,(x) (C3-012.T2), luego integrable en B (C2-005.C1,
C4-001.C1). Partiendo B en ¢, (x) y ¢, (x) (C2-004.T1), en los dos pedazos de afuera vale 0 salvo

en un extremo (integral 0, C2-005.T2 y C2-002.E1), y en el de enmedio es f(x, -):

[7=] " oy dy = FGo

®1(%)
(si@1(x) = @,(x), las dos cosas valen 0, C2-004.D1).

7. Asi cada rebanada es integrable y £ = U = F, la extensién por cero de F. Por Fubini (C4-006.T1),
Fesintegrableen Ay [, F = [, . f = [, f.Es decir (C4-005.D1), F es integrableen K y [, F =
I f-

8. Conf =1: [, 2 1= ¢, — ¢y (C2-002.E1), y ¢(D) = [ (¢ — ;). M

Corolario C4-007.C1 (cierra C2-019.D1)

Sia<byf < gsoncontinuas en [a,b],laregion{a < x < b, f(x) <y < g(x)}esde]Jordany
su contenido es ff (g — f): el area definida en C2-019.D1 es el contenido de Jordan, y C2-019.T1

se vuelve un caso de C4-005.T4.

Demostracion.

1. K :=[a, b] es una caja: compacta y de Jordan (C4-005.T3). Con ¢; = fy ¢, = g, C4-007.T1 dice
que la region es de Jordan con contenido f[a b] (g —f),quees ff (g — f) (C4-001.C1).
2. Asielntimero que C2-019.D1 definié como area es el contenido de Jordan. Las propiedades de C2-

019.T1 (4rea = 0, aditividad al partir [a, b], area del rectangulo) son la monotonia, la aditividad
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con interseccion de contenido cero (un segmento, C4-003.T4) y ¢(Q) = v(Q) de C4-005.T4 (b, c,
e) y C4-005.T3. H

Ejemplo C4-007.E1

El disco de radio r tiene drea mr? y la bola de radio r volumen 473 /3 (la bola es la regién entre

+,/r? — x2 — y? sobre el disco).

1. Disco. {x* + y? < r?} eslaregion entre +Vr2 — x2 sobre [—7,7]: x? + y? < r? siy solo si
x| <7y |yl < VrZ — %2 (C2-014.T1). Por C4-007.T1 y C2-015.E1,

T 2
c=f 2Vr2 —x2dx =2 - — = nr?.
. 2

2. Bola. Igual, la bola es la regién entre +./72 — x2 — y2 sobre el disco K, que es compacto y
de Jordan (C4-005.E1). Por C4-007.T1, ¢ = [, 2,/r? — x% — y2.

3. Esa integral es otra vez sobre una region elemental (K, con y entre +a, a := Vr? — x?).

Por C4-007.T1y C2-015.E1 (con radio a; si a = 0 la integral es 0 = ma?):
a
f 2\ a? —y2dy = ma? = n(r? — x?).
—-a

4. Asi el volumen es f_rr w(r? —x?)dx = n(2r3 - §r3) = %7‘[1”3 (C2-009.E1).

Parte 2 - Cavalieri, centros de masa y valor medio

Teorema C4-007.T2 (Cavalieri; cierra C2-021.D1)

Sea S c [a,b] X R? compacto de Jordan tal que cada seccién S, := {(v,z) : (x,y,2z) € S}es
de Jordan con area A(x), y A es integrable en [a, b]. Entonces c(S) = ff A. El «volumen por

secciones» de C2-021.D1 es el contenido de Jordan del sélido.

Demostracion.

1. S es acotado: hay una caja B € R? con S c [a, b] X B,y entonces S, C B para todo x.
2. c(S) = f[a b)xB XS (C4-005.D1; 1 es integrable en S por C4-005.T4 a).
3. Parax € [a, b],larebanada (xs), es xs, en B. Como S, es de Jordany estd en B, s _es integrable

en B con integral ¢(S,) = A(x) (C4-005.D1, C4-005.T1). Asi L(x) = A(x).
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4. Por Fubini conn = 1, m = 2 (C4-006.T1), ¢(S) = f[ L= f;A (C4-001.C1).

a,b]
5. EnC2-021.D1 el volumen de un sélido con secciones de area A(x) continua se definié como ff A;

para un s6lido compacto de Jordan con secciones de Jordan, ese nimero es su contenido. ll

Ejemplo C4-007.E2 (sdlidos de revolucion)

Si f > 0es continuaen [a,b], S := {(x,v,2) : a < x < b, y? + z? < f(x)?} es una regi6n
elemental (sobre {(x,y) : |y| < f(x)}) con secciones discos de 4rea nf(x)%: c(S) = & f: f?,
como en C2-021.D1 y C2-021.E1.

1. K == {(x,y) :a <x <b, —f(x) £y < f(x)} es una region elemental sobre [a, b],
compacta y de Jordan (C4-007.T1).

2. EnK, f(x)? — y? = 0,y S es la region entre im (continuas, C2-014.T1, C3-
012.T2) sobre K: es compacta y de Jordan (C4-007.T1).

3. Laseccién S, es el disco cerrado de radio f(x) (un punto si f(x) = 0), de Jordan con area
mf (x)? (C4-007.E1; un punto tiene contenido 0, C4-005.T3). A(x) = mf(x)? es continua,
luego integrable.

4. Por Cavalieri (C4-007.T2),c(S) =1 f: f?:1aférmula de discos de C2-021.D1y C2-021.E1.

Definicion C4-007.D2 (masa, centro de masa, momento de inercia)

Sean C compacto de Jordan y p = 0 continua en C con m := fc p > 0. Centro de masa x con

x; := (1/m) [, x;p(x) dx; momento de inercia respecto de unarecta L: I; := [.d(x,L)?p(x) dx.

Las integrales existen: x;p(x) y d(x,L)?p(x) son continuas en C (d(-, L) es lipschitziana, C3-014.T3) y
acotadas en el compacto (C4-005.T4 a).

Ejemplo C4-007.E3 (coherencia con C2-022.D3)

Para la regién bajo f = 0 continuay p = 1, el centro de masa de C4-007.D2 es el centroide de
C2-022.D3 (ff y = % [ f? por C4-007.T1). La semiesfera sdlida de radio r tiene centro de masa
a altura 3r/8; el disco sélido (cilindro) de radio r, grosor h y masa m, con densidad constante,

g 1 g 8 g
tiene momento EmTZ respecto de su eje, sin iImportar h.

1. Centroide. C = {a < x < b, 0 < y < f(x)} es una region elemental, m = ¢(C) =
f:f (C4-007.T1). Por C4-007.T1 con las funciones x y y: [.x = ff xf(x)dxy [,y =
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(L ydyydx = 2 [} £2 (€2-009.E1). Son las férmulas de C2-022.D3.

2. Semiesfera. H := {x? + y?> + z? < r?%, z > 0} es la region entre 0 ym sobre el
disco: compactay de Jordan,conm = c(H) = % . gnr3 = %nrg' (C4-007.T1, C4-007.E1: 1a
mitad de la integral del paso 2 de E1). Por C4-007.T1 dos veces (con a := Vr2 — x2 y C2-
015.E1), [, x = f_rr x nTaz dx = gf_rr(rzx —x3)dx = 0 (€C2-009.E1); como H no cambia
al intercambiar x y y, fH y = 0 también (C4-006.T2). Asi &; = ¥, = 0.

3. Para fH z se pone z como primera coordenada (C4-006.T2) y se usa Fubini (C4-006.T1) con
A = [0,7]: larebanada en z es z y,;, con H, el disco de radio VrZ — 22, de drea n(r? — z2)

(C4-007.E1). Asi

4 4

T rt r mr# nr*/4  3r
= 2 _ 2 d = _ e )| = — 7 — = —
Lz —[0 zn(rc—z°)dz TL’(Z 4) 7 zZ 2nr3/3 g

4. Disco. Un disco s6lido en R® es un cilindro Z := {x?+y? < r?, 0 < z < h} (unamoneda de
grosor h) con densidad constante p = m/(nr?h); su eje es el eje z, con d(p, L)? = x2 + y2.
Por C4-007.T1 sobre el disco K: I = p h [, (x* + y?).

5. El paraboloide I1 := {(x,y) € K, 0 < z < r2 — x? — y?} es una regién elemental: c(I1) =
Ji (r? —x?—y?) (C4-007.T1). Por Cavalieri en z (C4-007.T2, con C4-006.T2), sus secciones
son discos de radio Vr2 — z, z € [0,72]: c(Il) = forz w(r? —z)dz = nr* /2. Asi

ort  mrt m art 1

fK(x2+y2)=T2C(K)—C(H)=7TT4—T=T, I=mh7=zmr2.

No depende del grosor h.

Teorema C4-007.T3 (teorema del valor medio)

Sean C no vacio, compacto, conexo y de Jordan, y f continua en C. Existe § € C con fcf =

f(§) - c(0).

Demostracion.

1. Por Weierstrass (C3-014.C1), f alcanza en C un minimo f(p) y un maximo f(q). Por la monotonia
(C4-005.T4 b), £ (p) ¢(C) < [ f < £(q) c(C).
2. Sic(C)=0,]| fcfl < (sup|f]) - 0 = 0 (C4-005.T4 b) y cualquier ¢ € C sirve.

3. Sic(C) > 0,seap := fc f/c(C), con f(p) < u < f(q) (C1-003.T4). Si u es f(p) o f(q), basta
E=pogq.Sino, f(p) < u < f(q)ypor el valor intermedio en el conexo C (C3-014.T4) hay ¢ € C



Calculo en varias variables II 52

conf(§)=p. M

Corolario C4-007.C2 (lema de los promedios)

Sean U c R™ abiertoy f : U — R continua. Parap € U, lim,_+(1/c(B(p,7))) fé(p " f=f®.
En consecuencia, si fB(p " f = 0paratodop € Uytodor > 0 pequefio, f = 0en U.

Demostracién. Seap € Uyry > 0 con B(p,ry) € U (C3-008.D1).

1. Para0 <r <1y, B(p,7) € B(p,15) < U, es compactay de Jordan con c(B(p,7)) > 0 (C4-005.E1),
y f es continua y acotada en ella, luego integrable (C4-005.T4 a).

2. Dado € > 0, por la continuidad en p (C3-012.D2) hay § > 0 con |f(x) — f(p)| < &si|x —p| < 4.
Si0 <r <mm(8,1y), en B(p,7) se cumple |f — f(p)| < &,y por C4-005.T4 (b),

sy = F@DI _
c(B(@,1)

| 1

FE) b PN

Eso es el limite.

3. Silas integrales sobre las bolas chicas son 0, los promedios son 0 y su limite, f(p), es 0. B

Ejercicios

1. Calcula el 4rea entre y = x2yy = v/x en [0, 1] como contenido de Jordan.

2. Calcula el volumen del cono {(x,y,2z) : 0 < z < h, x? + y? < a?(1 — z/h)?} por Cavalieri.

3. Sea C compacto de Jordan con densidad p como en C4-007.D2. Demuestra que si C < {x; = 0},
entonces x; = 0.

4. ;Por qué C4-007.T3 pide C conexo? Da un ejemplo sin conexidad donde falla.

Respuestas

L fy(x—x%) =2—1=1(C4-007.CL; VX = x* en [0,1]).

2. Secciones discos de radio a(1 — z/h): foh wa®(1 —z/h)?>dz = ma’h/3.

3. x;p(x) = 0 en C y la monotonia (C4-005.T4 b) dan [. x;p = 0.

4. C=[0,1]U[2,3]yf=0en[0,1],f =1en [2,3]:fcf =1=f(§)- -2pide f(¢) =1/2,que f no

toma.



C4-008 - Transformaciones lineales y

contenido

Motivacion

Una fotocopiadora que deforma

Una fotocopiadora estropeada no solo amplia: también inclina y estira. Si se fotocopia una man-
cha de tinta, ;cuanto crece su drea? Para un cuadrado es facil medir; para una mancha cualquiera
parece imposible.

Para una transformacioén lineal T la respuesta es un solo niimero: el area (o el volumen) se mul-
tiplica por | detT|, para cualquier conjunto de Jordan. La prueba descompone T en pasos ele-
mentales (escalar un eje, intercambiar dos ejes, cortar inclinando) y cada uno se entiende con
una caja.

Dénde falla la analogia: una fotocopiadora real no es exactamente lineal y tiene bordes; aqui T

es una matriz y actia en todo R".

2 1
T = (0 1) manda el cuadrado unitario en un paralelogramo de vértices (0, 0), (2,0), (3,1), (1,1), de

area 2 = | detT|; el disco unitario va a una elipse de area 2mw =~ 6.2832.

Parte 1 - Matrices elementales y Gauss-Jordan

Definicion C4-008.D1 (matrices elementales)

Paranxnei # j: D;(c) (¢ # 0) multiplicala coordenada i por c; P;j intercambia las coordenadas
iy J;Sij(c) := I, + cE;j suma c - x; ala coordenada i (E;; tiene un 1 en el lugar (i,j) y 0 en los

demas).

En matrices: D;(c) es I, con ¢ en el lugar (i, i); P;; es I, con las columnas i y j intercambiadas. Por AL.1

53
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A Algebra Lineal, EijEx esEy sij = ky0sino.

Teorema C4-008.T1 (operaciones de renglon)

EAes A conlaoperacion de renglon correspondiente (renglén i por c¢; renglones i, j intercambia-
dos; renglén i mas c veces el renglén j). Las elementales son invertibles, con D;(c)™! = D;(1/c),
Pt =Py Sij(e)™ = Sij(—c).

Demostracion.

1. Por AL.1 A Algebra Lineal, el renglén k de EA es 2. ek (renglon I de A). Para D;(c): el renglén
k # i quedaigual y el i se multiplica por c. Para P;;: el renglon i de P;jA es el j de Ay viceversa.

2. Para §;(c): S;j(c)A = A + cE;jA (AL.1),y E;;A tiene en el renglon i el renglon j de Ay ceros en
los demas.

3. Inversas. Porelpaso1conA = D;(1/c): D;(c)D;(1/c) = I,y en el otro orden igual. Intercambiar
dos veces deja todo igual: P;jP;j = I,. Como i # J, E;;E;j = 0y S;(¢)S;j(—c) = I+ cEjj — cEjj —

czEl-jEl-]- = [, y lo mismo en el otro orden. Por C3-007.D5, son invertibles con esas inversas. Bl

Teorema C4-008.T2 (Gauss-Jordan)

Toda matriz n X n invertible es un producto de matrices elementales.

Idea de la demostraciéon
Columna por columna: si las primeras j columnas yason ey, ..., e la siguiente tiene una entrada

no nula abajo del renglén j (si no, la matriz mandaria un vector no nulo a 0). Un intercambio,

una escala y varios cortes la vuelven e;; sin tocar las anteriores.

Demostracién. Sea A invertible. Probamos por induccién enj € {0, ..., n} (C1-005.T1): hay elementales

Ei, ...,Ex (k = 0; el producto vacio es I,,) tales que las primeras j columnas de M := E} --- E;A son

€1, ., €.

1. j=0:k=0yM = A.

2. Pasoj — j+ 1 (j < n). M esinvertible, producto de invertibles (C4-008.T1, C3-007.T4). Seam su
columna j + 1, es decirm = Me; 4 (C3-007.T3).
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3. Hay pivote. Sim; = O paratodo ! = j + 1, entoncesm = Y, _; mie; = %, ; mMe; (C3-001.T1),y
el vector v := e, —lej mye; cumple Mv = m—m = 0 (AL.1). Pero v # 0 (su coordenada j + 1
es 1)yv = M~1Mv = 0: contradiccién. Seal > j + 1 el menor indice con m; # 0.

4. Intercambio. Sil # j + 1, se multiplica por P j,;: intercambia los renglones l y j + 1, que en las
columnas 1, ..., j tienen ceros (las columnas ey, s < j, solo tienen un 1 en el renglén s < j); esas
columnas no cambian, y ahoralaentrada (j + 1,j + 1) esc # 0.

5. Escala. Se multiplica por Dj,1(1/c): el renglén j + 1 tiene ceros en las columnas 1, ..., j, que no
cambian, y la entrada (j + 1,j + 1) se vuelve 1.

6. Cortes. Paracadai # j +1, cond; laentrada (i,j + 1) del momento, se multiplica por S; ; ;1 (—d;):
al renglon i se le resta d; veces el renglén j + 1, que tiene ceros en las columnas 1, ..., j yun 1 en
la j + 1. Las columnas anteriores no cambian y la entrada (i, j + 1) se vuelve 0. Al final la columna
Jt+lesejyq.

7. Conj = n: E; - E;A = I,,. Multiplicando a la izquierda por E{*--- E;! (AL.1, C3-007.T4), A =
Er1-E;Y, producto de elementales (C4-008.T1).Sik = 0,A = I,, = D;(1).®

Teorema C4-008.T3 (determinante de las elementales)

detD;(c) = ¢, detP;; = —1,detS;j(c) = 1;si A = E; - E con E; elementales, |detA| =
Hi | detEll

Demostracion. Se usa AL.4 A Algebra Lineal: det es multilineal y alternante en las columnas, detI,, = 1
y det(AB) = det A detB.

1. D;(c) tiene columnas ey, ..., ce;, ..., e,; por la linealidad en la columna i, det D;(c¢) = cdetl,, = c.

2. Cambio de signo. Si en las columnas i y j se ponen u y v, por la alternancia y la multilinealidad
0 =det(...,u+v,..,u+v,..) =det(..,u,..,v,..) +det(...,v, ..., u, ...),

(los términos con u,u y v,v son 0). P;; es I, con las columnas i y j intercambiadas: detP;; =
—detl, = —1.

3. Sij(c) = I, +cE;j tiene la columna j igual a e; + ce; y las demas e;. Por la linealidad en la columna
J, detS;;(c) = detl, + cdet(..., e, ..., €, ...), donde e; aparece en las columnas i y j: el segundo
esOydetS;;(c) = 1.

4. Por det(AB) = detAdetB e induccién (C1-005.T1), det(E; --- Ex) = [I;detE;, y |ab| = |al|b|
(C1-004.T2) da | det A| =[]; | detE;|. W
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Parte 2 - Contenido y determinante

Teorema C4-008.T4 (las lineales y los conjuntos de Jordan)

Sea T nXn invertible. T manda conjuntos de contenido (medida) cero en conjuntos de contenido
(medida) cero; dT(A) = T(JA) para todo 4; T manda conjuntos de Jordan en conjuntos de

Jordan y cajas en compactos de Jordan.

Demostracion. Sea L := ||T||p > 0 (T # 0). Por C3-012.T3, |Tx — Ty| < L|x — y|.

1. Cubos.Siy € Q(a,7r), |y —al < n|ly —al||le < nr (C3-007.T1),asique ||Ty —Ta|lo < |Ty—Ta| <
Inr:T(Q(a,r)) € Q(Ta, Lnr), un cubo de volumen (Ln)"*v(Q(a,r)).

2. Contenidoy medida cero. Si Z tiene contenido cero, por C4-003.T1 (a) hay cubos que lo cubren con
suma < &/(Ln)™; sus imagenes caben en los cubos del paso 1, de suma < ¢. Igual con sucesiones
para la medida cero.

3. Fronteras. T es continua con inversa continua x = T~ 1x (C3-007.T4, C3-012.T3). Si W es abierto,
T(W) = (T~1)"1(W) es abierto (C3-012.T4). Asi T (int A) es un abierto contenido en T'(4), luego
c intT(4) (C3-008.T3); y T~1(int T(A4)) es un abierto contenido en 4, luego € intA: T(intA) =
intT(A). Con el complemento (T (R" \ A) = R™ \ T(4), T biyectiva), T (int(R" \ 4)) = int(R" \
T(A)).Como R" esla unién disjunta de interior, frontera e interior del complemento (C3-008.T3),
T(0A) = dT(A).

4. Jordan. Si A es de Jordan, T(A) es acotado (|Tx| < L|x|) y T(A) = T(JA) tiene medida cero
(paso 2): es de Jordan.

5. Cajas. Una caja es compacta (C3-010.T2) y de Jordan (C4-005.T3); su imagen es compacta (C3-
014.T1) y de Jordan (paso 4). B

Teorema C4-008.T5 (de cajas a conjuntos de Jordan)

Sean T invertibley k = 0 con ¢(T(Q)) = k - v(Q) para toda caja Q. Entonces c(T(4)) = k - c(4)

para todo conjunto de Jordan A.

Demostracién. Sea A de Jordan y R una caja con A € intR; y, es integrable en R (C4-005.T2).

1. Paralarejilla G; de R, sean J; las subcajas contenidas en A y 0; las que cortan a A. Como mg(4) =
1siysolosiS c A,y Ms(x4) = 1siysolosiSNA # @: L(x4,Gj) = ij v(S)yU(xa G)) = Zoj v(S)



Calculo en varias variables II 57

(C4-001.D3).

2. Traslapes. Dos subcajas distintas se cortan solo en sus fronteras: S N S’ c 95 (C4-001.T2: el
interior de una no corta alaotra). Asi T(S) N T(S") = T(SNS") c T(3S), de contenido cero
(C4-003.T4, C4-008.T4).

3. Cota inferior. Ugj T(S) € T(A).Porlaaditividad con intersecciones de contenido cero (C4-005.T4

¢, e, por induccion sobre las subcajas) y la hipotesis,

kL(xa G;) = Z e(r(s)) = ¢ U T(5)) < c(T(A)).
Ij

Ij

4. Cotasuperior.T(A) C Uo,- T(S) (las subcajas cubren R, C4-001.T2). Por la monotoniay c(XUY) =
cX)+c(¥)—cXnY)<c(X)+c(Y)(C4-005.T4 c, e):

c(T(A)) < z c(T(S)) = kU(xa, Gp).

0j

5. Por Darboux (C4-002.T2), L(x4, G;) y U(xa, G)) tienden a c(A),y kc(4) < ¢(T(A)) < kc(4)
(C1-013.T13).m

Teorema C4-008.T6 (elementales y cajas)

Para toda matriz elemental E' y toda caja Q, c(E(Q)) = | detE| - v(Q).

Q S12(c)(Q)
Figura 8: El corte S;,(c) manda el cuadrado en un paralelogramo: la region entre a; + cx, y b; + cx,.

Mismo ancho horizontal en cada altura, misma area.

Demostracién. Sea Q = [[,[a;, b;].

1. D;(c). D;(c)(Q) es la caja con lado i igual a [ca;, cb;] sic > 0o [ch;, ca;] sic < 0,y los demas
lados iguales: su volumen es |[c| v(Q) = | det D;(c)| v(Q) (C4-008.T3),y c(caja) = v (C4-005.T3).

2. P;j. P;j(Q) es la caja con los lados i y j intercambiados, del mismo volumen (C4-006.T2), y
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|detPL-j| =1.
3. Sij(c). y = S;;(c)x quiere deciry; = x; (I # i) y y; = x; + cxj, con y; = x; porque j # i. Asi

Sij( @)@ ={y:yi€lapb] L #1D), a; +cy; <y; < b; +cyj}.

ConK :=[],;[a;, b;] (una cajade R® %, compactay de Jordan) y ¢; := a; + cyj < @y = b;+cy;
continuas en K, es la region elemental con la variable y; en el lugar i (C4-007.D1, C4-006.T2). Por
C4-007.T1y C4-001.T5 (c),

c(Sij()(Q) = fK(bi —a;) = (b —a) v(K) =v(Q) = |detS;;(c)|v(Q). W

Teorema C4-008.T7 (contenido y determinante)

Si T es invertible y A es de Jordan, T(A) es de Jordan y ¢(T(A)) = | detT| - c¢(A). En particular

las matrices ortogonales (T'T = I,,) conservan el contenido y c(14) = |1|"c(A).

Demostracion.

1. Por Gauss-Jordan (C4-008.T2), T = E; -+ E} con E; elementales. T(A) es de Jordan (C4-008.T4).

2. Porinduccién en k (C1-005.T1): para todo A de Jordan, c(E; - Ex (A)) = [1;<, | det E;| c(A). Para
k = 1: C4-008.T6 da la hipotesis de C4-008.T5 con constante | det E; |, y C4-008.T5 la extiende a
todo A de Jordan.De k a k + 1: Ey 11 (A) es de Jordan (C4-008.T4), y

¢(By+ Bira (A)) = | [1detEil e(Ban ) = | | 1detErlcca).
i<k i<k+1
3. Por C4-008.T3, [[; | detE;| = | detT|.
4. Ortogonales. Si T'T = I, por AL.4 A Algebra Lineal detT"detT = 1y detT" = detT, asi que
(detT)? = 1:detT # 0, T es invertible (AL.4) y | detT| = 1.
5. Homotecias. Si A # 0, AL, tiene det = A" (multilinealidad, AL.4) y c(14) = [A|"c(4).Si1 =0, 14
es {0} o @, de contenido 0 = 0"c(A) (C4-003.T2 ¢, C4-005.T3). W

Ejemplo C4-008.E1
Sidet[a b c] # 0, el paralelepipedo {sa + tb + uc : s,t,u € [0, 1]} tiene volumen | det[a b c]|; la

elipse x2/a? + y?/b? < 1 tiene drea mab y el elipsoide volumen 4mabc/3.




Calculo en varias variables II 59

1. ConT :=[a b c] (columnas a, b, c), T(s,t,u) = sa + tb + uc (C3-007.T3), y el paralele-
pipedo es T([0, 1]®): por C4-008.T7, su volumen es | detT| - 1.

2. Paraa,b > 0, T := diag(a, b) manda el disco unitario en la elipse: (x,y) = (au, bv) con
u? + v2 < 1siysolosix?/a? + y?/b? < 1. Por C4-008.T7 y C4-007.E1, el 4rea es ab - .

3. Igual, diag(a, b, c) manda la bola unitaria en el elipsoide: abc - %n.

Por qué cada hipotesis

AT invertible

SidetT = 0, laimagen de T esta en un hiperplano (de contenido cero) y c(T(4)) = 0 es cierto,
pero la prueba no sirve: Gauss-Jordan pide invertibilidad, y la prueba de C4-008.T4 usa que T ™!
es continua. Con T = diag(1, 0), T(int[0, 1]?) = (0, 1) x {0} no es abierto, y int T([0, 1]?) = @.

Ejercicios

2 1
1. Escribe (0 1) como producto de elementales y verifica | det | = 2.

2. Calcula el area del tridngulo de vértices (0, 0), (3,1), (1, 2).

3. Demuestra que las rotaciones Ry conservan el area.

4. ;Cudles el volumen de {x € R3 : |x;|+|x,| +|x3] < 1},sabiendo que el de {x; > 0, x; +x, +x3 <
1}es1/6?

Respuestas

2 1
1. (0 1) = S512(1)D1(2): D;(2) escala la primera coordenada y luego se suma x,. | det| = 1 - 2.

2. Es T(tridngulo {s,t =2 0,s+t <1})conT =[(3,1) (1,2)], | detT| = 5: area 5/2.
3. R)Rg = I, (cos? + sen? = 1): ortogonal, C4-008.T7.
4. Son 8 copias por reflexiones D;(—1) (| det| = 1) que se traslapan en planos: 8/6 = 4/3.



C4-009 - Imagenes de conjuntos de

Jordan bajo funciones C*

Motivacion

Un mapa impreso en una hoja de hule

Se imprime un mapa cuadriculado en una hoja de hule y se estira de manera no uniforme. Cada
cuadrito se deforma distinto. Pero si los cuadritos son muy chicos, cada uno se deforma casi
como una transformacidn lineal: la diferencial en su centro. Su drea nueva es, casi, | det| de esa
diferencial por el area vieja.

Para llegar al cambio de variables hacen falta tres cosas de hoy: que una funcién C! no infle los
conjuntos «flacos», que mande conjuntos de Jordan en conjuntos de Jordan, y una cota del area
de la imagen de un cubo chico.

Doénde falla la analogia: el hule real se rompe o se arruga; aqui g es inyectiva y diferenciable con

continuidad.

Para las polares P(r,0) = (rcos8,rsen8) en el cubo Q de centro (1,0.5) y semilado 0.05, el area de
P(Q) es 0.01 (exacta: fQ r = 0.01), yla cotade C4-009.T5con T = DP(1,0.5) da= 0.01207.

Resultados

Definicion C4-009.D1 (norma por renglones)

Para una matriz B m X n, ||B||« := max; Zj |bi;]-

Teorema C4-009.T1 (propiedades)

IBxlleo < lIBlloolXllco; I1BClleo < lIBlloolIClleos l1Tnlleo = 15 |bij| < [|Blleo =< n - max|by|; silas

entradas de x — B(x) son continuas, x + ||B(x)||. es continua.

60
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Demostracion.

L |(Bx)i| = |Z;bijx;| < XjIbillxl < (X 1bijDlxlleo < [IBllwollx|leo (C1-004.T4, C1-005.T12,
C3-007.T1); se toma el maximo en i (C1-005.T13).
2. Para BC (C n X p), por AL.1 A Algebra Lineal, el renglén i suma

D1 el < D 10 D Il < byl CHeo < BIlolIC o
ko J J k J

3. Cadarenglon de I, suma 1. |b;;| es un sumando de su rengldn, y cada rengldn tiene n sumandos
< max |b;j|.
4. x » Zj |b;j(x)| es continua (C3-012.T2, C1-004.T5), y el maximo de un nimero finito de conti-

nuas es continuo: max(u, v) = %(u + v + |u — v|) e induccién (C3-012.T2). B

Teorema C4-009.T2 (valor medio en la norma del maximo)

Sean U c R™ abierto, g € C1(U,R™),x,y € Ucon [x,y] cUyM = 0 con ||Dg(2)|lcc < M para
z € [x,y]. Entonces [|g(x) = gNllo < M||x = ¥l|co-

Demostracion.

1. Cada componente g; es C!, luego diferenciable en U (C3-017.C2). Por el TVM (C3-017.T1, con
a=y,b=x)hayc; € [x,y] con g;(x) — g;(y) = Vgi(c;) - (x = y).
2. Elrenglénide Dg(c;) es Vg;(c;) (C3-022.T1, C3-022.T2), asi que

i(X) = Gi = i gi(Cl X — Vil = leollX = Yllo = = Ylleo-
19:(x) —g: )| = Z 19;9i(cl 1% = yjl < IDG(clleollX = Ylleo < Mllx = y|
J

3. Tomando el maximoen i, [|[g(x) — g llee < M||x — V|| . E

Teorema C4-009.T3 (imagenes de cubos pequeiios)

Sean U c R" abierto, g € C1(U,R") y K c U compacto. Existen § > 0y C > 0 tales que todo
cubo cerrado S de lado < § que corta a K esta contenido en U y g(S) esta contenido en un cubo
cerrado de volumen < C - v(S). En consecuencia g(Z) tiene contenido (medida) cero para todo

Z c K de contenido (medida) cero.
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Idea de la demostracion
Un margen alrededor de K da un compacto K’ c U donde ||Dg||, < M. Un cubo chico que toca
K cabe en K', y por el valor medio su imagen cabe en un cubo max(M, 1) veces mas grande en

cada lado.

S

Figura 9: Imagen de un cubo chico por una funcién C*: cabe en un cubo (punteado) centrado en la

imagen del centro, con lado a lo mas C/™ veces el original.

Demostracién. Si K = @, cualquier § y C sirven (ningtn cubo cortaa Ky Z = 9).

1. Margen. Por C3-014.T3 (b) hay r > 0 con B(x,r) c U paratodo x € K.SeaK' := {z : d(z,K) <
r/2}. Es cerrado (d(:, K) es continua, C3-014.T3 a, C3-012.T4) y acotado, luego compacto (C3-
010.T4). Si z € K’, la distancia se alcanza en un x € K (C3-014.T3a)y |z — x| < r/2 < r:
Zz€EB(x,r)cU.AsiK cK' cU.

2. Cota dela derivada. z » ||Dg(2)||« es continua (C4-009.T1, C3-022.T2) y alcanza un maximo M
en el compacto no vacio K’ (C3-014.C1).Sean § :=r/(2n) y C := max(M, 1)™.

3. Cubos chicos. Sea S = Q(a,s/2) un cubo de lado s < 6 con un punto x, € SN K. Paraz € §,
|1z = x0lleo < SV |z —2x0| <ns <r/2(C3-007.T1):z€ K' c U.AsiS c K.

4. S esconvexo (C4-001.D1),asique [z,a] € S € K' paraz € S,y por C4-009.T2, ||g(2) —g(@)]|| <
M|z — al| < Ms/2.Por lo tanto

9(S) < Q(g(a), max(M, 1) s/2),

un cubo (no degenerado, porque max(M, 1) = 1) de volumen max(M, 1)"s™ = C v(S).

5. Contenido cero. Sean Z c K de contenido ceroy € > 0. Por C4-003.T1 (a) hay cubos Q4, ..., Qx que
cubren Z con Y, v(Q;) < £/C. Se descartan los que no cortan a K (no tienen puntos de Z). Cada Q;
restante, de lado ¢;, se parte con la rejilla G, con p; el menor natural con ¢;/p; < § (C1-007.C1,
C1-005.T3): son p;* cubos de lado < § y volumen total v(Q;) (C4-001.T2). De ellos se conservan
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los que cortan a K.

6. Los cubos conservados cubren Z, cada uno cortaa K y tiene lado < §; por el paso 4, sus imagenes
caben en los cubos Q(g(a), max(M, 1)s/2), que cubren g(Z) y suman < C Y, v(Q;) < &.

7. Medida cero. Igual, con una sucesién (@) con sumas parciales < &/(2C): cada @ da una lista
finita £;, de cubos-imagen con volumen total < C v(Qy). Una lista puede quedar vacia (si Q; no
corta a K); en ese caso se le pone la caja de relleno Z, j,k+2 = [0, g/2k*2] x [0,1]™ %, explicita y
no degenerada. Las listas se ponen en fila como en C4-003.T1 (C1-005.T11), y cada suma parcial
es<C-e/(20)+ Y, e/2F?2 < el

Teorema C4-009.T4 (difeomorfismos)

Sean U ¢ R™ abiertoy g : U — R" de clase C?!, inyectiva, con Dg(x) invertible para todo
x € U. Entonces g(0) es abierto para todo abierto O c U (en particular V := g(U) es abierto),
g t:V->UesC conD(g () = Dg(g~"(y)) " ydetD(g™")(y) = 1/detDg(g~"(¥)). Si
A es de Jordan con A c U: g(A) es compacto y es la cerradura de g(4), intg(4) = g(int4),
dg(A) = g(04),y g(A) es de Jordan.

Demostracion.

1. Abiertos van a abiertos. Sea O c U abiertoy a € 0. Por C3-025.T1 aplicado a g|, (con O en lugar
de U) hay una bola W < O alrededor de a con g(W) abierto. Asi g(0) es la unién de todos los
g(W) con W c O bolay g(W) abierto (no se elige una bola por punto), y es abierto (C3-008.T2).
En particular V = g(U) es abierto.

2. Lainversaes C1. Seay = g(x) € V.Por C3-025.T1y C3-025.T2 hay una bola W 3 x en U tal que
h:=(glw)™t: g(W) > WesC!conDh(y') = Dg(h(y"))~L. Como g es inyectiva, g~ = hen
el abierto g(W) 3 y. Ser C! es una propiedad local (parciales continuas en cada punto), asi que
g tesC'enVconD(g™) () =Dg(g ()™

3. Determinante. det D g(x) det(Dg(x)~') = detl, = 1 (AL.4 A Algebra Lineal).

4. Homeomorfismo. g es continua en U (C3-022.T1)y g~ en V. Sea A de Jordancon A c U. A es
cerrado y acotado, luego compacto (C3-008.T3, C3-010.T4), y g(A) es compacto (C3-014.T1), en
particular cerrado.

5. Cerradura. g(A) es un cerrado que contiene a g(A), asi que contiene a su cerradura (como en
C4-003.T2 d). Reciprocamente, si x € Ay € > 0, por la continuidad hay § con g(B(x,8) N U) c
B(g(x),€); B(x,8) cortaa A (x € AU 0A4), asi que B(g(x), ) cortaa g(A): g(x) estd en la cerra-
durade g(4) (C3-008.D1).
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6. Interior. g(int A) es abierto (paso 1) y esta en g(A4): estaen int g(A) (C3-008.T3).Siy € int g(A),
hay B(y,¢) € g(A) € V,y g~ *(B(y,€)) es un abierto (C3-012.T4) que contiene a g~ 1(y) y esta
en A (g es inyectiva): asi g71(y) € intA ey € g(intA).

7. Frontera. La cerradura de g(A) es la uni6on disjunta de int g(4) y dg(4) (C3-008.T3, C3-008.D1),
y Aladeint Ay 0A. Porlos pasos 5y 6y la inyectividad,

0g(A) = g(A) \ g(int4) = g(A\ int4) = g(34).

8. Jordan. A c A es compacto de medida cero (C4-005.D1), luego de contenido cero (C4-003.T3),
y por C4-009.T3 con K = 4, g(0A) = dg(A) tiene contenido cero. g(4) c g(A) es acotado: es de
Jordan.

Teorema C4-009.T5 (contenido de la imagen de un cubo)

Sean U, g como en C4-009.T4, T n X n invertible y Q < U un cubo cerrado. Entonces c(g(Q)) <
| detT| - (Maxyeq IT'Dg()|le)™ - v(Q)

Idea de la demostracion
Primero se «deshace» la parte lineal: h := T~ o g deforma poco si T =~ Dg. Por el valor medio,
h(Q) cabe en un cubo de lado K veces el de Q. Después se vuelve a aplicar T, que multiplica el

contenido por | detT]|.

Demostracién. Sea Q = Q(a,r).

1. h:=T 1ogesClenU conDh(x) = T 'Dg(x) (C3-023.T1, C3-022.T1: la diferencial de una
lineal es ella misma), inyectiva y con Dh(x) invertible (C3-007.T4).

2. x » |[T71Dg(x)||« es continua (C4-009.T1, C3-012.T2) y alcanza su maximo K, en el compacto
Q (C3-014.C1). Ky > 0: Dh(x) es invertible, luego no es la matriz cero (C4-009.T1).

3. Q es convexo y esta en U, asi que para z € Q, [z,a] € Q y por C4-009.T2, |h(z) — h(a)||e <
Kollz — allee < Kor: h(Q) < Q(h(a), Ko7).

4. h(Q) es de Jordan (C4-009.T4 aplicado a h, con Q de Jordany Q = Q < U), y por la monotonia
(C4-005.T4 e) y C4-005.T3, c(h(Q)) < (2Kyr)™ = K§v(Q).

5. 9(Q) = T(h(Q)), y por C4-008.T7, c(g(Q)) = | detT|c(h(Q)) < | detT| Ky v(Q). W
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Por qué cada hipotesis

A C! y no solo continua

Hay funciones continuas de [0, 1] sobre [0, 1]? (curvas de Peano): mandan un segmento, de con-

tenido cero en R?, en un cuadrado. C4-009.T3 necesita la cota ||[Dg||., < M, es decir, que g sea

lipschitziana en el compacto.

_______________________________________________________________________________

g(x,y) = (e* cosy,e* seny) tiene Dg invertible en todo punto (su jacobiano es e?* > 0) pero

[0,3m]: la imagen es la corona 1 < |w| < e, ylaimagen del ladoy = 0 (el segmentode 1ae

no es inyectiva: no hay inversa en todo V, y la férmula dg(A) = g(dA) fallapara A = [0,1] X |
sobre el eje real) cae en su interior. :

Ejercicios

1
1. Calcula ||B||¢ paraB = (3 . 5) y verifica ||Bx||e < ||B|loo||X|lco cOn x = (1,—1).

2. Demuestraquesig es C en Uy Z c U es compacto de medida cero, g(Z) tiene contenido cero.

3. Sea g(x) = x3 en R. ;Se puede aplicar C4-009.T4en U = R? ;Y en U = (0, o0)?

4. Con $g = $ polares y Q el cubo de centro (1,0.5) y semilado 0.05, compara la cota de C4-009.T5
conT =DP(1,0.5)yconT = I,.

Respuestas

1. |IB|le = max(3,3.5) = 3.5; Bx = (3,2.5), ||Bx||l = 3 < 3.5.

2. Por C4-003.T3, Z tiene contenido cero; C4-009.T3 con K = Z.

3. En Rno: Dg(0) = 0 no es invertible. En (0, ©) si: la inversa y/3 es C* en (0, ).

4. ConT = DP(1,0.5) la cota es ~ 0.01207 (cercana al area 0.01); con T = I,, max ||DP||% v(Q) =

0.0201: elegir T = D g hace la cota casi exacta.



C4-010 - Teorema del cambio de variables

Motivacion

Contar en un mapa deformado

Un mapa de la ciudad esta dibujado con una proyecciéon que deforma: cerca del centro amplia,
en las orillas encoge. Para saber el area real de un barrio a partir del mapa, cada cuadrito del
mapa se multiplica por su «factor de escala» local y se suma. Ese factor es | det Dg|.

El teorema del cambio de variables dice exactamente eso: fg(A) = fA(f o g)|detDg]|. Se de-
muestra en dos pasos: primero una desigualdad sumando cuadritos (la ruta de Lang), después
la igualdad aplicando la misma desigualdad a la funcién inversa.

Dénde fallala analogia: un mapa real tiene un nimero finito de cuadritos y errores de impresion;

aqui los cubos se hacen tan chicos como se quiera.

Para el cuadrado girado D := {|x| + |y| < 1}, conu = x + y, v = x — y, el cambio de variables da
1 2
J,(x+y)dxdy = > f[_m]z u?dudv = 5 ~ 0.6667.

Parte 1 - El contenido de la imagen

Teorema C4-010.T1 (contenido de la imagen)

Sean U, g como en C4-009.T4 y A de Jordan con A c U. Entonces c(g(4)) < fA | detDg]|.

Idea de la demostracion (Lang, Undergraduate Analysis, cap. XX)
En una rejilla fina, en cada cubo S la diferencial casi no cambia: con T = D g(centro), la estima-
cién de C4-009.T5 da c(g(S)) < (1 + e)"| det Dg(xs)| v(S). Se suma sobre los cubos que tocan

A: los que estan dentro de A dan casi fA | det Dg|, y los que tocan el borde son pocos.

66
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Figura 10: Rejilla sobre A: los cubos dentro de A (gris oscuro) y los que tocan dA (gris claro). Las ima-

genes de los primeros dan casi fA | det Dg|; las de los segundos ocupan poco.

Demostracién. Si A = @ no hay nada que probar. Sean € € (0, 1] y escribamos J(x) := | det Dg(x)|.

1. Integrabilidad. det Dg es un polinomio en las parciales (AL.4 A Algebra Lineal), que son conti-
nuas: J es continua en U (C3-012.T2), acotada en el compacto A (C3-014.C1) e integrable en A
(C4-005.T4 a).

2. Margen. Por C3-014.T3 (b) hayr > 0 con B(x,7) c Uparax € A,y K' :={z : d(z,4) <r/2}es
compacto y esta en U (como en C4-009.T3).

3. Constantes. x —» Dg(x) es continua en U (C3-022.T2) y x = Dg(x)~! también (C3-020.T2, com-
posicién). Sean Ny := maxg’ ||Dg(x) || ¥ Do := maxgs J (C4-009.T1, C3-014.C1).

4. Continuidad uniforme. Las entradas de Dg y la funcion J son uniformemente continuas en K’ (C3-
014.T2): hay §; > O tal que,six,y € K'y |x — y| < &8, cada entrada de Dg(x) — Dg(y) tiene
valor absoluto < ¢/(nN,) y [J(x) — J(¥)| < €. Por C4-009.T1, ||[Dg(x) —Dg(W)lle < €/N1y

IDg) ' Dg()leo = Illn + g (Dg(x) = Dg(YNlleo < 1+ NlNil =1+e.

5. La rejilla. Sea R un cubo con A € intR,y Gj su rejilla, de cubos de lado s; — 0. Sea j tal que

ns; <min(b,,7/2) y U(xaa, Gj) < &; existe porque A es de Jordan con contenido 0 (C4-005.T3,
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10.
11.

12.

C4-003.T3), asi que U(xa4, Gj) — 0 (C4-002.T2), y por C1-007.C1.
Sea § el conjunto de cubos S de G; que cortan a A yxgelcentrodeS.Six, € SNAyz € S,
|z — xo| < ns; <7r/2(C3-007.T1):Sc K' c U.Six €S, |x — x5| < ns; < 6.

. Un cubo. Por C4-009.T5 con T := Dg(xs) y el paso 4,

c(g(®) =J(xs) (1 + &)™ v(S).

Sumar. A c A c Ug S (C4-001.T2), asi que g(4) c Us g(S). Los g(S) son de Jordan (C4-009.T4),
y por la monotonia y la subaditividad (C4-005.T4 c, e),

Cg(A) < ) e(g®) < A+ ) Jxs) v(S).

SES SES

. Los cubos del borde. Separamos § = §;,USj, con §;, los cubos contenidosen A.Si S € §,, entonces

SNAJA # @:sino, S seriala union de S NintA y S N int(R™ \ A) (C3-008.T3), abiertos en S y
disjuntos; el primero no es vacio porque S cortaa A = int A U 94, y el segundo tampoco porque

S ¢ A.Eso separaria a S, que es convexo y por lo tanto conexo (C3-011.T2, C3-011.D1).

Por el paso 9, s, J (x5) v(S) < Do Xsngaxp V(S) = Do U(Xaa, Gj) < Doe.

Los cubos de adentro. Para S c A, porelpaso4,J(xs) < ms(J)+¢&,yms(J) v(S) < fS] (C4-005.T4
b). Los S € S, se cortan solo en caras, de contenido cero (C4-003.T4), y su unién E estd en 4, asi
que (C4-005.T4 c,b,con] = 0)

Szm:](xs)v(S) S;L]+SU(R) - L]+£U(R) < fA]+sv(R).
Juntando los pasos 8, 10y 11:
c(g(A) < (1 + s)"(L] +ev(R) + Doe).

R, Dy y [,] no dependen de ¢. Con ¢ = 1/k, el lado derecho tiende a [, J cuando k — oo (C1-
013.T2), y por C1-013.T3,c(g(A)) < [, /. W

A Por qué ¢ < 1 no estorba

i ]

Las constantes r, K', N; y D, se fijan antes de ¢; solo 6; y j dependen de él. Por eso se puede

hacer € — 0 al final sin que el lado derecho cambie de forma.
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Parte 2 - La igualdad

Teorema C4-010.T2 (desigualdad para integrales)

Sean U, g, A como en C4-010.T1y f : g(A) — R acotada, f = 0, integrable en g(A). Entonces
(f © g)| detDg| es integrable enAyfg(A)f < fA(f o g)|detDg]|.

Demostracién. Sean ] := |detDg|, Dy := max;/,0 < f < ByR unacajacon A c intR. g(A) es de
Jordan con cerradura g(A) c V := g(U) (C4-009.T4).

1. Discontinuidades. f (la extensién por cero de f) es integrable en una caja, asi que Disc(f) tiene
medida cero (C4-004.T2).Siy € int g(A)y f es continuaen y, f es continua en y. Asi f es continua
en g(A) fuera de N := Disc(f) U dg(A), de medida cero (C4-003.T2).

2.Six € Ayg(x) € N, f o g es continua en x (C3-012.T2), y J también. Asi Disc((f o g)J) C
Ang Y(N) € g1(N n g(A)), con N n g(A) de medida cero dentro del compacto g(A) c V. Por
C4-009.T3 aplicado a g1, que es C! en V (C4-009.T4), ese conjunto tiene medida cero. (f ° g)J
y f o g son acotadas, luego integrables en A (C4-005.T4 a).

3. Partir con unarejilla. Para§ € G; seaAg := ANS, de Jordan (C4-005.T3), con AscAcU.g(Ad) =
Us g(A4s) y, como g esinyectiva, g(As)Ng(As) = g(AsNAg) € g(ANaS), de contenido cero (C4-
003.T4,C4-003.T2 a, C4-009.T3). Por la aditividad (C4-005.T4 c, induccion), fg(A) f=2Xs fg(AS) f,
y lo mismo [, (f o g)] = ¥ f,,.(f ° 9)/.

4. Cada pedazo. Sean M := sup, (f o g) = sup ., f yms := mnf, (f o g) (si As = @, el término
es 0). Por la monotonia (C4-005.T4 b) y C4-010.T1,

f fSMsC(g(AS))SMsj J.
g(AS) As
5. La diferencia. Por la monotonia, 0 < J < Dy y c(4s) < v(S):

Msz]— (o)) = | (s = F o.0)] < Do (M5 = ms) (),

s As

6. Sea ¢ = f o gen R (la extension por cero de f o g desde A), integrable (paso 2). Si As # @,
Ms(¢) = Mg (porque ¢ = 0)yms(@) < mg (vale 0 fuerade A4), asi que Mg—mgs < Mg(@)—mg(@).

Sumando los pasos 3-5:

[ 1< ¢oqu+0e6)-L0.6).
g(4) A
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7. Por Darboux (C4-002.T2), U(¢, G;) — L(¢, G;) = 0,y por C1-013.T3, fg(A)f < fA(f og)/. A

Teorema C4-010.T3 (teorema del cambio de variables)

Sean U c R" abierto, g : U » R™ de clase C?, inyectiva, con det Dg(x) # 0 para todo x € U,
AdeJordancon A € Uy f : g(A) — R acotada e integrable. Entonces g(A) es de Jordan,

(f © g)| det Dg| es integrable enAyfg(A)f = [,(f o g)ldetDgl|.

Idea de la demostracion
La desigualdad < es C4-010.T2. Para > se aplica C4-010.T2 a la inversa g~!: el factor

|detD(g™1)| es el reciproco de | det Dg| y se cancela. Para f con signo se suma una constan-

te.

Demostracién. Por AL.4 A Algebra Lineal, detDg(x) # 0 quiere decir que Dg(x) es invertible
(C3-022.D3), asi que g cumple las hipétesis de C4-009.T4: V := g(U) es abierto, g~! es C! con
|detD(g ) (y)| = 1/|detDg(g~*(»))|, y g(A) es de Jordan con cerradura g(4) c V.

1. f =20, «<». Es C4-010.T2, que da también la integrabilidad de F := (f o g)| detDg| en A.
2. f = 0, «=» F es acotada, F > 0 e integrable en A = g~1(g(A)). Aplicamos C4-010.T2a g™ ! :

V — R™, al conjunto de Jordan g(A) (con cerraduraenV)yaF:
j F Sf (Fog 1) |detD(g™ D).
A 94

3. Paray € g(A), (F e g™ () |detD(g~ )| = f(¥) | detDg (g~ (M)I -
Asi fA F < fg(A) f,y con el paso 1 hay igualdad.

4. f cualquiera. Sea M := SUP () |f|. f + M = 0 es acotada e integrable en g(A4) (C4-005.T4 a,b),y
la constante M también. Por los pasos 1-3 para f + M y para M:

=f).

1
|detDg(g=1(»))I

[ gem=[@+megideng, [ M= mdetgl
g(4) A g4 A

5 (feg)|detDg| = ((f + M) o g)|detDg| — M| det Dg| es integrable (C4-005.T4 b), y restando,
fy £ = [,(f o 9)l detDg|. m
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Corolario C4-010.C1 (cambio afin)

Si g(x) = Tx + p con T invertible, fg(A)f = |detT| [, f e g.

Demostracién. g es Ct enU = R™ con Dg(x) = T (C3-022.T1), inyectiva (C3-007.T4) y det T # 0 (AL.4).

Todo A de Jordan tiene A ¢ R™. Por C4-010.T3, fg(A) f= fA(fog)| detT| = | detT]| fAfog (C4-005.T4
b). &

Ejemplo C4-010.E1
ParaD :={|x|+|y| < Byu=x+y,v=x—y: [[(x +y)*dxdy = %f[_ll]z u?dudv = 2/3.

- 1 1
1. Sea g(u,v) := (uTW,%), lineal con matriz T = %(1 1) y detT = _% (AL.4):

| detT| = -.

2. D = g([-1,1]®):si (x,y) = g(u,v),entoncesu = x +y,v = x —y,y |x| + |y| =
max(|x + y|,|x —y]) (sixy = 0, [x +y| = |x| + |y| = |x — y|; si xy < 0, al revés;
C1-004.T4). Asi |x| + |y| < 1siysolosi|ul, |v| < 1.

3. f(x,y) = (x + ¥)? cumple f(g(u,v)) = u?. Por C4-010.C1y C4-006.C1,

1 1
f(x+y)2=lf f uzczchZu:l-z-E:E (C2-009.E1).
D 2 -1J-1 2 3 3

Por qué cada hipotesis

r

Bl

g(r,0) = (rcosf,rsenf)en A = [1,2] x [0,4r] da dos vueltas: fAr = 6m, pero c(g(A)) = 3n

(1a corona). Sin inyectividad se cuenta dos veces.

AdetDg # 0 en todo A

Las polares tienen det DP = r, que se anula en r = 0. El teorema de esta clase no se aplica al
disco P([0,1] X [—m, m]), que tocar = 0 y ademads no es inyectivo en § = +m. Para eso esta la

version con un conjunto excepcional de contenido cero (C4-011.T1).
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Ejercicios

1. Calcula [, (x — ¥)? en el cuadrado girado D de C4-010.E1.
2. Sea T invertible. Demuestra que fT(A) f(T~'y)dy = |detT| [, f.
3. Calculaeldreadelaregion {1 <xy <2,1<y/x <3, x,y > 0}conu =xy,v =y/x.

4. Explica por qué en C4-010.T1 solo se suman los cubos que cortan a 4, y no todos los de la rejilla.

Respuestas

1. Por simetria, f(g(u, v)) = v?: también 2/3.
2. Cong = Tylafunciény » f(T~'y) en C4-010.C1.
. . 1 p 231
3. Lainversa (u,v) » (yu/v,vuv) en[1,2] X [1, 3] tiene | det| = ot el area es fl fl po dvdu =
~log3 ~ 0.5493.
4. Los demas no tocan a A y sus imagenes no son necesarias para cubrir g(A4); ademas podrian

salirse de U, donde g no esta definida.



C4-011 - Coordenadas polares, cilindricas

y esféricas

Motivacion

El radar y su punto ciego

Unradar describe cada punto con distancia y angulo. Es la manera natural de medir discos, conos
y bolas. Pero tiene un punto ciego: en el origen el angulo no esta definido, y el angulo Tt y el —r
dan la misma direccién. Ahi las polares no son inyectivas y su jacobiano r se anula.

Esos defectos viven en segmentos, de contenido cero. El teorema de esta clase dice que el cam-
bio de variables sigue valiendo si los defectos estan en un conjunto de contenido cero; con él,
polares, cilindricas y esféricas quedan justificadas, y el rea en polares de Calculo II deja de ser
una definicién.

Doénde falla la analogia: un radar real tiene un alcance y una resolucién finitos; aqui el «radar»

es exacto.

fB(o,z) e " dxdy = (1 — e*) ~ 3.0841 en el plano, y la bola de radio 1 mide 4m/3 en esféri-

X

. . Py e agn —x2 . .
cas. En cartesianas, la primera cuenta pedlrla una primitiva dee , que no se escribe con funciones

elementales; en polares sale con una sola primitiva.

Parte 1 - Cambio de variables con un conjunto excepcional

Teorema C4-011.T1 (cambio de variables con un conjunto excepcional)

Sean U c R™ abierto, g € C*(U,R™), A de Jordan con A ¢ Uy U, c U abierto tal que g es
inyectivay detDg # 0 en Uy, y Z := A\ U, tiene contenido cero. Entonces g(4) es de Jordan
y, para f acotada e integrable en g(4), (f o g)| detDg| es integrable en A y fg(A)f = fA(f °

g)|detDg].
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Idea de la demostracion

Se tapa el conjunto malo Z con los cubos de unarejilla que lo tocan: Ej, de contenido — 0. Fuera
de E; vale el teorema de C4-010. Lo que queda dentro de Ej, de los dos lados de la formula,
tiene contenido tan chico como se quiera (del lado de la imagen, por C4-009.T3), y el lema de

aproximacion hace el resto.

Figura 11: El conjunto excepcional Z (segmentos gruesos) tapado por los cubos de la rejilla que lo tocan

(E;, gris). Fuera de Ej, g es un difeomorfismo.

Demostracién. Sea ] := | detDg|, continua en U (AL.4 A Algebra Lineal, C3-012.T2), y D, := maxj J
(C3-014.C1).

1. Z es compacto. Z = A n (R™ \ Uy) es cerrado (C3-008.T2, C3-008.T3) y acotado: compacto (C3-
010.T4).

2. Las cubiertas Ej. Sea R un cubo con AcintRy Ej :=la union de los cubos de G; que cortan a Z.
Cada z € Z esta en int Ej: en cada coordenada, z; es interior a un subintervalo de la rejilla o es un
punto de la rejilla distinto de los extremos de R (porque z € int R), y la unién de los subintervalos
que contienen a z; contiene un intervalo abierto alrededor de z;; el producto de esos intervalos
es un abierto alrededor de z contenido en la unién de los cubos que contienen a z, que cortan a
Z.

3. c(Ej) — 0. Los cubos de Ej se cortan solo en caras (contenido cero, C4-003.T4), asi que c(E;) =
2snzzo V(S) = U(xz, G;) (C4-005.T4 ¢, C4-001.D3). Como Z tiene contenido cero, es de Jordan
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con ¢(Z) = 0 (C4-005.T3), y por Darboux (C4-002.T2), c(E;) — 0.

4. Lejosde Z. A; := A\ int E; es de Jordan (C4-005.T3). A\ int Ej es cerrado y contiene a 4, asi que
A; c A\intE; € A\Z c U, (paso 2). Como U, es abiertoy g|y, es C*,inyectivay condet Dg # 0,
C4-010.T3 da: g(Aj) es de Jordan y, para toda h acotada e integrable en g(Aj), fg(Aj) h= fAj (ho
9]

5. g(A) esde Jordan. g(A) es compacto (C3-014.T1) y contiene a g(A), asi que g(A) es acotado y su
cerradura estd en g(A).Seay € dg(A); entonces y = g(x) con x € A.Six € intAn Uy, el abierto
0 := intA N Uy cumple que g(0) es abierto (C3-025.T1 aplicado a g|, en cada punto, como en
C4-009.T4)y g(0) c g(A): y € int g(A),imposible. Asix € A\ (int AnU,) € dAUZ (C3-008.T3).
Por lo tanto dg(A) c g(dA U Z).dA U Z c A tiene contenido cero (C4-003.T3, C4-003.T2 b), y
por C4-009.T3 con K = A, g(dA U Z) también: g(A) es de Jordan.

6. Lo que se pierde en la imagen. Por C4-009.T3 con K = A hay § y C tales que cada cubo S de lado
< & que cortaa A cumple g(S) © Qs, un cubo explicito de volumen < C v(S). Para j con lado de
Gi<é:siy € g(A)\g(4)),y=9gx)conx € A\ 4; C An Ej, asi que x esta en un cubo S de E;
(quecortaaZ c A)ey € Q5. Con F; := USCE]. Qg, de Jordan (C4-005.T3),

(g \ g(4)) S c(EY < C ) w(S) = Ce(Ep

SCE]'

(C4-005.T4 c, e; g(A) \ g(4;) es de Jordan por C4-005.T3).
7. Ellado de la imagen. Sean |f| < By f integrable en g(A); f es integrable en g(4;) c g(A) y en
g(A)\ g(4;) (C4-005.T4 ),y

[ =] A=l] fl<BceE
g(4) g(4j) g(A\g(4))

(C4-005.T4 b, c).

8. Ellado de A. Sea H la extension por cero de (f o g)J] desde AaR; |H| < BDy.Con E := A NintE;
(de Jordan, c(E) < c(Ej)), Hxr\r es la extension por cero de (f o g)/ desde 4, integrable por el
paso 4 (con h = f|g(Aj)). Como c(Ej) — 0, el lema de aproximacion (C4-005.T5) dice que H es
integrable en R —es decir, (f o g)/ es integrable en A—y

|fA(f°g)]—L(f°g)]| < BD, c(E)).
9. Porlos pasos4,7y8,
|_L(A)f_fA(f°9)]| < B(C + Dy) c(E;) - O,

y las dos integrales son iguales. Bl
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A Dénde se usa que g es C! en todo U

En Z la funcién g no es inyectiva ni tiene jacobiano invertible, pero sigue siendo C?: eso es lo

que permite usar C4-009.T3 para que g(Z) y g(E; N A) tengan contenido chico. Un conjunto

excepcional donde g «explota» no se permite.

Parte 2 - Polares, cilindricas y esféricas

Definicion C4-011.D1 (regiones polares)

Paraa < fconf —a <2myp:[a f] - [0,) continua: A, := {(,0) :a <O <B,0<7r <
p(8)}ylaregion polar P(A,) = {(rcos6,rsen®) : (r,0) € A,} (C3-013.D1).

A, es una region elemental en el plano (r, 8): sobre [a, f], entre 0 y p, con la variable r en el primer
lugar (C4-007.D1, C4-006.T2). Por C4-007.T1 es compacta y de Jordan.

Teorema C4-011.T2 (integrales en polares)

Para f acotada e integrable en P(4,), fP(Ap) f = pr f(rcos@,rsenf)rdrdf; en particular
1 B
c(P(4p)) =1 [ p*.

Demostracion.

1. PesC' en U = R? (sus entradas son 7 cos 8, r sen 8, C2-014.T6),y det DP(r,8) = r (C3-022.E1).

2. Inyectiva en U, := (0,0) X (a,a + 2m). Si P(r,0) = P(r',0") conr,r’" > 0, entonces r =
|P(r,0)] = r' (C3-013.T1 a) y (cosf,senf) = (cosB',senf'). Restando a 6 y a 8’ multiplos
enteros de 27 (C1-007.T2) se llevan a (—m, ] sin cambiar sen y cos (C2-014.T5), y por la unici-
dad de C3-013.T1 (b) quedan iguales: 6 —8' = 2wk con k € Z.Como |0 — 0’| < 21, k = 0. En U,,
detDP =1 > 0.

3. El conjunto excepcional. Ap = A, (compacto),y Z := A, \ U esta en la union de los segmentos
{0} X [, B], [0, p(@)] X {a}y, siB = a+ 2m, [0,p(B)] X {B}: tres segmentos acotados en rectas,
de contenido cero (C4-003.T4, C4-003.T2 b).

4. Por C4-011TL, [o, \ f = [, f(P(r,O))T.
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5. Con f = 1y C4-007.T1 (regién elemental en r sobre [, f]) y C2-009.E1:

B p®) B
C(P(Ap))=f (fop rdr)d9=%f 2.

a a

Corolario C4-011.C1 (cierra C2-019.D2)

El 4rea en polares definida en C2-019.D2 es el contenido de Jordan de la region; coincide con C2-

019.D1 cuando la region es de los dos tipos (C2-019.E2 lo habia comprobado solo en sectores).

Demostracion. La region de C2-019.D2 es P(4,), y C2-019.D2 definié su area como %ff p?; por C4-
011.T2 ese numero es c(P(4,)). Si ademas la region es la de C2-019.D1 (entre dos graficas), su area
segin C2-019.D1 también es su contenido (C4-007.C1): las dos definiciones dan el mismo ntimero, el

contenido del mismo conjunto. &

Teorema C4-011.T3 (cilindricas y esféricas)

SiA c [0,00) X [-7,m] X R es de Jordan y compacto, fC(A)f = [,f(C@r0,2)r;siA c
[0,0) X [0, 7] X [—m, ] es de Jordan y compacto, fE(A) f=J,f(E(p,p,0))p*seng (f acotada

e integrable en la imagen).

Demostracion.

1. Cilindricas. C(r,8,z) = (rcosf,rsen8,z) es C* en R3, y por el desarrollo 3 x 3 (AL.4 A Algebra

Lineal)

cosf —rsenf 0
detDC =det| senf rcosf 0 |=r(cos’?0+sen’f)=r
0 0 1

(C2-014.T5). En Uy := (0,00) X (—m,m) X R, C es inyectiva (la tercera coordenada es z, y las dos
primeras son las polares, inyectivas por el paso 2 de C4-011.T2 cona = —rw)ydetDC =1r > 0.
Z=A\Uy c{r =0}uU{0 = —n} U {6 = r}, acotado: contenido cero (C4-003.T4, C4-003.T2).
Por C4-011.T1, con |detDC| = r en A (r = 0), vale la férmula.

2. Esféricas. E(p,p,0) = (pseng@cosf,psenpsend,pcosg) es C1 y detDE = p?sen¢ (C3-
022.E1). En Uy := (0,0) X (0,) X (—m,m): sen¢p > 0 (C2-014.T4), asi que detDE > 0; y si
E(p,p,0) = E(p',¢',0"), las dos primeras coordenadas no son ambas cero, y por la unicidad de

C3-013.T2 (p > 0, ¢ € (0,m), O € (—m, m]) los parametros coinciden.
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3.Z=A\Uyc{p=0}tU{p =0} U {p = n} U {6 = +mr}, acotado: contenido cero (C4-003.T4,
C4-003.T2). Comosen¢ = 0en [0, 7], |det DE| = p? sen ¢ en 4, y por C4-011.T1 vale la férmula.
|

Ejemplos resueltos

Ejemplo C4-011.E1
La bola de radio R tiene volumen 4mR3/3 (esféricas); fé(o 7 e~**=v* = (1 — e k") en R?;

fé(o R) |x|2 = 4mR®%/5 en R3; el cono de altura h y radio a tiene volumen ma?h/3 (cilindricas).

1. LabolaesE(A) conA :=[0,R] X [0, ] X [—m, ). |[E(p, @, 0)| = p < R (C3-013.T2), asi que
E(A) c B(0,R). Reciprocamente, si |x| < R: si (x4, ;) # 0, C3-013.T2 da los pardmetros;
six =(0,0,x3) conx3 # 0,sirvep = [x3|conp =0o0m;six =0,p =0.

2. Volumen. A es una caja (compacta y de Jordan). Por C4-011.T3 y las iteradas (C4-006.C2):

B T T (R ) R3 47TR3
C(B(O,R))=f f f p°senpdpdpdf = — -2 -2n = ,
-zJo Jo 3 3

con fon sen = —cost + cos 0 = 2 (C2-009.C1, C2-014.T6, C2-014.T4).

3. [e™*"~". El disco es P(4,) con p = R en [-m,n] (C3-013T1 b,y 0 = P(0,6)),y
e~ (reos0)’~(rsen8)* — o=1* (€2-014.T5). Con G(r) := —ie-rz, G'(r) =re " (C2-012.T1,
C1-030.T1), y por C4-011.T2 y C2-009.C1,

2_.2 TR 2 1- e_RZ 2
f e X"y =f f e rdrdf =2n- ——— =n(l—e®).
B(O,R) —zJo 2
4. [ |x|% |E(p, @,0)|*> = p?, asi que [, |x|> = [, p*sen =B p.op = R
: 1ED P, P~ as1que g gy AP ¢=- 5
5. Cono. Sea A := {(r,0,z) : 8 € [-m,m], 0 £z < h, 0 £r < a(l — z/h)}, una region
elemental en r sobre la caja [—m, ] X [0, h] (C4-007.T1, C4-006.T2), compacta y de Jordan;
el cono es C(A4). Por C4-011.T3,

™ (" a?(1 - z/h)? a2 h  mah
c(C(A))=f f GHEAY o = e e B
-1 J0 2 2 3

3

Uo'(1 = 2z/h + z2/h?) dz = h — h + h/3, C2-009.E1).
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Un ejemplo a medias: el volumen de la bola en cilindricas
La bola de radio R es C(A) con A = {(r,0,2) : 8 € [-m, ], |z| £ R, 0 < r < VR? —z?}. Por

2.2
C4-011.T3, su volumen es f_nn f_RR R°%" 4z d6. Termina la cuenta: debe dar 47R3/3.

A\ El factor r no se olvida

tiene area 2w, pero sus cuadritos cerca de r = 0 se encogen al pasar al disco.

fE(o,1) 1= ffﬂ fol rdrd@ = m. Sin el factor r saldria 2m: el «rectangulo» polar [0,1] X [—7, 7] E

Ejercicios

1. Calcula el area del cardioide p(6) = 1 4+ cos 6, 6 € [—r, m].

2. Calcula fé(o,1) (x2 + y?) en R? y compara con C4-007.E3.

3. Calcula el volumen de la region dentro de la esfera |x| = 2 y arriba del cono z = /x? + y?2.
4. ;Por qué en C4-011.T2 se pide 8 — a < 2m?

Respuestas

o 2q9 =1 =3r
1. 2f_ﬂ(1+c059) do=-(Q2n+0+m) ==

2. f_nn fol r3dr df = m/2, el mismo valor que salié en C4-007.E3 con Cavalieri (r = 1).
, . n /4 2 8 V2 8
3. Enesféricas,p <2y <m/4: [__ [~ [, p*sen¢p =2m - ;1-)= ?H(Z —2).
4. Si B — a > 2m, P da mas de una vuelta y no hay un U, con conjunto excepcional de contenido

cero: se contaria dos veces una parte de la region.



C4-012 - Integrales impropiasy

derivacion bajo la integral

Motivacion

La lampara sobre un piso sin fin

Una lampara cuelga sobre un piso muy grande. La luz que llega a cada metro cuadrado del piso, a
distancia r del punto que esta justo debajo de lalampara, es e (enlasunidades de lalampara).
Ningin pedazo del piso queda a oscuras, y el piso no tiene fin. ;Cuanta luz cae en total?
Sisumaslaluz en discos cada vez mas grandes obtienes ﬂ(l—e‘Rz): 1.9859,3.0841,3.1412 para
R = 1,2,3.Si sumas en cuadrados [—/, j]? obtienes 2.2310, 3.1123, 3.1415. Las dos cuentas se
acercan al mismo nimero, 7. Este capitulo explica por qué no importa la forma de los «cuartos»
con que se recorre el piso, y de ahi sale la integral de Gauss ffooo e~ dt = V.

T

7 ’ 7 q q —r2 q / q A /8q
Doénde falla la analogia: una lampara real no ilumina como e y ningun piso es infinito; el

modelo sirve porque lo que cae lejos es casi nada.

Parte 1 - Integrales impropias de funciones no negativas

Definicion C4-012.D1 (integral impropia de una funcion no negativa)

Sean U c R" abiertoy f : U — [0, ) integrable en todo compacto de Jordan K c U.

f f:= sup{f f : K € U compacto de ]ordan} € [0, ];
U K

converge si es finita.

El conjunto del supremo no es vacio: @ es un compacto de Jordan contenido en U (su frontera es vacia,
C4-005.D1) con fq)f = 0. Cada fo es = 0 (C4-005.T4 (b)), y si el conjunto no esta acotado superior-

mente el supremo es oo (C1-006.D1, axioma S).

80
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Teorema C4-012.T1 (agotamientos)

SiK; € K, c -+ c U son compactos de Jordan con U = U; intKj, entonces [, f = im ijf
(finito00).Si0<f<g, [, f<[, 9 [,F+D=,+],9

Para que fz(- f tenga sentido, los K; estan contenidos en U (es donde esta definida f); asi se lee el enun-
J

ciado.

Idea de la demostracion
Un compacto K c U esta cubierto por los abiertos crecientes int K, asi que cabe en uno solo de

ellos: la sucesion fK, f ya «ve» a todos los compactos.
J

Demostraciéon. Primero un hecho que se usa tres veces: si K € K’ son compactos de Jordanen Uy f > 0,

entonces [, f < [/ f.

1.

2.

Sea R una caja que contiene a K'. Las extensiones por cero fx y fx’ (C4-005.D1) cumplen 0 <
fix < fxrenR,porque f >0y K c K'.

Las dos son integrables en R (hipotesis de C4-012.D1), y por la monotonia (C4-001.T5 (b)) fK f=
S < o fxr = [ f-

Ahora el teorema. Sea a; := fk.j f.

3.
4,

Como K; © Kj, 4, por los pasos 1y 2 la sucesion (a;) es creciente.
Cada K; es uno de los compactos de C4-012.D1, asi que a; < fu f paratodoj,ys := sup; a; < fU f
(C1-006.D1).

. Sea K U compacto de Jordan. La familia {int K;} es una cubierta abierta de K (int K; es abierto,

C3-008.T3, y su unién es U D K). Por la compacidad (C3-010.D1) hay j; < - < j,, con K C
intK; U--Uintk; .

Sij < j',intK; c intKj:: intK; es un abierto contenido en K;: y el interior es el mayor de ellos
(C3-008.T3).Con N := j,,, queda K C intKy C Ky.

. Porlos pasos 1y 2, fo < ay < s.Como K era cualquiera, fo < s (C1-006.D1),y con el paso 4,

fuf =s.

. Sis < o, la sucesion creciente y acotada (a;) converge a su supremo s (C1-014.T2). Si s = oo,

para cada M hay N con ay > M (C1-006.T2), y por el paso 3 a; > M paraj = N: a; - . Enlos
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dos casos [, f = ima;.
9. Monotonia. Si0 < f < gy K c U es compacto de Jordan, [, f < [ g < [, g (C4-005.T4 (b) y
C4-012.D1). Tomando el supremo en X, [, f < [, g (C1-006.D1).
10. Aditividad, <. Para cada K, [ (f +g) = [, f+ [, 9 < |, f + [, g (C4-005.T4 (b)); el supremo da
W+ <[+, 9
11. Aditividad, >. Sean K, K' compactos de Jordan en U. K U K' es compacto (unién de dos cerrados
y acotados, C3-010.T4) y de Jordan (C4-005.T3), y por el paso 1

fo+fK,g < Luxr“fmg =] o+os fu(f+g).

12. Si fU (f + g) = o no hay nada que probar. Si es finita, el paso 11 con K’ fijo y el supremo en K
dan [, f + [, g < [,(f + g) (C1-006.T2); luego el supremoenK'da [, f+ [, 9 < [,(f + g). W

Figura 12: Dos agotamientos de R? sobre las curvas de nivel de e~1*”: discos (continuos) y cuadrados

(punteados). Cada compacto cabe en un disco y en un cuadrado.

Corolario C4-012.C1 (coherencia con Calculo II)

Paran = 1, U = (a,b) (a,b € RU {£o0})y f = 0 continua, fo converge < la integral

impropia de C2-010.D1 converge, y valen lo mismo.
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Demostracién. Fijemos ¢ € (a,b) y sucesiones a; 1 a, b; T b en (a,b) cona; < ¢ < b; (por ejemplo
4

x € (a,c]yH®) := [ f paray € [c,b).

i=c—jsia=—-wyaq;:=a+(c—a)/(j+1)sia€ R, yanalogo para b;). Sean G (x) := fxcfpara

1. Los intervalos K = [aj, bj] son compactos de Jordan (cajas, C4-005.T3), crecientes, y
Uj(a;, b;) = (a, b), porque todo x € (a, b) cumple a; < x < b; para j grande (C1-007.C1).

2. En K; la integral de Jordan es la de Calculo II (C4-005.T3: c(K;) = v(K;), y C4-001.C1), asi que
por C4-012.T1 y la aditividad (C2-004.T1)

ff—hm f_11m(G(a,)+H(b))

3. Como f = 0, G es decreciente y H creciente (C2-004.T1, C2-004.T3).

4. (=)Si fo < oo:paray € [c,b), [c,y] € U esun compacto de Jordany H(y) < fo (C4-012.D1).
Asi H esta acotada y por C2-010.T3 fcb f converge; lo mismo con G y fac f.Por C2-010.D1 (c) la
integral impropia de Calculo II converge.

5. (&) Si converge, sean Ly := hmy_,+ G(x) y L, := lim,,_,,- H(y). Por la monotonia del paso 3,
G <LyyH <L, (C1-019.T3). Todo compacto K < (a, b) tiene minimo @ y maximo 8 (C3-014.C1)
yK c [a,B] € (a, b); porlos pasos 1y 2 dela prueba de C4-012.T1,fo <G(@)+H(P) < Li+L,.
Asi [, f < 0.

6. Mismo valor. En el caso convergente, a; > ay b; - b cona; # a, b; # b, asique G(a;) - L,
y H(bj) = L, (C1-019.T1, en su version lateral y en +c0), y por el paso 2y C1-013.T2, fo =
Ly +1L, = [, f (C2-010.D1 (c)). ®

Ejemplo C4-012.E1 (integral de Gauss)
, e e~ = 1 (con discos, C4-011.E1), y con cuadrados [— Zj et dt)? > r; por lo tanto
Jr Y J,J1? p

[5 emt dt = /.

1. f(x) := e 1” es continua y positiva en U = R? (C2-012.T1), asi que es integrable en todo
compacto de Jordan (C4-005.T4 (a), acotada por C3-014.C1).

2. Discos. K; = B(0, ) son compactos de Jordan crecientes (C4-011.E1 los integra; su frontera es
una circunferencia, de contenido cero, C4-003.T4) y intK; > B(0,)) cubre R? (C1-007.C1). Por
C4-011.E1, ij f=mnl- e‘jz), que tiende a w porque e* 50 (C2-012.T8). Por C4-012.T1,

Jwe £ =

3. Cuadrados. K := [—},j]* también agota R?. Como e~¥*=¥* = ¢=**¢=¥* (€2-012.T2), Fubini (C4-
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006.C1) da

J J 5 ) J )
f N f=f'(f.e‘x e dy)dx=1j2, Ij:=f'e‘t dt.
[-J.J1? —j U= -j

4. Por C4-012.T1 con el otro agotamiento, Ij2 - fRZ f =m.Comol; > 0y+/ escontinua (C2-014.T1),
[ - V1 (C2-014.T1,C1-019.T1).

5. Paran = 1, K/ := [—),j] agota R, y por C4-012.T1, fRe‘t2 = hm/; = /m. Por C4-012.C1, la
integral impropia de Calculo II converge y fjooo e t’ dt = V7.

A Por qué hace falta f > 0

El supremo sobre compactos no ve cancelaciones. Para una f que cambia de signo, dos agota-

el capitulo solo define fo para f = 0.

mientos pueden dar limites distintos (en R, f_]J xdx = 0 pero f_zj] xdx = 3j2/2 - o).Poreso |

Ejemplo C4-012.E2
En R?, fB(O Doy 1XI 7% converge < a < 2 (vale 21/(2 — a)); en R3 converge & a < 3.Se
agota con coronas {1/j < |x| £ 1—1/j},imagenes delacaja[1l/j,1—1/j] X [—m, ] (C4-011.T1

con Uy = (0, ) X (—m,m); la corona no es una region 4,).

Sea U := B(0,1) \ {0} (abierto: es {0 < |x| < 1},C3-012.T4) y,paraj = 3,K; := {1/j < |x| < 1 —1/j}.

1. f(x) = |x|™* = exp(—alog|x]|) es continua y positiva en U (C2-012.D2, C3-012.T2).

2. EnR? sea Aj:=[1/j,1=1/j] X [-m,m]. P(4;) = Kj:si(r,0) € A}, |P(r,0)| = r (C3-013.T1 (a));
six € K;, x = P(|x|,argx) conargx € (—m,m] (C3-013.T1 (b)).

3. SeaplicaC4-011.T1cong = P (C* enR?), A = A; (caja, de Jordan, A = A) y Uy = (0, 00) X (-7, 7):
ahi P es inyectiva (C3-013.T1 (b)) y detDP = r # 0 (C3-022.E1). Z = A; \ U, son los dos
segmentos 6 = +m, de contenido cero (C4-003.T4, C4-003.T2 (b)).

4. Asi K; es de Jordan, es compacto (imagen continua de un compacto, C3-014.T1), f es continua y
acotada en K; (ahi [x| = 1//), y con Fubini (C4-006.C1) y |P(r,0)|™* = r~%:

1-1/j
f f=f r‘“r=27rf ri=%dr.
K;j Aj 1/j

5. Los K; creceny intK; o {1/j < |x| < 1 — 1/j} (abierto, C3-012.T4), que cubren U (C1-007.C1).
1-1/j
Por C4-012.T1, [, f = m; 2z f,, "/ v~ dr.
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6. Si a # 2, por Barrow (€2-009.C1) con (r27%)' = (2 — a)r1=* (C2-012.T6),

1-1/j 21T
an ri=%dr = ——|(1 —1/j)%7% — j*2|.
1/j 2 - 0‘[ ]

(1—1/j)?>~* - 1 porlacontinuidadder - r>~*en 1 (C2-012.T6,C1-028.T1),y j* 2 = exp((a—
2)logj)tiendeaOsia < 2yaocosia > 2 (C2-011.T3, C2-012.T8). Asi converge a 2 /(2 — a) si
a < 2ydiverge sia > 2.

7. Sia=2:2nf,, " dr/r = 2nlog(j — 1) > o0 (C2-011.T3).

8. En R3 se usan Aj = [1/j,1 = 1/j] X [0,7] X [—m, ] y las esféricas: E(4;) = K; (C3-013.T2:
|E(p,®,0)| = p; un punto de K; fuera del eje x5 es E(|x|, ¢, 6), y uno del eje es E(|x],0,0) o
E(]x|,m, 0)). Por C4-011.T3 y Fubini,

1-1/j

f f=| p*p*sengp = 4nf p>*dp
Kj Aj 1/j

(f: senp de = 2,C2-009.C1,C2-014.T6). La misma cuenta del paso 6 con 3 —a enlugarde 2 —«

da convergencia & a < 3, convalor 4 /(3 — a).

Parte 2 - Derivar bajo el signo de integral

Teorema C4-012.T2 (continuidad de integrales con parametro)

Sean P ¢ R™, K c R™ compacto de Jordan y f continua en P X K. F(p) := fo(p, x)dx es

continua en P.

Idea de la demostracion
Lo que hace falta es que f(p,-) se acerque a f(py, ) a la vez en todo K. Si no, una sucesion
de puntos malos tendria una subsucesién convergente en K, y la continuidad de f en el limite

fallaria.

Demostraciéon. SiK = @, F = 0.Sea K # @,y fijemospy, E Py e > 0.

1. Paracadap € P,x = f(p,x) es continua en el compacto K (C3-012.T2), luego acotada (C3-
014.C1) e integrable en K (C4-005.T4 (a)): F esta bien definida.
2. Afirmacién: hay § > O0talque |f (p, x)—f (po, x)| < eparatodox € Kytodop € P con |p—p,| < 4.
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3. Sino,paracadak € N el conjunto 4 := {(p,x) € PXK : |p—po| < 1/k, |f(p,x)—f (po, x)| = €}
no es vacio, y por la eleccién numerable (C3-009.T0) hay una sucesién (py, xi) con (pg, Xx) € A.

4. (xi) esta en el compacto K, asi que tiene una subsucesion x;, - x* € K (€3-010.T4 (iii); o C3-
009.T3 y K cerrado).

5. Pr, = Po (porque |[px, —po| < 1/k;; C1-015.T1), asi que (pg,;, Xx,) = (Po, x™) ¥ (Do, Xk,) = (Do, X™)
(C3-009.T1).

6. Por la continuidad de f en (pg,x*) € P X K (C3-012.T1), f (P, xx,) — f (Po, Xk;) = f (0o, x*) —
f (Po,x™) = 0,lo que contradice |f (p,, xXk,) — f (o, X,)| = € para todo [. Esto prueba la afirma-
cion.

7. Para |p — pg| < 6, por C4-005.T4 (b),

|F(P) = F(po)l = fK |f (0, %) = f(Po, X)| dx < £ c(K).

Como ¢ es arbitrario, F es continua en p,y. B

Teorema C4-012.T3 (regla de Leibniz)

Sean J un intervalo abierto, K € R" compacto de Jordany f : | X K — R continua tal que
d:f (t, x) existe en todo punto y es continua en / X K. Entonces F(t) := fK f(t,x)dx es de clase
Clen]yF'(t) = [, 0.f(t, x) dx.

Idea de la demostracion
Por el TVM, el cociente incremental de f (-, x) es d;f en un punto intermedio. Heine en un com-

pacto [t — 7, t + 1] X K hace que ese punto intermedio no importe, uniformemente en x.

Demostracion. Sea G(t) := fK d:f (t,x) dx; esta bien definida y es continua en J por C4-012.T2 (con
P =]).Sic(K) =0,F =G = 0; supongamos c(K) > 0. Fijemost € J,n > 0con[t—n,t+n] c ],y
e>0.

1. L :=[t—n,t+n] XK escompacto (C3-010.C1),y d;f es uniformemente continua en L (C3-014.T2):
hay § € (0,n) con |0,f(s,x) — 0. f(s',x")| < esi(s,x),(s',x)ELy|(s,x) —(s',x")]| <é.
2. Sea0 < |h| < §yx € K.Lafuncién s = f (s, x) es continua en el intervalo cerrado de extremos

ty t + hy derivable en su interior, con derivada d,f (s, x). Por el TVM (C1-033.T1) hay ¢ entre t
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yt+ hcon

h,x) - f(t,
()

3. Como |(&,x) — (t,x)]| = | —t] < b, el paso 1da
|f(t+ h,x) — f(t,x)
h

- atf(t,x)| <& paratodox € K.

4. Por lalinealidad y la cota de C4-005.T4 (b),

F(t+h)—F(t) ft+hx)—f(tx)
| - -6 = |f ( - = 0ef (£, ) )dx| < £ c(K).
K
5. Asi limy_o(F(t + h) — F(t))/h = G(t) (C1-017.D1): F es derivable en t con F'(t) = G(t) (C1-
027.D1).
6. F' = G es continua en ] (C4-012.T2), asi que F es de clase C! enJ (C2-015.D1). H

A La hipétesis sobre 0, f

Que 0, f exista no basta; hace falta que sea continua en J X K (o algo equivalente): es lo que da

la uniformidad del paso 1. En el ejercicio 4 se pide un ejemplo donde derivar bajo la integral da

un resultado falso.

Ejemplo C4-012.E3 (Gauss con Leibniz)
F(t) := (f(;t e ™" dx)? + fol e+ /(1 + x2) dx tiene F' = 0y F(0) = m/4; cont — oo,
fooo e~*" dx = /2, como en C4-012.E1.

1. Sea A(t) := fote_xz dx. Como e™* es continua (C2-012.T1, C1-030.T1), A'(t) = et
(C2-008.T1),y (42)" = 24(t)et" (C1-030.T1).

2. Sea g(t,x) := e t*(1+**) /(1 + x2) en R x [0, 1]: es continua, y 8,g(t,x) = —2te~t"A+** (C1-
030.T1,C2-012.T1) también. Por laregla de Leibniz (C4-012.T3) conJ = Ry K = [0, 1], y usando
e t?(+x%) = o=t?o=(t0 (€2-012.T2):

1 1

B'(t) = —2e‘t2f e~ (0% ¢ gy, B(t) := f g(t,x)dx.
0

0

3. Con el cambio de variable u = tx (C2-015.T1 con ¢(x) = tx, de clase C1, $(0) = 0, p(1) = t):
[y e=® tdx = [ e " du = A(t). Asi B'(t) = —2¢ " A(t).
4. F = A% + Bcumple F' = 24e™t* —2e"t"A = 0 en R, y es constante (C1-034.T1): F(t) = F(0) =
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0+ f dx/(1 +x2) = m/4 (C2-014.T12).

5 Parat > 0,0 < g(t,x) < e (porque e™**** < 1y 1/(1 + x2) < 1; C2-012.T1), asf que
0<B()< et 50 (C2-004.T3, C2-012.T8). Por lo tanto A(t)? = /4 — B(t) - ©/4.

6. A(t) = O parat > 0,y por la continuidad de /- (C2-014.T1), A(t) — +/m/2. Por C2-010.D1,

fooo e *" dx = /m/2. Por simetria (x - —x, C2-015.T1) y C2-010.D1 (c), f_oooo e dx = VT,
como en C4-012.E1.

Por qué cada hipotesis

- f = 0en (C4-012.D1. Ver el recuadro de cuidado: con signo, el limite depende del agotamiento.

- K compacto en C4-012.T2. Si se integra sobre [0, ) en lugar de un compacto, f(p,x) = pe P*
es continua en [0, 1] X [0, ), pero F(p) = fooo peP*dxvalel parap >0y0Oenp = 0:Fnoes
continua en 0. La masa «se escapa al infinito» cuando p - 0%, justo lo que la compacidad impide.

- 0¢f continua en C4-012.T3. Ejercicio 4.

Ejercicios

1. Demuestra que [g, (1 + |x|*)7# converge < B > 1y calcula su valor.

2. Usa C4-012.E1y el cambio afin (C4-010.C1) para calcular [, e~ (F+4y®),

3. Con la regla de Leibniz, calcula F'(t) para F(t) = fol log(1 + tx?)dx, t > —1; calcula también
F(1).

4, Sea f(t,x) := t3x/(x? +t?)? para(t,x) # (0,0) y £(0,0) := 0 en R X [0, 1]. Comprueba que 9, f
existe en todo punto, pero F(t) = fol f(t,x) dx cumple F'(0) # fol d:f(0,x) dx. ;Qué hipotesis
de C4-012.T3 falla?

5. Demuestra que si U  V son abiertos y f = 0 es integrable en todo compacto de Jordan de V,

entonces [, f < [, f.

Respuestas

1. Coronas {1/j < |x| < j}y C4-011.T1: 2 flj/j r(1+7r2)7# dr, que convergean/(B — 1) sif > 1
1 2y1-8 o 1 2N i P —

2(ﬁ_l)(1+r )7, 0 210g(1+r )sif =1).

2. Con g(u,v) = (u,v/2),det = 1/2, y agotamientos que son imagenes de discos: /2.

3. F'(t) = f01 x2/(1 + tx?) dx; F(0) = 0. Integrando por partes, F(1) = log2 — 2 + ©/2.

3
4, Parat # 0,F(t) = Si_ 1 ) = 2(1it2),a1si que F'(0) = 1/2; pero 9,f(0,x) = 0 para todo

2 \t2 1+t2

x (parax > 0, |f(t,x)| < |t|3/x3;y f(t,0) = 0). Fallan la continuidad de f y la de d,f en (0, 0)

y diverge si § < 1 (la primitiva es —
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(f(t.t) = 1/4).
5. Todo compacto de Jordan K © U también esta en V: el conjunto del supremo para U esta conte-
nido en el de V (C1-006.D1).



C4-013 - Caminos e integrales de

trayectoria

Motivacion

Un alambre doblado en semicirculo

Doblas un alambre de cobre de densidad uniforme en una semicircunferencia de radio 10 cm.
;Donde esta su centro de masa? La simetria dice que en el eje vertical, pero ;a qué altura? La
respuesta, 2r/m = 6.37 cm, estd en el hueco: el centro de masa del alambre no esta en el alambre.
Para calcularlo hay que «sumar» la densidad a lo largo de una curva, con la longitud como medi-
da. Es la integral de trayectoria, y su primera propiedad es que no depende de como se recorra
la curva.

Dénde falla la analogia: un alambre real tiene grosor; aqui es una curva sin espesor con densidad

por unidad de longitud.

Definiciones

Definicion C4-013.D1 (camino C! por tramos)

Un camino C! por tramos es y : [a,b] —» R continua con una particién a = t, < -+ <
t, = b tal que cada y|[t;_4, t;] es la restriccién de una curva de clase C! en un intervalo abierto
que contiene a [t;_1,t;]; ¥’ existe salvo en finitos puntos, y en los extremos de un tramo y' es
la derivada lateral desde el tramo (la de cualquier extensiéon C1). Es cerrado si y(a) = y(b).
Concatenacion: sin : [c,d] - R*yy(b) = n(c), ¥ ®n)(t) :=y(t) en[ab]lyn(t—>b+c)
en [b,b + d — c]. Camino inverso: y~(t) := y(a + b — t). Las poligonales son caminos C?! por

tramos.

Dos precisiones que se usan en todo el capitulo.

90
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- La derivada en un tramo. Llamemos y; a la curva C?! del tramo i, definida en un intervalo abierto
Ji 2 [ti—1,t;]- En (t;—1,t;), v; = ¥’ (la derivada solo depende de valores cercanos, C3-002.D3). En
los extremos, y; (t;_1) es el limite lateral imy,_,o+ (¥ (t;—1 + h) — ¥(t;—1))/h, que solo usa valores
de y en el tramo; asi no depende de la extension elegida. En las integrales del tramo i, «y’'» quiere
decir y;, continua en [t;_4, t;].

- La concatenacién. y @ 1 es continua (las dos férmulas valen y(b) = n(c) ent = b)y C! por
tramos con la unién de las dos particiones (la de i trasladada).y ~ es C! por tramos con los puntos
a+b—t,_;yy)'(t)=—-y'(a+b—1t)(C3-002.T4).

- Poligonales. El segmento t — p + t(q — p) es la restriccion de una funcién afin, C* en R; una

poligonal es una concatenacién de segmentos (C3-011.T3).

Definicion C4-013.D2 (integral de trayectoria)

Para f continua en la traza de y:

ti
fyf ds 1= Z | fa@ ©ld

Cada sumando existe: t = f(y;(t))|y;(t)| es continua en [t;_4, t;] (composicién, productos y norma de
continuas, C3-002.T2 y C3-012.T2), luego integrable (C2-003.T1).

Resultados

Teorema C4-013.T1 (independencia de la parametrizacion)

fyf ds no depende de la particion; es aditiva para la concatenacion; fy_ fds = fyf ds.Sig :
[c,d] = [a, b] esdeclase C! enunintervalo abierto que contienea [c, d],con ¢’ # 0y ¢([c,d]) =

[a,b],y o @ es C* por tramos y f‘yo(p fds= fyf ds.

Idea de la demostracion
Refinar una particion solo parte integrales en pedazos (aditividad). Para ¢: su derivada no cam-
bia de signo, asi que ¢ es estrictamente monétona y lleva particiones en particiones; en cada

tramo es la sustitucion de Calculo II, y el valor absoluto |¢’| absorbe el cambio de orientacidon.
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Demostracién. Escribimos h;(t) := f(y;(t))|y;(t)|, continua en [t;_1, t;].

(a) La particién.

1. Sea P’ otra particion con la propiedad de C4-013.D1y P" := PUP’. Cada tramo de P" est4 dentro
de un tramo de P, asi que P” también tiene la propiedad, con la misma y; en cada subtramo.

2. Siun tramo [t;_4,t;] de P se parteent,_; = sy < - < S, = t; por los puntos de P”, por la
aditividad repetida (C2-004.T1, C2-004.C1 (b)) ftii_l h; =Y, fssll_l h;. Sumando en i, la suma de

C4-013.D2 con P es igual a la suma con P".

3. Lo mismo con P’ en lugar de P: las dos sumas son la de P”, y son iguales.
(b) Reparametrizacién. Sea ¢ como en el enunciado y J' el intervalo abierto donde es C?.

4. @' es continua y no se anula en [c, d]; si tomara valores de signos opuestos, se anularia en al-
gun punto (C1-023.C1). Asi ¢’ > 0 en todo [¢,d] 0 ¢’ < 0 en todo [c,d],y ¢ es estrictamente
monotona en [c,d] (C1-034.T2).

5. Supongamos ¢’ > 0. Entonces ¢ es una biyeccion creciente de [c, d] sobre ¢([c,d]) = [a, b], con
p(c)=ay@(d) =b.Seans; := @ 1(t;)):c =59 < -+ < 5, = d.

6. En[s;_1,5;],y°¢ = yio@.Elconjunto {s € J' : ¢(s) € J;} es abierto (preimagen de un abierto por
una continua, C3-012.T4) y contiene a [s;_41, s;]- Hayn > 0 con (s;_1 —7,S;i—1 +n) y (s; —n,s; +1)

dentro de él, asi que contiene al intervalo abierto J;' := (s;_; —1,5; +1).EnJ/", y; e ¢ es C* con
(iep) = (¥i°9)p’ (C3-002.T4). Asiy e @ es C* portramosy |(¥ o ) ()| = ly;(@(s)| @’ ()]
(C3-001.T2).

7. Para usar el cambio de variable de Calculo II hace falta un integrando continuo en un intervalo
abierto: sea h; igual a h; en [t;_1,t;], a h;(t;_;) ala izquierda y a h;(t;) a la derecha; es continua
en R. Por C2-015.T1 (con g = ¢ en];"),

(s si
[ k=] R s
@(si-1) Si-1
8. Paras € [s;_q,5;], @(8) € [ti—1, t;], asi que h;(@(s)) = h;(¢(s)),y como ¢’ = |¢’| (C1-004.D1),
t; Si
h; = J f (@) lyi(@NI e’ ()] ds.
ti—1 Si-1
El lado derecho es el sumando i de |,

yep
9. Sigp' < 0:9(c) =b,¢(d) = a,ys; := ¢ 1(t,_;) es creciente. En [s;_1, s;], ¢ vade tj_;41 a ty_;

f ds (paso 6); sumando en i, las integrales son iguales.
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y|@'| = —¢'.Los pasos 6y 7 dan
St Er—i th—it1
[ e woias=-[ =] e
Si-1 tk—i+1 tk—i

(C2-004.D1), y sumando en i se obtiene otra vez fy f ds.

(c) Camino inverso.y~ = yog@ con@(s) =a+b —sen[ab],declaseC'enRcong’ = -1 #0y
¢([a, b]) = [a, b]. Por (b), fy_ fds= fyfds.

(d) Concatenacion. Con la particion de y @ n formada por la de y y la de n trasladada en b — ¢, la suma
de C4-013.D2 se parteenladey ylades = n(s —b + ¢) (C2-001.T1 (b)). Esta tltima es o ¢ con

p(s)=s—b+c o' = 1;por(b)valefnfds.Asify@nfds=fyfds+fnfds.l

A La condiciéon ¢’ # 0

El teorema pide ¢’ # 0.Con ¢(s) = 3s2—2s3en[0,1] (¢'(s) = 6s(1—5), nula en los extremos)
el resultado sigue siendo cierto, pero no se sigue de C4-013.T1 tal como est3; y si ¢ va y regresa

(por ejemplo ¢(s) = sen(ms) en [0, 1], que recorre [0, 1] dos veces), la integral se duplica.

Teorema C4-013.T2 (longitud y cotas)

Para y C! por tramos, fylds = £(y) (C3-003.D2); fyfds es lineal en f y |fyfds| <
(maXtraza |f|) ’ 1?(]/)

Demostracion.

1. Cada y; es Ct en J; D [t;_q,t;], asi que por la férmula de la longitud (C3-003.T4) ftii-l ly'| =
(v I[ti-1, t: D).

2. Por la aditividad de la longitud (C3-003.T3 (c)) aplicada k — 1 veces, y es rectificable y £(y) =
i tIlti-n i) = [, 1ds.

3. Lalinealidad en f es la linealidad de cada integral (C2-004.T2) y de la suma (C1-005.T12).

4. La traza y([a, b]) es compacta (C3-014.T1) y |f| es continua en ella, asi que M := maX.,,, |f]
existe (C3-014.C1). En cada tramo |f (y)||y'| < M|y'| y por C2-004.T4 y C2-004.T3

|£?ﬂmWﬂSf”ﬂmWWSMtiwL

i-1 ti—1
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5. Sumando con el triangulo (C2-001.T1 (c)) y el paso 2: | fyf ds| < M4(y). 1

Ejemplos

Definicion C4-013.D3 (masa y centro de masa de un alambre)

Para un alambre en la traza de y con densidad lineal p = 0 continua en la traza, su masa es
M := [ pdsy,siM > 0,su centro de masa es %( [, xipds, .., [, xnp ds), como en C2-022.D3

con la longitud en lugar del area.

Por C4-013.T1, la masa y el centro de masa no dependen de la parametrizacién.

Ejemplo C4-013.E1 (alambres)
Un alambre en la semicircunferencia de radio r con densidad constante tiene centro de masa

(0,2r/m); lahélice de C3-002.E1 con ¢ > 0y densidad p = zen [0, 2rr] tiene masa 2mw%cVr? + c2.

1. Semicircunferencia.y(t) = (r cost,r sent)en[0,n],declase C' enRcony’(t) = (—rsent,r cost)
(C2-014.T6) y |y'| = r (C2-014.T5). Con densidad pg > 0: M = fon por dt = pomr.

2. fy xpo ds = por? f: costdt = por?[sent]¥ = 0 (C2-009.C1, C2-014.C1).

3. fy Ypo ds = por? fon sentdt = por?[—cost]F = 2pr?.

4. El centro de masa es (0,2p7r2/(pomr)) = (0,2r/m). Como w > 2, 2r/m < r: esta dentro del
semidisco, fuera del alambre.

5. Hélice. y(t) = (rcost,rsent,ct) conc > 0 (paraque p = z > 0 en [0, 27]), rapidez Vr2 + ¢2
(C3-002.E1). M = foz” ctVr? + c2dt = cm@ = 2m%cVr? + ¢2 (C2-009.E1).
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~(t) = (rcost, rsent)

Figura 13: El alambre en la semicircunferencia y su centro de masa (0, 2r/m), que no esta sobre el

alambre.

A Integral de trayectoria no es area bajo una curva

de un campo a lo largo de un camino, que veremos en la siguiente clase, si cambia de signo.

fy f ds mide «f por longitud». Por eso no cambia al invertir el camino (C4-013.T1). La integral .

Ejercicios

1. Calcula fy (x + y) ds donde y es el tridngulo de vértices (0, 0), (1,0), (0,1) recorrido una vez.

2. Demuestra que la circunferencia de radio r recorrida dos veces, y(t) = r(cost,sent) en [0, 4],
tiene fy 1ds = 4nr. ;Contradice esto que «la longitud no depende de la parametrizacion»?

3. Halla el centro de masa del alambre en la hélice (cos ¢, sent, t), t € [0, 2r], con densidad constan-
te.

4. Demuestraquesif > 0 es continua enlatrazay fy f ds = 0conyregular (y' # 0 en cada tramo),
entonces f = 0 en la traza.

5. Seay(t) = (t,t?) en [0, 1]. Calcula fy x ds.

Respuestas

1. Lados: en [(0,0), (1,0)] vale 1/2; en [(1,0),(0,1)], con rapidez V2 y x + y = 1, vale V2; en
[(0,1),(0,0)] vale 1/2. Total 1 + /2.

2. f;n rdt = 4mr. No hay contradiccion: ¢ es la longitud del camino, no de su traza. C4-013.T1
compara y con y o ¢ para una ¢ biyectiva; el recorrido doble no es de esa forma respecto del

simple.
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3. Rapidez V2, masa 2mv2py; [ cost = [sent = 0, fozn tdt = 2m?: centro (0,0, ).
4. Sif(y(t.)) > 0, por continuidad f(y)|y'| > 0 en un intervalo alrededor de t, dentro de un tramo,

y la integral de ese tramo seria positiva (C2-006.T1); las demas son > 0.

5. Jy tVI+ 4t dt = —(5V5 - 1).



C4-014 - Integral de linea de un campo: el

trabajo

Motivacion

La mochila y el remolino

Subes una mochila de 5 kg al tercer piso, 9 m mas arriba. Puedes ir por una escalera recta o por
una rampa en espiral que da tres vueltas. En los dos casos la gravedad hace el mismo trabajo:
—5:9.8:9 = —441]. Lo que cuenta es cuanto de la fuerza va alo largo del camino, y la gravedad
solo «ve» la componente vertical del avance.

Ahora estas en una alberca con un remolino: el agua empuja con F(x,y) = (—y,x). Das una
vuelta en circulo de radio 2 m a favor de la corriente y regresas al mismo lugar; aun asf el agua
hizo trabajo: 2w - 4 = 25.13. Regresar al punto de partida no garantiza trabajo cero.

Doénde falla la analogia: el trabajo fisico pide unidades y la fuerza de un remolino real no es

exactamente (—y, x); aqui solo importan la fuerza y el camino.

Definiciones

Definicion C4-014.D1 (integral de linea)

Paray C! por tramos y F continua en la traza de y con valores en R™:

jy Fdy = Z jt t FOr(©) 7' (0 dt;

paran = 2y F = (F;, F,) también se escribe fy Fydx + F,dy,y ¢ siy es cerrado.

Como en C4-013.D2, en el tramo i el integrando es F(y;(t)) - y;(t), continuo en [t;_4,t;] (C3-002.T2),
asi que cada sumando existe (C2-003.T1). La notacién F; dx + F, dy abrevia F; (y)y1 + F,(¥)V5.
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Resultados

Teorema C4-014.T1 (propiedades)

fy F -dy eslineal en F, no depende de la particidn, es aditiva para la concatenacién y fy_ F-dy =

—fyF - dy. Con ¢ como en C4-013.T1: fyo(p = fy sipl >0y= —fy sigp' < 0. |fyF ~dy| <
. t

(MaXyazq |F|) - £(¥); siy es regular, fy F-dy = fy F -T ds,donde fy F-Tds:=Y,; fti—l (Fiy(t)) -

T(t)|y'(t)| dt (T depende del pardmetro, no del punto de la traza).

Idea de la demostracion
Es la prueba de C4-013.T1 sin el valor absoluto: en la sustitucion aparece ¢’ y no |¢’|, y por eso

el signo de ¢’ si importa.

Demostracién. Sea g;(t) := F(y;(t)) - y;(t), continua en [t;_4, t;].

1. Linealidad. (aF + bG)(y)-y' = aF(y) -y ' +bG(y) -y’ (C3-001.T2); se integra (C2-004.T2) y se
suma.

2. Particién. Con P" = P U P’ y la aditividad de la integral en cada tramo (C2-004.T1), la suma con
P yla suma con P’ coinciden con la de P": es el paso (a) de C4-013.T1 con g; en lugar de h;.

3. Reparametrizacién, ¢’ > 0. Por los pasos 4-6 de C4-013.T1, s; := ¢~ 1(t;) es una particién para
Yepy o) (s)=vi(p(s)e'(s)en[s;—y,s;]. Ast

F (o) - ep)(s)=gi(e(s)) @'(s)

(C3-001.T2), y con la extension por constantes §; (paso 7 de C4-013.T1) y C2-015.T1:

Si o(si) ti
f 9i(@())g' () ds = f ga=[ a
Si—1 ©(si-1) ti—q

Sumando, [, F-d(ye¢) = [ F-dy.
4. Reparametrizacién, ¢' < 0. Ahora s; := @~ (t,_;) yen [s;_1,5;], ¢ vade ty_;;1 a ty_;. La misma

cuenta da

i tk—i tg—i+1
f Geoin1 (@())@'(s) ds = f Grin1 = — f Grins
S t

i-1 Ck—i+1 k—i

(C2-004.D1). Sumando, [, = — [

5. Camino inverso.y~ =yo@con@(s) =a+b —s, @' = —1: por el paso 4, fy_ = - fy.
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. Concatenacién. Como en el paso (d) de C4-013.T1: la suma se parte (C2-001.T1 (b)), y la parte de

n trasladada esn o ¢ con ¢’ = 1, que por el paso 3 vale fn'

. Cota. Por Cauchy-Schwarz (C3-001.T3), |g;| < |F(¥)|lyi| £ M|y{| con M := maX,,, |F| (exis-

te: traza compacta, C3-014.T1, C3-014.C1). Por C2-004.T4, C2-004.T3 y el tridngulo para sumas,

| [, F-dyl < MY, [ lyil = M€(y) (C4-013.T2).

8. Con el tangente. Siy es regular, y; # 0 en cadatramoy T = y;/|y;| (C3-002.D3), asi que g; =

(F(vi) - T) ly;| (C3-001.T2) y la suma es la de C4-013.D2 con el integrando F(y) - T. W

A Trayectoria contra linea

fy_ fds = fyf ds (C4-013.T1), pero fy_ F-dy = — fy F - dy: la integral de trayectoria pesa la

longitud (que no tiene sentido), la de linea pesa el avance (que sf lo tiene).

Corolario C4-014.C1 (cierra C2-022.D1)

Paran = 1,y(t) = ten [a,b] y F continua, fy F-dy = f: F: el trabajo definido en C2-022.D1
es la integral de linea. El trabajo de un campo de fuerzas F a lo largo de y se define en general

como [ F - dy.

Demostracion.

1. y(t) = t es larestriccién de la identidad, C! en R, con ¥’ = 1; basta la particién {a, b}.
2. En R! el producto punto es el producto (C3-001.D2), asi que F(y(¢t)) - y'(t) = F(t).

3. Por C4-014.D1, fy F-dy = ff F(t) dt, que es el trabajo W de C2-022.D1. La segunda frase es una

definicién: extiende C2-022.D1 a caminos en R", y por el paso 3 coincide con ella en la recta. B

Ejemplos

Ejemplo C4-014.E1
Para F = (—y,x) y la circunferencia de radio 7 recorrida una vez en sentido positivo, § F - dy =
2mr?; parala gravedad F = —mg es, el trabajo a lo largo de cualquier camino depende solo de

la altura inicial y final.
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1. Circulacién. y(t) = (r cost,rsent) en [0, 2], con y'(t) = (—rsent,r cost) (C2-014.T6). Enton-

ces
F(y(t)) -y'(t) = (—rsent)(—rsent) + (r cost)(rcost) = r?

(C2-014.T5),y$ F-dy = fozn r?dt = 2nr? (C2-002.E1). Cualquier otro pardmetro que recorra la
circunferencia una vez en sentido positivo, de la formay o ¢ con ¢’ > 0, dalo mismo (C4-014.T1).

2. Gravedad. Seay = (¥1,Y2,¥3) C! por tramos de p a q. En el tramo i, F(y) - y' = —mgy3, y por
Barrow (C2-009.C1)

ti
ft - Tmg yi(®) dt = —mg(y3(t;) — va(ti=1)).

3. La suma es telescépica (C2-001.T1 (a)): fy F - dy = —mg(q3 — p3)- Solo depende de las alturas

inicial y final.

Figura 14: El campo (—y, x) es tangente a las circunferencias centradas en el origen: a lo largo de ellas,

F -y" = |F||y'| y el trabajo no se cancela.

Con los nimeros del gancho: la mochila (m = 5, g = 9.8, g3 — p3 = 9) recibe —441 ] por cualquier
camino; el remolino con r = 2 da 8m = 25.13, y la cota de C4-014.T1 se alcanza: |F| = 2 enlatrazay

¢ = 4m, asi que | § | < 8, con igualdad porque F es paraleloay’.
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Por qué cada hipotesis

- F continua. Sin continuidad, el integrando de un tramo puede no ser integrable: con F = (xq, 0)
en el segmento y(t) = (t,0),t € [0, 1], el integrando es la funcién de Dirichlet (C2-002).

- @' # 0 con signo constante. ¢(s) = sen(ms) en [0, 1] lleva [0, 1] sobre [0, 1] iday vuelta: | 0

Yoo
aunque [, nolo sea.

Ejercicios

1. Calcula fy y dx + x dy alo largo de la parabola y (t) = (t,t?), t € [0,1],y alo largo del segmento
de (0,0) a (1,1). ;Coinciden? ;Por qué podria ser?

2. Calcula ¢ x dy por el cuadrado de vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) recorrido en ese orden.

3. Demuestra que si F(x) - y'(t) = 0 siempre que x = y(t) (el campo es perpendicular al camino),
el trabajo es 0. Da un ejemplo fisico.

4. Sea F continuo con |F| < 3 en la circunferencia unitaria. ; Qué valores puede tomar ¢ F - dy?

5. Calcula el trabajo de F(x,y,z) = (y,z,x) alo largo de la hélice (cos ¢, sent, t), t € [0, 2m].

Respuestas

1. Parabola: fol(t2 + 2t?)dt = 1. Segmento: fol 2tdt = 1. Coinciden porque (y,x) = V(xy) (lo
veremos en C4-015).

2. Sololos lados verticales aportan x dy: el derecho da fol 1dt = 1yelizquierdo (x = 0) da 0. Total
1, el area (C4-016.C3).

3. Cadaintegrando es 0. Ejemplo: la fuerza normal sobre una cuenta que se desliza por un alambre.

4. Porlacota, |§| < 3 - 2m = 6m; todo valor de [—67, 67] se alcanza con F = cJy, |c| < 3.

5. F(y) -y’ = —sen?t + tcost + cost; integral —-m + 0 + 0 = —m.



C4-015 - Campos conservativos y lema de

Poincareé

Motivacion

Senderos de montaiia y la escalera de Penrose

Dos senderos suben del campamento a la cima. Uno es corto y empinado, el otro largo y suave.
El desnivel que ganas es el mismo: solo depende de la altura del campamento y de la cima. La
altura es un potencial: el «trabajo» de subir es la diferencia de alturas.

La escalera de Penrose es un dibujo imposible: cuatro tramos de escalones, siempre hacia arriba,
que regresan al punto de partida. Cada pedazo, mirado de cerca, parece una escalera honesta;
pero al dar la vuelta completa «subiste» y estas donde empezaste. En el plano existe un campo
asi: localmente es un gradiente, pero alrededor del origen su circulacién vale 27.

Doénde falla la analogia: una montafia real tiene altura en todos lados; el campo del angulo tiene

un «agujero» en el origen, y es ese agujero el que permite la escalera imposible.

Parte 1 - El teorema fundamental y las equivalencias

Teorema C4-015.T1 (teorema fundamental para integrales de linea)

Sean U c R™ abierto, f € CY(U) y ¥ C! por tramos en U de p a q. Entonces fy Vf-dy =
f@) = ().

Demostracion. Seaa = ty < --- < t, = b la particién de y y y; la curva C* del tramo i, en un intervalo

abierto J;.

1. El conjunto {t € J; : y;(t) € U} es abierto (C3-012.T4) y contiene a [t;_4, t;]; como en el paso 6
de C4-013.T1, contiene un intervalo abierto J; D [t;_4, t;].

2. fesdiferenciable en U (C3-017.C2), asi que por laregla de la cadena con una variable (C3-016.T4
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(a)), f ° yi es derivable en J; con (f ° y;)"(t) = Vf (¥i(£)) - ¥ ().
3. Esa derivada es continua en J; (C3-012.T2), y por Barrow (C2-009.C1)

t
| vrouen viode = foen - for.

ti—1

4. Sumando en i (C4-014.D1) la suma es telescépica (C2-001.T1 (a)): fy Vf -dy = f(y(b)) —
fr(@) =f(q@)~f(p).-M

Definicion C4-015.D1 (campo conservativo)

Un campo F continuo en un abierto U es conservativo (un campo gradiente) si F = Vf para

alguna f € C*(U), un potencial de F.

Teorema C4-015.T2 (equivalencias)

Sean U c R™ una regién (abierto conexo) y F continuo en U. Son equivalentes: (i) F es conserva-
tivo; (ii) gﬂy F - dy = 0 para todo camino cerrado C! por tramos en U; (iii) fy F - dy solo depende

de los extremos de y.

Idea de la demostracion

(1) = (iii) es el teorema fundamental. Para (iii) = (i) se fabrica el potencial: f (x) es el trabajo
desde un punto fijo hasta x, y para derivarlo en la direccién e; basta agregar al final un

segmento corto en esa direccion.

Demostracion.

1. (i) = (iii). SiF =Vfyyvadepag, fy F-dy = f(q) — f(p) (C4-015.T1), que solo depende de p
yq.

2. (iii) = (ii). Siy es cerrado, de p a p, entonces y~ también vade p ap, y por
(iii) y C4-014.T1, § F-dy = §_F - dy = — §, F - dy; asi vale 0.

3. (ii) > (iii). Siyynvandepagq,y @ n~ escerrado (C4-013.D1), y por
(i) y C4-014.T1,0 = fy F-dy— fn F -dy.

4. (iii) = (i): el potencial. Fijemos x, € U. Como U es abierto y conexo, para cada x € U hay una

poligonal en U de x4 a x (C3-011.T3), que es un camino C* por tramos (C4-013.D1). Sea f(x) :=
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fy F - dy para cualquier camino C! por tramos y en U de x, a x; por (iii) no depende de y.
5. Fijemosx € U,i € {1,...,n}yr > 0 con B(x,r) € U (C3-008.D1). Para 0 < |t| < r el segmento
de x ax +te; estaen B(x,r) (labola es convexa, C3-011.T2).Siy vade xy a x y o es ese segmento,

y @ ovadexyax+te;,ypor C4-014.T1

flx+te) —f(x) = f F-do.
o

6. Sit > 0,cono(s) = x +se;,s € [0,t]: [ F-do = fot F;(x + se;)ds (F - e; = F;, C3-001.D2). Si
t <0,cono(s) =x—se;,s € [0,—t],y el cambio u = —s (C2-015.T1, C2-004.D1): fd F.-do =
- fo_t F;(x —se;))ds = fot F;(x + ue;) du.

7. SeayY(u) := Fi(x + ue;), continua en (—r,r) (C3-012.T2). Por el paso 6, f(x + te;) — f(x) =
fot Y para |t| < r,y por el primer teorema fundamental (C2-008.T1, aplicadoa t - f_tr/z P en
[-7/2,7r/2] y C2-004.C1 (b)), t = f(x + te;) es derivable en 0 con derivada Y (0) = F;(x).

8. Por C3-015.T1, 9;f (x) = F;(x). Asi las parciales de f existen y son las F;, continuas: f € C1(U)
(C3-017.D1)y Vf = F (C3-016.D1). F es conservativo. ll

Teorema C4-015.T3 (condicién necesaria)

SiF = Vf conF € C'(U,R"), entonces 0;F; = 0;F; paratodos i,j; paran = 3,rotF = 0,y para
n= 2, ale — azFl = 0.

Demostracion.

1. 9;f = F; y F; € C1(U), asi que todas las parciales de orden < 2 de f existen y son continuas:
f € C?(U) (C3-018.D1).

2. Por Schwarz (C3-018.T1), 9;F; = 9;0;f = 9;0;f = 0;F;.

3. Paran = 3 cada componente de rot F (C3-027.D1) es una diferencia 0;F; — 9;Fj, y vale 0 (también
es C3-027.T1: rotVf = 0). Paran = 2eselcasoi=1,j =2. 1

A Necesaria, no suficiente

0;F; = 0;F; no basta en cualquier abierto: el campo del angulo (C4-015.E1) la cumple en R2\ {0}

y no es conservativo. Lo que falta es una condicidn sobre la forma de U.
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Parte 2 - Abiertos estrellados y el lema de Poincaré

Definicion C4-015.D2 (abierto estrellado)

U es estrellado respecto de p € U si [p,x] c U para todo x € U. Los abiertos convexos (bolas,
interiores de cajas, R™) son estrellados respecto de cualquiera de sus puntos; el interior [[(a;, b;)

de una caja es convexo coordenada a coordenada.

Un convexo contiene el segmento entre dos puntos cualesquiera (C3-011.D1), en particular [p, x]. Las
bolas y R™ son convexos (C3-011.T2); el interior [[(a;, b;) de una caja también: si x, y tienen cada coor-

denada en (a;, b;), también x; + t(y; — x;) parat € [0, 1].

Teorema C4-015.T4 (lema de Poincaré)

Sean U c R™ abierto estrellado respectodep y F € C1(U, R™) con 0;F; = 0;F;. Entonces F = Vf
1
con f(x) := [y F(p + t(x —p)) - (x —p) dt.

Idea de la demostracion
f(x) es el trabajo a lo largo del segmento de p a x. Para derivar en x se deriva bajo la integral

(Leibniz), y la simetria d;F; = 0,F; convierte el integrando en una derivada exacta en t.

Demostracion. Como U es estrellado, p + t(x — p) € U parat € [0,1] y el integrando es continuo en ¢t

(C3-012.T2): f esta bien definida. Fijemosx € U,i € {1, ...,n}yn > 0 con B(x,n) c U.

1. Para|s|<n,x+se €Uy f(x+se) = folg(s, t) dt con

90,6 == F(p+ tCc + se; =) - (x + s =) = Y (5, ) (i = P + 580),
k

donde y(s,t) :=p+ t(x +se; —p) EUyd; vale1sik =iyO0sino.

2. g es continua en (—n,7n) X [0,1] (C3-012.T2). Para t fijo, s » y(s,t) es afin con derivada te;,
y como Fj, es diferenciable (C3-017.C2), por la cadena (C3-016.T4) y la regla del producto (C1-
029.T2)

0.9(5,) = ) EOF(Y(5,0)) (¥ = Pic+ 58) + O/ (5,0),
k
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que es continua en (—n,n) X [0,1] (C3-012.T2).
3. Por la regla de Leibniz (C4-012.T3,conJ = (-n,n), K = [0,1] y C4-001.C1),s = f(x + se;) es
derivable en 0, y por C3-015.T1

1 1
@)= | 0.90.0d= | (£ R+ 10— )i = P+ Fip + e =)
k

4. Por la hipétesis, 0;F), = 0, F;. Sea B(t) :=t F;(p + t(x — p)), definida en un intervalo abierto que
contiene a [0, 1] (el conjunto de los t con p + t(x — p) € U es abierto, C3-012.T4). Por la cadena
(C3-016.T4) y el producto (C1-029.T2),

B'®) = Fi(p+t(x—p)) + tz OFi(p + t(x —p))(xk — pi),
3

que es exactamente el integrando del paso 3.
5. B’ es continua, y por Barrow (C2-009.C1), 9;f (x) = B(1) — B(0) = F;(x) — 0.
6. Asi 0;f = F; en U para cada i, continuas: f € C*(U) (C3-017.D1) y Vf = F (C3-016.D1). ®

Corolario C4-015.C1

En una bola, en el interior de una caja o en todo R3, un campo F € C! es conservativo <
rotF = 0.

Demostracion. Esos abiertos son convexos, luego estrellados (C4-015.D2). Si rot F = 0, las tres compo-
nentes de C3-027.D1 dan 0;F; = 0;F; para todos i # j (y parai{ = j no hay nada que pedir), y por el
lema de Poincaré (C4-015.T4) F es conservativo. Si F es conservativo, rot F = 0 por C4-015.T3.

Ejemplos

Ejemplo C4-015.E1 (el campo del angulo)

F(x,y) := (=y,x)/(x* + y?) en R? \ {0} cumple 9, F, = d,F,, pero § F - dy = 2m en la circunfe-
rencia unitaria: no es conservativo en R? \ {0} (que no es estrellado). En el plano cortado D de
C3-016.E2, F = Varg.
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1. Por laregla del cociente (C3-016.T3, C3-015.T1), con p := x? + y? > 0:

o.F, = = ) 0, F, = — =
142 241 p

Son iguales, y continuas: F € C1(R? \ {0}).

2. Eny(t) = (cost,sent),t € [0,27]:p = 1yF(y)-y' = sen? t+cos?t = 1(C2-014.T6,C2-014.T5),
asi que § F - dy = 2w (€2-009.C1).

3. R?\{0} es unaregion (abierto, y conexo por C3-011.E1),y por C4-015.T2 (ii) F no es conservativo
ahi.

4. No es estrellado: si lo fuera respecto de p # 0, el segmento [p, —p] estaria en él, pero contiene a
0 (t = 1/2). (Silo fuera, el lema de Poincaré daria un potencial.)

5. EnD = R?\ {(t,0) : t < 0}, arg es diferenciable con Varg = (—x;,x,)/|x|*> = F (C3-016.E2);
como F es continuo, arg € C1(D) y F es conservativo en D. La circunferencia unitaria no esta en

D: cruza el corte.

2_)‘ » y 3 ~ - - - - - ~ A3 » »
» b s k e « = ~ * X% X %
» I4 »
14+ » '
3

14 4
v A
corte N

0 Y 17
4

AN |
1

\| \
11 « « !
) A 4
4 Y <4
-2 « A v
T T
-2 2

Figura 15: El campo del angulo: sin rotacional fuera del origen, con circulaciéon 27 en una curva que

rodea el origen y 0 en una que no lo rodea. En el plano cortado es V arg.
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Ejemplo C4-015.E2
F(x,y,z) = (2xy + z,x?,x) tiene rot F = 0 y potencial f = x?y + xz.

1. Por C3-027.D1y C3-015.T1: rot F = (dyx — 0,x%, 0,(2xy + z) — OxX, 0,x* — 0,(2xy + 2)) =
(0,1 —1,2x — 2x) = 0.

2. F € C1(R®) (polinomios, C3-018.T2), y por C4-015.C1 es conservativo.

3. La férmula de Poincaré con p = 0: F(tx, ty, tz) - (x,v,z) = (2t%xy + tz)x + t?x%y + txz =
3t2x%y + 2txz,y f = [, (3t2x%y + 2txz) dt = x%y + xz (C2-009.E1).

4. Comprobacién: V(x2y+xz) = (2xy+z,x2, x). Por C4-015.T1, el trabajo de F de (0,0,0) a (1,2, 3)

por cualquier camino es f(1,2,3) = 5.

Ejercicios

1. Decide si F(x,y) = (e* cosy, —e* seny) es conservativo en R? y, si lo es, halla un potencial.

2. Demuestra que el campo del angulo es conservativo en el semiplano {x > 0} con un potencial
explicito.

3. Sea F conservativo en una regién U. Demuestra que dos potenciales de F difieren en una cons-
tante.

4. Calcula § F - dy para el campo del 4ngulo y la circunferencia de radio 3 centrada en (5, 0).

5. ¢Es estrellado R? \ {(t,0) : t < 0}? ;Respecto de qué puntos?

Respuestas

1. 0,F, = —e*seny = 0,F; y R? es convexo: si; f = e* cos y.

2. {x > 0} es convexo; f = arctan(y/x) cumple Vf = F (C2-014.T11 y la cadena).

3. SiVf =Vg,V(f — g) = 0 en un conexo: f — g es constante (C3-017.C1).

4. 0: esa circunferencia esta en el semiplano {x > 0}, donde F es conservativo (ejercicio 2, C4-
015.T2).

5. Si, respecto de cualquier p = (a,0) con a > 0: el segmento de p a un punto x € D no cruza la
semirrecta cortada (si x, # 0, solo toca el eje en p; si x, = 0, x; > 0). Respecto de un punto con

p2 # 0, no.



C4-016 - Teorema de Green

Motivacion

El planimetro: medir un terreno caminando su orilla

Un planimetro es un aparato de agrimensor: recorres con una aguja la orilla de un terreno di-
bujado en un mapa y, al regresar al punto de partida, una ruedita marca el area. No mide nada
adentro: solo la orilla.

Con numeros: la elipse x2/9 + y? /4 < 1 tiene 4rea 6w ~ 18.850. Si caminas su orilla y apuntas
12 puntos igualmente espaciados en el angulo, la férmula del cordén %Z(xkykﬂ — Xp+1Yk)
da 18.000; con 100 puntos, 18.837. Esa suma es una version discreta de % $(xdy — ydx),yel
teorema de Green dice que la integral exacta es el area.

Doénde falla la analogia: un planimetro real tiene brazos y ruedas con friccidn; aqui la orilla es

un camino C?! por tramos y la cuenta es exacta.

Parte 1 - Green en un rectangulo y el campo jalado
Para un rectangulo Q = [a, b] X [c, d] fijamos sus cuatro lados como caminos:
L) = (0), 43() = (t,d) (t€[ab]),  A(t) = (bt), () = (a,t) (t € [c,d]),

yaQ =4, @ 1, P A3 @ 1, (C4-013.D1), que recorre (a,c) = (b,c) = (b,d) = (a,d) = (a,c). Por
C4-014.T1,

jg F~dy=f F~dy+f F-dy—f F-dy—f F -dy. (%)
0Q A1 A A A

2 3 4

Cualquier otra parametrizacion de los lados por funciones lineales crecientes dalo mismo (C4-014.T1).

109
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Teorema C4-016.T1 (Green en un rectangulo)

Sean Q = [a,b] X [c,d] y F = (F.,F,) € C! en un abierto que contiene a Q. Con 4,(t) = (¢, ¢),
A3(t) = (t,d) (t € [a,b]) y A2(t) = (b, 1), A4(t) = (a, 1) (t € [c,d]),seadQ := 4, D1, DAz DAy,
el camino cerrado que recorre (a,c) — (b,c) — (b,d) - (a,d) — (a,c), con %Q F-dy =
fll F-dy + f/,lz F-dy— flg F-dy— fh F - dy. Entonces fQ(ale — 0,F) = -‘ﬁaQ F-dy.

Idea de la demostracion
Cada término del lado izquierdo es una integral doble de una derivada parcial: Fubini la convier-

te en una integral iterada, y Barrow evalda la integral de adentro en dos lados opuestos.

Demostracion.

1. 0;F, y 0,F; son continuas en Q (C3-017.D1), asf que se puede usar Fubini en cualquier orden
(C4-006.C1, C4-006.T2) y la linealidad (C4-001.T5).

2. Integrando primero en x y usando Barrow (C2-009.C1) para x ~ F,(x,y), cuya derivada es 9, F,
(C3-015.T1):

d b d
[or.=[ (| ameydx)dy= | (Fe»-F@)d
Q c a c
3. Integrando primero en y:
b
f azFl == f (Fl(x,d) —Fl(x,C)) dx.
Q a

4. Enloslados: 17 = (1,0), 15 = (0,1), 43 = (1,0), A, = (0,1), asi que

b d

f F-dy=-f Fi(t,c)dt, j F-dy=_[ F,(b, t)dt,
A1 a A c

b d
j F-dy=j Fy(t, d)dt, f F-dy=j F,(a,t)dt.
A3 a Ay c

5. Con (%) y lalinealidad de la integral (C2-004.T2),

d b
jg F-dy:f (Fz(b,t)—FZ(a,t))dt—f (Fi(t,d) — Fy (¢, ¢))dt,
aQ c a
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que por los pasos 2y 3 es fQ 0.F, — fQ d,F;. 1

Para pasar del rectangulo a regiones curvas se «jala» el campo al rectangulo.

Definicion C4-016.D1 (campo jalado)

Sean W c R¥ abierto, g € C*(W,R™) y F continuo en un abierto que contiene a g(W). El campo
0*F : W - R¥es (0"F); := (F 2 0) - 9;0.

o*F es continuo (C3-012.T2). Si a(W) no cabe en el abierto donde esta F, se reemplaza W por W n
o~ 1(V), que es abierto (C3-012.T4).

Teorema C4-016.T2 (cambio de variable en integrales de linea)

Siy es C! por tramos en W, g o y es C! por tramos y faoy

F-d((roy)zfya*F-dy.

Demostracién. Seay; la curva C* del tramo i; como en el paso 1 de C4-015.T1, podemos suponer que y;

estd en W en un intervalo abierto J; D [t;_q, t;]-

1. ooy escontinua (C3-012.T2),ycoy; es Ct enJ; (C3-023.C1): 6oy es C! por tramos con la misma
particion.

2. Por laregla de la cadena (C3-023.T1), (g 2 y;)'(t) = Do (y;(t))y;(t), y como las columnas de Do
son los aja (C3-022.T1, AL.1),

k
(@1 () = ) 7i,(® 00i(e).
j=1
3. Por lalinealidad del producto punto (C3-001.T2),

Fla() (goy) = Z (Fler) - 0j0(y))vij = a*F(yo)  vi-
j

4. Se integra en cada tramo y se suma (C4-014.D1). &
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Teorema C4-016.T3 (el rotacional del campo jalado)

Seank = 2,0 € C>(W,R") y F € C! en un abierto que contiene a o(W). Entonces ¢*F €
C'(W,R*)y

01(0"F); — 0,(07F), = z [(akFl — 0,Fy) o U] - (010k 020, — 0107 0,0%).
k<l

Paran = 2 vale [(0,F, — 0,F;) o d] - detDg; paran = 3, (rotF o g) - (0,0 X 0,0).

Idea de la demostracion
Regla del producto y de la cadena. Aparecen segundas derivadas de g, que se cancelan por Sch-

warz; lo que queda es antisimétrico en (k, l) y se agrupa en pares.

Demostraciéon. Escribimos My, := 0,0y 0,0; — 0107 0,0, ¥ ay; = 0y F} o 0; los indices k,l van de 1 a n.

1. (6*F); = ¥,(F,°0) d;j0;.Cada F;o0 es C* (C3-023.C1) y cada d;0; es C* porque o € C?; productos
y sumas de C! son C! (C3-018.T2). Asi c*F € C*(W, R?).

2. Por la cadena en entradas (C3-023.T1), 0, (F; 0 0) = ), @y 010x y 0, (F; 0 0) = X, Qyy 020k

3. Porlaregla del producto (C3-016.T3),

010 P2 = ) () 610,000+ (F 0 ) 810,01,

l k

00" F)1 = ) () 60,0100+ (Fi 0 ) 80,01

l k

4. Como 0; € C?, 0,0,0, = 0,0,0; (Schwarz, C3-018.T1): al restar, esos términos se cancelan y
queda (C1-005.T12)

01(07F); —0,(07F), = z Qg M.
k1

5. My, = —My,; y My, = 0.Partiendo lasumaenk < lyk > [,y cambiando el nombre de los indices

Z A My = Z A My + Z ayMy = Z(akl — Qi) My,

Kkl k<l k<l k<l

en la segunda:

que es la formula del enunciado.
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6. n = 2.Solo esta el par (1, 2),y My, = 0,0,0,0, — 0,0,0,0; = det Do (AL.4, determinante 2 X 2).
7.n = 3.Conu := 0,0y v := 0,0, por C3-006.D1, u X v = (M,3, —M;3, M;,), y por C3-027.D1,
rot F = (0,F; — 03F,, 03F; — 0,F3,0.F, — 0,F;). El producto punto

(02F5 — 03F;)My3 + (01F5 — 03F;)My3 + (01F, — 0,F1) My,

eslasumadelostres paresk < .1l

Parte 2 - El teorema de Green para parches

Definicion C4-016.D2 (parche plano y su borde orientado)

Sean Q un rectanguloy ¢ : Q — R? la restriccién de una funcién C? en un abierto que contiene
a @, inyectiva en intQ y condet Do > 0 en int Q (en dQ puede repetir puntos). D := ¢(Q) es un
parche plano y su borde orientado es el camino cerrado d,D := ¢ o dQ. Sus cuatro lados son

goldy,...,00,y

f F-dy=f F~dy+f F~dy—f F-dy—f F -dy. (*%)
04D golq agol, gol3 Ooldy

La férmula (*#) sale de C4-014.T1, porquecg e (y @ n) = (cey) @D (cen)yooey™ = (ogoy)” (directo
de C4-013.D1). Enlos ejemplos, dos lados pueden ser el mismo camino (y se cancelan) o un lado puede

ser constante (y no aporta).

Teorema C4-016.T4 (teorema de Green)

Si D = 0(Q) es un parche planoy F = (F;, F,) € C! en un abierto que contiene a D, entonces D
esdeJordany [, (0;F, — 0,F;) = fﬁaau F - dy.

Idea de la demostracion

Se jala todo al rectangulo: la integral de linea por el cambio de variable (T2), el rotacional por
T3, Green en el rectangulo (T1), y se regresa a D con el cambio de variables con un conjunto
excepcional: el borde dQ, donde ¢ puede no ser inyectiva. La inyectividad solo se usa en este

ultimo paso.
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Demostracién. Sean W el abierto donde o es C? y V el abierto donde F es C!,conD c V.

. Por C4-016.T2 aplicado a dQ (un camino C* por tramos en W'): ¢, | F -dy = ¢

. W :=Wno (V) esabierto (C3-012.T4) y contiene a Q (porque 6(Q) =D c V).EnW', g € C?

yo(W") cV.

30 0F - dy.

. Por C4-016.T3,0*F € C*(W’,R?), y por Green en el rectangulo (C4-016.T1) y T3 conn = 2:

56 o*F -dy =j (al(a*F)z — BZ(G*F)l) = '[ (hoo)detDao,
aQ Q Q

donde h := 0,F, — 0,F;, continuaen V.

. El signo del jacobiano en 0Q. det Do es continua en W' (polinomio en las parciales, AL.4, y C3-

012.T2),asique{y € W' : detDao(y) = 0} es cerrado en W' (C3-012.T4). Contiene aint Q, y cada
punto de Q es limite de puntos de int Q (la cerradura del rectdngulo abierto es Q, C3-008.T3). Asf
detDo > 0entodo Q y|detDo| = detDo en Q.

. El cambio de variables con excepciones (C4-011.T1) conU = W', g = 0, A = Q (de Jordan, A =

Q c W)y U, = intQ:ahio esinyectivay det Do > 0.El conjunto excepcional Z = Q\intQ = dQ
tiene contenido cero (C4-003.T4). Por lo tanto D = ¢(Q) es de Jordan.

. D es compacto (C3-014.T1) y h es continua en D, luego acotada (C3-014.C1) e integrable en D

(C4-005.T4 (a)). C4-011.T1da [, h = fQ (hoo)|detDal|,y por el paso 4 eso es fQ (hoo)detDo.

7. Juntando los pasos 2,3y 6: [, (0:F, — 0,F;) = 956,,0 F-dy.®

A Qué es d,D

El borde orientado se define como ¢ 03dQ; no es «la frontera de D recorrida con D ala izquierda».

En cada ejemplo hay que ver qué curva es: puede tener lados repetidos en sentidos opuestos, que
se cancelan, o lados constantes. El teorema no necesita saberlo de antemano; los corolarios lo

calculan.

Corolario C4-016.C1 (regiones de tipo I)

Seana < by ¢; < ¢, de clase C? en un intervalo abierto que contiene a [a, b], con ¢; < ¢, en

(a,b).D :={a<x<b, ¢:(x) <y =< @py(x)}eselparched(s,t) := (s, 91(s) +t(P2(s)=91(5)))

en [a,b] X [0,1], y 8,D es, salvo reparametrizaciones lineales crecientes de cada lado, el lazo:

grafica de ¢, de izquierda a derecha, lado vertical derecho hacia arriba, grafica de ¢, de derecha
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a izquierda, lado izquierdo hacia abajo (los lados verticales pueden ser un punto).

Demostracién. Sea I el intervalo abierto donde las ¢; son C%?y Q := [a, b] X [0, 1].

1. o esta definida en el abierto I X Ry es C? (sumas y productos de funciones €2, C3-018.T2).
1 0

P1+ (02 = 91) P2— ¢
quees> 0enintQ = (a,b) x (0,1).

2. Sujacobiana (C3-022.T1) es ( ), condetDo = ¢,(s) — ¢,(s) (AL.4),

3. InyectivaenintQ. Sio(s,t) = a(s’,t"), la primera coordenada da s = s’, y la segunda, t(¢,(s) —
91(5)) = t'(@2(s) — @1(s)) con @,(s) = @1(s) > 0: ¢ =t

4. 0(Q)=D.Si(s,t) €Q,y = p1(s) + t(p2(s) — p,1(s)) esta entre ¢, (s) y ¢, (s). Reciprocamente,
si (x,y) € D:con @;(x) < @z(x) setomat = (y — ¢1(x))/(92(x) — ¢1(x)) € [0,1]; con
@1(x) = @,(x) (solopuede pasarenx = aox = b),y = ¢1(x) yt = 0. Asi D es un parche plano.

5. Los lados. Con la notacién de la parte 1 ([a, b] en la primera coordenada, [0, 1] en la segunda):

- ooA1(w) = (u,p,(w)), u € [a, b]: la grafica de ¢, de izquierda a derecha; entra con +.

- goAd(u) = (b, p1(b) + u(e,(b) — @1(b))), u € [0,1]: el lado vertical derecho hacia arriba
(un punto si ¢4 (b) = @,(b)); entra con +.

- ool3(u) = (u, @, (w)): la grafica de ¢, de izquierda a derecha; entra con — en (**), es decir,
recorrida de derecha a izquierda.

- ool,(w) = (a,¢1(a) +u(e,(a)—¢,(a))): el lado izquierdo hacia arriba; entra con —: hacia

abajo.

6. Si L = ¢@,(b) — @1(b) > 0, el lado derecho parametrizado por la altura, y = (b,y) en
[01(b), (b)), es d 0 A5 o Y™t con P(u) = @,(b) + ul lineal creciente, y por C4-014.T1 da la

misma integral; igual con el izquierdo. Si L = 0, el lado es constante y su integrales 0 (y' = 0). H
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Y= pa(x)

Figura 16: Una regidn de tipo [ y su borde orientado: abajo de izquierda a derecha, arriba de derecha a

izquierda.

Corolario C4-016.C2 (disco y corona)

Parap € RZy 0 <1, <15,0(r,0) :=p+ (rcosf,rsenf)en [ry,1,] X [-7, 7] es un parche, y la
integral sobre d,D es la de la circunferencia de radio r, en sentido positivo menos la de radio ry
en sentido positivo: los lados 8 = +m son el mismo segmento recorrido en sentidos opuestos y

se cancelan, y sir; = 0 el lado interior es constante.

Demostracion. Sea Q := [ry,1;] X [—m, ] (r en la primera coordenada, 8 en la segunda).

1. o es C® en R? (C2-014.T6). Por C3-022.E1, detDo = r,que es > O enintQ = (11, 13) X (-7, )
porquer > 11 = 0.

2. Inyectiva en intQ. Si o(r,0) = o(r',0') conr,r' > 0y 0,8 € (—m, m), entonces P(r,0) =
P(r',8") y por la unicidad de C3-013.T1 (b), (r,8) = (r',8"). Asi es un parche. Su imagen es la
corona D = {r; < |x —p| < 1y} (el disco cerrado siry = 0): |P(r,8)| = r y todo punto no nulo es
P(]x|,argx) (C3-013.T1).

3. Los lados (figura):

ocodi(t) =0(t,—m) =p+ (—t,0),t € [ry,12] (C2-014.C1: cos(—m) = —1, sen(—m) = 0).

ooA3(t) =0(t,m) =p + (—t,0): el mismo camino que o o ;.

09oA,(t) =p+nry(cost,sent), t € [—m, m]: la circunferencia de radio 7, en sentido positivo.

00 A4(t) =p + 1r(cost,sent): laderadiory; sir; = 0 es el camino constante p.
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4. En (%), [;.2, = Joor, =0,y queda§, | F-dy = gﬁcrz F-dy— 9SCr1 F - dy, con C, la circunferencia

de radio r alrededor de p en sentido positivo. Si r; = 0, el camino constante tiene derivada 0 y

¢, =0.m
e goAN =00\
: 2
T < .
1_
5 0 1 A47 v /' 01
-1
— >
M =27
r1 T -2 -1 0 1 2

Figura 17: El rectangulo Q = [ry,13] X [—m, 7] con dQ y su imagen, la corona: el borde exterior en
sentido positivo, el interior en sentido negativo y el segmento 8 = +m recorrido dos veces en sentidos

opuestos.

A Donde empieza la circunferencia

C, empieza en 8§ = —m. Si se parametriza en [0, 2r], la integral es la misma: se parte [—m, ] en
[=m, 0]y [0, ], se traslada el primer pedazo en 2r (periodicidad, C2-014.T5) y se usa la aditivi-

dad y la invariancia por traslaciones del parametro (C4-014.T1).

Corolario C4-016.C3 (area por una integral de linea)

. 1
Si D = ¢(Q) es un parche plano, c¢(D) = fﬁadD xdy = — fﬁaap ydx =~ gﬁaﬂD(x dy — y dx).

Demostracion.

c(D) = fD 1 (C4-005.D1),y D es de Jordan (C4-016.T4).

F = (0,x) es C* en R? con 0, F, — 9,F; = 1 (C3-015.T1); Greenda c(D) = $x dy.
F=(-y,00da0—(-1)=1:¢(D) = —$ydx.

El promedio, por la linealidad de C4-014.T1. &

B W N



Céalculo en varias variables II 118

Ejemplo C4-016.E1
La elipse x%/a? + y?/b? < 1 (parche a(r,0) = (ar cos 8, br sen )) tiene area mab por C4-

016.C3 (los lados 8 = +m se cancelan y el lado r = 0 es constante, como en C4-016.C2).

acos —arsenf

1. EnQ =[0,1] X [-m, ], 0 es C* ydetDo = det< ) = abr (AL.4, C2-014.T5),

bsenfd brcos6
positivo en int Q.

2. Inyectiva en intQ: si a(r,0) = o(r',8"), dividiendo las coordenadas entre a y b, P(r,0) =
P(r',0"),y seusa C3-013.T1 (b). Su imagen es la elipse: (x, y) estd en ella siy solo si (x/a,y/b)
estd en el disco unitario cerrado, que es P(Q) (C3-013.T1).

3. Lados: a(t,+m) = (—at, 0) son el mismo camino y se cancelan en (**); a(0,t) = (0,0) es cons-
tante; queda a(1,t) = (acost,bsent),t € [—m, r].

4. Por C4-016.C3,conxdy — ydx = (acost)(bcost) — (bsent)(—asent) = ab (C2-014.T6, C2-
014.T5): ¢(D) = 5 [ abdt = mab (€2-009.C1).

Cona = 3,b = 2: 6mr = 18.850. La férmula del cordén del gancho es % $(x dy—y dx) sobre la poligonal

inscrita, que es el area del poligono: %ab sen(2m/N), que vale 18 con N = 12 y tiende a 6m.

Ejemplo C4-016.E2 (la hipétesis C! en D hace falta)
Para el campo del 4ngulo y el disco unitario, 3, F, — d,F; = 0 fuera del origeny ¢ F - dy = 2m:

no hay contradiccién, porque F no es C! en un abierto que contenga al disco.

1. Por C4-015.E1, 0, F, = 0,F; en R? \ {O}y_cﬁc1 F-dy = 2m.

2. Por C4-016.C2conr; = 0,1, = 1,p = 0, el borde orientado del disco da gﬁcl F -dy = 2m.

3. Siexistiera G € C! en un abierto V o B(0,1) con G = F en B(0,1) \ {0}, G seria continuaen 0 y
acotada cerca de 0; pero |F(x)| = 1/|x| no esta acotada. Asi la hipétesis de Green fallay 2 # 0

no contradice nada.

Por qué cada hipotesis

- F € C! en un abierto que contiene a D: C4-016.E2.
- detDo > 0enintQ.Cono(s,t) = (s,—t)en[0,1]? (det = —1),D = [0,1] x[—1, 0] y d,D recorre

el cuadrado en sentido horario: para F = (0, x), Sﬁa(,o xdy = —1 = —c(D). El signo del jacobiano
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es la orientacién.

- Inyectiva en int Q. Con a(r,0) = (rcos,rsen ) en [0, 1] x [—m, 37] (dos vueltas), § x dy = 2m,

el doble del area del disco: el lado izquierdo de Green seria fQ (h o o) det Do, que cuenta el disco

dos veces.

Ejercicios

1.
2.
3.
4,

Comprueba Green en el cuadrado [0, 1]? para F = (xy, x?) calculando los dos lados.

Usa C4-016.C1 para calcular el &reaentre y = x2y y = x en [0, 1] como ¢ x dy.

Calcula fﬁa,,n (—y3 dx + x3 dy) para el disco unitario.

SeaDlacoronal < |x| < 2.Calcula SﬁagD F -dy para el campo del 4ngulo, usando C4-016.C2. ;Por
qué aqui si se puede usar Green?

Demuestra que si D es un parche planoy f € C? cerca de D, SﬁagD Vf - dy = 0 de dos maneras:
con Green y con C4-015.T1.

Respuestas

1.

0,F, — 0,F; = 2x — x = x, integral 1/2. Lados: abajo 0; derecha f01 1dt = 1; arriba — fol tdt =
—1/2; izquierda 0. Total 1/2.

. @1 = x%, ¢, = x.Abajo: f01 t-2tdt = 2/3; arriba (al revés): — f01 tdt = —1/2;loslados verticales

son puntos. Area 1/6.

3. Green: [ 3(x? +y?) =3[ [ r3drd6 = 3n/2.

F es C' en R*\ {0}, que contiene ala corona: Greenda [, 0 = 0,y C4-016.C2 dice que es 2m—2m =
0 (cada circunferencia alrededor del origen da 2m).
Green: 0,0, f — 0,0, f = 0 (Schwarz). C4-015.T1: el camino es cerrado, f(q) — f(p) = 0.



C4-017 - Indice de una curva

Motivacion

El perro, la correay el poste

Atas a tu perro a un poste con una correa larga y lo dejas correr. Al final del dia regresa al lugar
donde empezé. ;Cudntas vueltas quedo enrollada la correa en el poste? No importa por dénde
corrié: solo cuenta cuantas veces rodeé el poste, con signo (una vuelta en sentido contrario
desenrolla una).

Con numeros: si el perro recorre el caracol r = % + cost (una curva con un lazo interior), la
correa queda con 2 vueltas si el poste esta en el lazo chico, con 1 si esta entre los dos lazos y con
0 si estd afuera. Ese nimero es el indice de la curva respecto del poste, y lo calcula una integral
de linea: el campo del angulo de C4-015.E1, centrado en el poste.

Dénde falla la analogia: una correa real tiene grosor y se atora; aqui el perro es un punto, la

correa unarectay el poste un punto que la curva nunca toca.

Definiciones

Definicion C4-017.D1 (indice)

Sean y un camino cerrado C! por tramos en R? y p fuera de su traza. Con J (wy, w,) := (—w,, w;)

(€C3-005.D2) y F,(x) := J(x —p)/|x — p|? el indice de y respecto de p es n(y,p) := % gﬁy E, - dy.

F, es el campo del angulo de C4-015.E1 trasladado a p: F,(x) = F(x — p), continuo (y CY)en R?\ {p},

que contiene a la traza; asi la integral existe (C4-014.D1).

Dos hechos de J que se usan abajo, todos de la férmula J (wq, w;) = (—wy, w;) y C3-001.D2: Jw - w = 0,

Jw-Jz=w-zJ(Jw) = —w;ysi|v| = 1,todo z € R? cumple

z=(z-vV)v+(z-Jv)Jv ()

120
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(conv = (c,s),c? + 5% = 1: (z,¢ + 2,5)(c,5) + (=215 + z,0)(—s,¢) = z).

Resultados

Teorema C4-017.T1 (el angulo a lo largo de la curva)

Seany : [a,b] » R?\ {p} C! por tramosy 8, con y(a) — p = |y(a) — p|(cos 8,,sen b,) (C3-
013.T1).6(t) := 6y + f; E,(y) -y’ escontinuay y(t) —p = |y(t) — p|(cos 8(t),sen 6(t)) para
todo t € [a, b].

Aquifat E,(v)-y' eslaintegraldelineadey|[a, t]:sit € [t;_4,t;],0(t) = H(ti_1)+fti_1 E,(vi(s))vi(s)ds
(C4-014.T1, aditividad).

Idea de la demostracion
Hay dos vectores unitarios que giran: la direccién real v(t) de y(t) — p y el candidato u(t) =
(cos (t),senB(t)). Los dos giran con la misma velocidad angular 6’, asi que el d&ngulo entre

ellos no cambia; como empiezan iguales, son iguales siempre.

Demostracion. Sean w(t) :=y(t) —p # 0, p(t) := |w(t)| > 0,v :=w/pyu(t) := (cos 6(t),sen6(t)).

1. 6 es continua. En cada tramo es una constante mas una integral indefinida de una funcién conti-
nua, y es continua (C2-007.T1); enlos t; los valores de los dos tramos coinciden por su definicién.

2. Derivadas en el interior de un tramo. En (t;_4, t;), por el primer teorema fundamental (C2-008.T1),
0'=E,W) -y =Jw-w'/p*=]v-w'/p.

3. p = +w-wesderivable con p’ = (w-w")/p = v-w' (C2-014.T1, C3-002.T4), y por el cociente
(C3-002.T4)

~woowp' w =)y W)y
p p> p - p B

0’ Jv,

!

usando (1) conz = w'.
4. Porlacadena (C1-030.T1)yC2-014.T6,u’ = 0'(—sen@,cos8) = 6’ Ju,y comoJ eslineal, Ju)' =
Jw)=0"JJw) =—-6"u.
5. Porlaregla del producto punto (C3-002.T4):

w-uw)=0'(Jv-u+v-ju)=0, w-Juw=60Jv-Ju—v-u)=0,
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porque Jv -u = —vyuy +viu, = —(w-Ju)yjJv-Ju=v-u.

6. Valores iniciales. Por la eleccién de 8y, u(a) = v(a); asi (v-u)(a) = |[v(a)|? =1y (v - Ju)(a) =
v(a) - Jv(a) = 0.

7. Tramo por tramo. v - uy v - Ju son continuas en [a, b] (pasos 1y C3-012.T2) y tienen derivada 0
en el interior de cada tramo, asi que son constantes en cada [t;_q, t;] (C1-034.T1). Por induccién
sobre i (C1-005.T1)yelpaso6,v-u=1yv-Ju = 0en|a,b].

8. Por (1) con el unitario u (C2-014.T5)yz = v:iv = (v-wu + (v-Juw)u = w. Asiy(t) —p =
p(®)v(t) = |y(t) — pl(cos6(t),senb(t)). W

Corolario C4-017.C1

n(y,p) es un entero.

Demostracién. Sea y cerrado en [a, b] y 8 como en C4-017.T1, de modo que 8(b) — 6, = gﬁy E,-dy =
2nn(y, p).

1. Comoy(b) = y(a),C4-017.Tlent = ayent = b da (cos 8(b),sen8(b)) = (cos by, senfy) =: e,
un unitario.
2. Parax € Rseam(x) := —|(mr — x)/(2m)| € Z (C1-007.T2).De |y] < y < |y]+ 1cony

(m—x)/(2m) sale -t < x — 2mrm(x) < 7.

3. Por la periodicidad (C2-014.T5, aplicada |m| veces), (cos(x — 2mm),sen(x — 2mm)) =
(cosx,senx). Asi @ = 6y — 2mrm(6y) y B := 6(b) — 2nm(6(b)) estan en (—m, ] y
P(l,a) =e = P(1,p).

4. Porlaunicidad de C3-013.T1 (b), @ = . Entonces 8(b) — 8y = 2n(m(0(b)) —m(6y)) yn(y,p) =
m(6(b)) —m(6y) €Z.1

Teorema C4-017.T2 (constancia del indice)

p +~ n(y,p) es continua en el abierto R? \ trazay, constante en cada subconjunto conexo de él,

yn(y,p) = 0 sila distancia de p a la traza es mayor que £(y)/(2m).

Idea de la demostracion
Una funcién continua con valores enteros en un conexo no puede saltar. Y muy lejos de la curva

el campo F, es tan pequefio que la integral no alcanza ni una vuelta.
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Demostracion. Sea T := y([a,b]) latrazay V := R?\ T.

1. V esabierto. T es compacta (C3-014.T1), luego cerrada (C3-010.T4), y su complemento es abierto
(C3-008.D1).

2. Continuidad. En el tramo i, g;(p, t) := J(y;(t) —p) - ¥{(t)/]y:(t) — p|* es continua en V X [t;_4, t;]
(C3-012.T2: el denominador no se anula). Por C4-012.T2 (con P = Vy K = [t;_1,t]),p =
fttii_l gi(p,t) dt es continua en V, y la suma de esas funciones, dividida entre 2m, es n(y, ) (C4-
014.D1).

3. Constancia.SeaS c V conexo.n(y, S) es conexo (C3-014.T4),luego un intervalode R (C3-011.T1),
y sus elementos son enteros (C4-017.C1). Si tuviera dos enteros m < m/', contendriaam + %, que
no es entero. Asi n(y, -) es constante en S.

4. Lejos de la curva. Sea d := min,cr |x — p| (existe: x = |x — p| es continua en el compacto T,
C3-014.C1). Parax € T, |F,(x)| = |x — p|/|x — pl> =1/|x —p| < 1/d (Jw| = |w]).

5. Por la cota de C4-014.T1, | gﬁy E,-dy| < 4(y)/d.Sid > £(y)/(2m), eso es < 2w,y [n(y,p)| < 1;

como es entero, n(y,p) = 0.1

Ejemplo C4-017.E1
Para la circunferencia de radio r alrededor del origen recorrida k veces, y(t) = r(cost,sent)

en [0,2rk] (k € N):n(y,p) =ksi|p| <ryn(y,p) =0si|p| > 7.

Seay(t) = r(cost,sent)en [0, 2nk] (k € N); sutraza es la circunferencia |x| = ry€(y) = foznk rdt =
2mkr (C4-013.T2).

1. Enel centro. Fy(y) - v' = Jy -v'/r? = (r?sen?t + r? cos? t)/r? = 1 (como en C4-015.E1), asi
que n(y,0) = 2nk/(2m) = k (C4-014.D1).

2. Adentro. Labola B(0,7) es convexa, luego conexa (C3-011.T2), no toca la traza y contiene a 0. Por
C4-017.T2,n(y,p) = k para|p| <.

3. Muy afuera. Si |p| > (k+ 1)r,paraxenlatraza |x —p| = |p| —7r > kr = £(y)/(2m) (C3-001.T4),
yn(y,p) = 0 por C4-017.T2.

4. Afuera, cerca. Sir < |p| < (k+ 1)r,seaq := (k+2)r

o rp. Los puntos del segmento [p, g] son Ap con
1 <A< (k+2)r/|p|,de norma = |p| > r: el segmento no toca la traza y es conexo (C3-011.T2).
Por C4-017.T2 y el paso 3 (|q| = (k + 2)r), n(y,p) = n(y,q) = 0.
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0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 18: El caracol r = % + cost y el indice de cada regidn: 2 en el lazo interior, 1 entre los lazos, 0

afuera.

Para el caracol del gancho, y(t) = (% + cost)(cost,sent) en [0, 2r], la integral numéricadan = 2 en
(0.25,0),n=1en(1,0)yen (0.2,0.62),yn = 0en (—0.3,0) yen (2,1) (tools/checks/C4-017.py).
Por C4-017.T2 basta un punto por regién.

Corolario C4-017.C2 (Greeny el indice)

SiD = a(Q) es un parche planoyp € D,n(d,D,p) = 0.

Demostracion.

1. Latrazade d,D es a(0Q) c D, asi que p no estd en ellay n(d,D, p) esta definido.

2. R? \ {p} es abierto (si x # p, la bola B(x, |x — p|) no contiene a p, C3-008.D1) y contiene a D.
Ahi F,(x) = F(x —p) es C' (C3-023.C1, con F el campo del 4ngulo, C4-015.E1), y por la cadena
01(Fp)2 — 02(Fp)1 = (01F, — 02F)(x —p) = 0.

3. Por Green (C4-016.T4), gﬁaaD E,-dy = [,0=0,yn(d,D,p) =0.1
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_____________________________________________________________________________

=

Sip € D, E, noes C! en un abierto que contenga a D (C4-016.E2), y el indice puede ser # 0: el
disco de C4-016.C2 tiene n(d;D,p) = 1 para |p| < r (por C4-016.C2 el borde orientado da lo

mismo que la circunferencia, y C4-017.E1 con k = 1).

Definicion C4-017.D2 (indice de un campo sobre una curva)

Siy es cerrado C! por tramos y F es C! en un abierto que contiene a la traza, sin ceros en ella,
ind, (F) :=n(F o y,0).

F oy es cerrado (F(y(a)) = F(y(b))), C* por tramos (C3-023.C1 en cada tramo, achicando el intervalo

como en C4-015.T1) y no pasa por 0. Mide cuantas vueltas da el vector F mientras su punto de apoyo

recorrey.

Ejemplo C4-017.E2
En la circunferencia unitaria, F(x,y) = (x? — y?, 2xy) tiene indice 2 y F(x,y) = (x, —y) indice
-1

Seay(t) = (cost,sent) en [0, 2m].

1. Porlasférmulas de suma (C2-014.T8), F(y(t)) = (cos® t—sen®t, 2 cost sent) = (cos 2t,sen 2t) =:
n(t), unitario y nunca 0. n’ = 2(—sen2t,cos2t) = 2Jn (C2-014.T6, C1-030.T1), asi que

Fo() -1’ =J12Jn = 2,y ind, (F) =  [;" 2dt = 2 (C2-009.C1).

2. F(y(t)) = (cost,—sent) =: {(t),con (' = (—sent,—cost)yJ{ = (sent,cost): Fy({) -’

—sen?t —cos?t = —1,y el indice es —1.

3. Los dos son enteros, como dice C4-017.C1.

Por qué cada hipotesis

- p fuera de la traza. Si p esta en la traza, F, no esta definido en un punto del camino y la integral

- ycerradoen C4-017.C1. Paraelarcoy(t) = (cost,sent),t € [0, /2],lamismaintegral da i I

no tiene sentido; cerca de ese punto el indice salta (en la circunferencia, de 1 adentro a 0 afuera).

2
1 . . . -
5 sin cerrar, el &ngulo recorrido no es multiplo de 2.
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- Conexo en C4-017.T2. R? \ {|x| = 1} no es conexo, y el indice de la circunferencia vale 1 en una

parte y O en la otra.

Ejercicios

1. Calculan(y,p) para el cuadrado de vértices (+1, +1) recorrido en sentido positivoy p = 0, usan-
do C4-017.T2 y una circunferencia.

2. Demuestra que n(y~,p) = —n(y,p) y que n(y @ n,p) = n(y,p) + n(n,p) siy y n son cerrados
con el mismo punto inicial.

3. Calcula el indice de F(x,y) = (x3 — 3xy?,3x%y — y3) en la circunferencia unitaria.

4. Sea y cerrado y p, q fuera de la traza con el segmento [p,q] también fuera. Demuestra que
n(y,p) = n(y, q).

5. Demuestra que si F no tiene ceros en el disco unitario cerrado (y es C! cerca de él), su indice
en la circunferencia unitaria es 0. (Sugerencia: el indice de F o y,, con y,(t) = s(cost,sent), es

continuo en s € [0, 1].)

Respuestas

1. 1. En el lado derecho (1,t),t € [-1,1]: Fy - y' = (—=t,1) - (0,1)/(1 + t?) = 1/(1 + t?),
con integral 2 arctan 1 = /2 (C2-014.T12); los otros tres lados dan lo mismo por simetria:
4-2/@2m) =1.

C4-014.T1 (camino inverso y concatenacion).

F(y(t)) = (cos 3t,sen 3t) (férmulas de suma): indice 3.

El segmento es conexo y esta en R? \ traza: C4-017.T2.

ook W

h(s) :=n(F o ys,0) es continua en [0, 1] (C4-012.T2 con pardametro s) y entera, luego constante;

h(0) = n(camino constante, 0) = 0 (la derivada es 0). Asi (1) = 0.



C4-018 - Supertficies parametrizadas y

area

Motivacion

Rodajas de naranja

Rebanas una naranja de radio 4 cm en rodajas de 1 cm de grosor, con cortes paralelos. Las rodajas
del centro son grandes y las de las puntas son casi solo cascara. ;Cual tiene mas cascara?
Todas tienen la misma: 2m-4-1 =~ 25.13 cm? Lo descubri6é Arquimedes: el 4rea de la zona de una
esfera entre dos planos paralelos solo depende de la distancia entre los planos. Los volimenes
si cambian (la rodaja central tiene 477/3 ~ 49.2 cm® y la de la punta 117/3 ~ 11.5 cm?®), pero
la cascara no. Para demostrarlo hay que decir qué es el area de una superficie curva.

Dénde falla la analogia: la cascara real tiene grosor y la naranja no es una esfera perfecta.

Parte 1 - Superficies parametrizadas

Definicion C4-018.D1 (superficie parametrizada)

Sean D ¢ R? compacto de Jordany ® : D — R3 la restricciéon de una funcién C* en un abierto
W > D, con puntos (u,v). ®, := 0;P, ¢, := d,dy N := &, X &, (vector normal); ¢ es

regular en (u,v) si N(u, v) # 0,y es un parche si es inyectiva y regular en int D. S := ®(D).

Teorema C4-018.T1 (plano tangente)

Si ® esregular en (ug, vg): ®,, ®, son linealmente independientes; w € R3 es ortogonalaN <
w = a®, + P, (con @, B Ginicos); y para toda curva ¢ de clase Ct en W, (@ o¢)' = ¢; @, + 5 Dy,

El plano tangente es ®(uy, vy) + {ad, + [P, }.

Demostracién. Todo en el punto (ug, vy); escribimos a := &, b :=d,, N =a x b # 0.

127
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1. Independencia. Si aa + Bb = 0, por la bilinealidad,a X a = 0y b X a = —a X b (C3-006.T1):
O=(aa+pb)yxb=aNy0=aXx (aa+fb)=FN.ComoN #0,a = =0.

2. (¢)(@aa+Bb)-N=a(axb)-a+B(axb)-b=0(C3-006.T1).

3. (), unmarco.a # 0 (sino, N = 0).Seane :=a/la|,b, :=b—(b-e)eyf:=b,/|b,|:b, #0
porque a, b son independientes (paso 1). ey f son unitariosy e - f = 0 (C3-001.T2).

_axb=ANconl> 0.

lal|bL|

5. Por el marco ortonormal (C3-006.T2),w = (w-e)e+ (w-f)f +(w-B)B.Siw-N = 0, entonces

4. Sea B := e X f.Porlabilinealidadye X e =0,B =

w - B = 0yw es combinacién de e y f, que son combinaciones de a y b. La unicidad de «, 8 es el
paso 1.

6. Curvas.SicesC! enunintervalo con valores en W, porlaregla de la cadena (C3-023.T1) y porque
las columnas de D® son @, ®,, (C3-022.T1), (P o ¢)'(t) = DD (c(t))c'(t) = c1(t)Dy + ¢ () Dy
|

Ejemplo C4-018.E1 (parametrizaciones usuales)

Grafica z = h(x,y) sobre K: ®(x,y) = (x,y,h), N = (—0d,h,—0,h,1). Esfera de radio R y
centro c: ®(¢,0) = ¢ + Rw(p,0) en [0,] X [-7, ], w := (Sen ¢ cosf,sen @ send,cos @),
N = R%sen ¢ w. Toro: ®(¢,0) = ((a + b cos @) cos b, (a + b cos ¢) sen 8, b sen @) en [—m, 7]?
(0 < b <a)|N|=b(a+ bcosy).Las graficas y la esfera son parches (la esfera es inyectiva y

regular en (0, ) X (—m, m)).

1. Grdfica (h de clase C! en un abierto que contiene al compacto de Jordan K). ®, = (1,0,0,h) y
®,, = (0,1,0;,h) (C3-015.T1). Por C3-006.D1,

N=(0-0,h—0,h-1, 0h-0—1-0,h 1-1—0-0) = (—d,h,—d,h, 1).

Nunca se anula, y @ es inyectiva (sus dos primeras coordenadas son (x,y)): toda grafica es un
parche.

2. Esfera.Por C2-014.T6,®, = R(cos ¢ cos 8, cos psen,—senp)y Py = R(—sen ¢ sen b, sen ¢ cos 6, 0).
Por C3-006.D1y cos? + sen? = 1 (C2-014.T5),

N = R?(sen? ¢ cos 0, sen? ¢ sen 6, cos ¢ sen ¢(cos? 0 + sen? 0))
= R%sen ¢ w.

|w| = 1 (C2-014.T5), asi que [N| = R?|seng|: ® es regular en (0,7) X Ry no en los polos
@ =0,m.

3. La esfera es un parche. Enint D = (0,7) X (—m, ), si w(¢p,0) = w(¢p’,0'), la tercera coordenada
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da cos ¢ = cos ¢’ y, como cos es inyectiva en [0, ] (C2-014.D6), ¢ = ¢'; con sen¢ > 0 queda
P(1,0) = P(1,6")y6 =06' (C3-013.T1 (b)).

4. Toro. Con s := a + bcos¢p > 0: ¢, = (—bsengpcost,—bsenpsenf,bcosp)y @y =
(—ssen#@,scosd,0). Por C3-006.D1,

N = —bs (cos @ cos 8, cos g sen b, sen @),

y el vector entre paréntesis es unitario (C2-014.T5): |N| = bs = b(a + b cos ¢).

Parte 2 - Area

Definicion C4-018.D2 (area)

A(D) := fD | Py X Dyl

|N| es continua en el compacto D (C3-012.T2), luego acotada e integrable en D (C3-014.C1, C4-005.T4
(a)). Para una superficie plana, ®(u,v) = (u,v,0), N = e3 y A(P) = c(D).

Teorema C4-018.T2 (producto cruz de combinaciones)

(aa + Bb) X (ya + 8b) = (ad — By)(a X b). Por lo tanto, si ¥ := & o h con h de clase C?,
Y, X ¥, = (detDh) - (P, X ®,) o h.

Demostracion.

1. Por la bilinealidad (C3-006.T1):
(aa+pb)x (ya+db)=ayaxa+adaxb+Bybxa+B5bxb.

2. Conaxa=bXxb=0ybXxXa=—axb(C3-006.T1) queda (ad — fy)a X b.

3. Para¥ = @ o h (en un abierto donde h cae en W), la cadena (C3-023.T1, C3-022.T1) da ¥;
(Osh1)®@y o h + (Oshy) Py o hy W = (0¢hy) Py © h + (0thy) Py © h.

4. Porelpaso 2 cona = dshq, f = 05h,, ¥y = 0thy, 6 = 0thy: ad — By = detDh (ALA4) y ¥ X ¥,
(detDh) (¢, x P,)oh. N
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Teorema C4-018.T3 (invariancia por reparametrizacion)

Sean ® como en C4-018.D1, D’ ¢ R? compacto de Jordany h : D’ = D la restriccién de una
funcién C! en un abierto que contienea D', con h(D') = D,y U, abierto tal que h es inyectiva con
detDh # 0en Uy y D"\ U, tiene contenido cero. Para¥ := ®ohy f continuaen S: fD, f(P)|¥s x
Y| = [, f(®)|Py, X Pyl; en particular A(Y) = A(P).

Nota: es la independencia de la parametrizacién del programa (tema 3.3), para parametrizaciones rela-

cionadas por un cambio h; no se enuncia para dos parametrizaciones cualesquiera de un mismo conjunto.

Idea de la demostracion
Por T2, el normal de ¥ es el de ® multiplicado por det Dh; su norma trae | det Dh|, que es justo

el jacobiano del cambio de variables con un conjunto excepcional.

Demostracién. Sea U’ el abierto que contiene a D’ donde h es C1; achicandoloa U'nh~1(W) (C3-012.T4)
podemos suponer h(U') € W,asi que W = ® o hes C! en U’ (C3-023.C1) y es una superficie parame-

trizada sobre D'.

1. Seag := f(®) |9, XD,| en D: continua (C3-012.T2) en el compacto D, luego acotada e integrable
en D (C3-014.C1, C4-005.T4 (a)).
2. Por C4-018.T2, |¥s X W;| = | det Dh| |®, X ®,,| o h (C3-001.T2), asi que en D’

fP) |Ws X We| = (g o h) | det Dh|.

3. El cambio de variables con un conjunto excepcional (C4-011.T1) conU = U',g - h,A = D'
(A = D' porque D’ es compacto), el U, del enunciadoy Z = D'\ U, (contenido cero) da fh(D,) g=
J5r(g o B)| det Dh.

4. Como h(D") = D, los pasos 2 y 3 dan la igualdad. Con f = 1, A(W) = A(®). ®

Corolario C4-018.C1 (graficas)

Si h es C! en un abierto que contiene a K, el 4rea de la grafica es fk. \/1 + (0,h)? + (0;,h)>.

Demostracién. Por C4-018.E1, N = (—d.h, —d,h, 1),y [N| = /(3;h)? + (3,h)2 + 1 (C3-001.D2). Se
sustituye en C4-018.D2. 1
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Ejemplo C4-018.E2
La esfera de radio R tiene area 4mR?; para la esfera centrada en 0, lazona {a < z < b} (—R <

a < b < R) tiene area 2mR(b — a) (Arquimedes).

1. Por C4-018.E1, |[N| = R%sen¢ en [0,7] X [-m, 7] (sen¢ = 0 ahi, C2-014.C1). Por Fubini (C4-
006.C1) y Barrow (€C2-009.C1, C2-014.T6),

s Vs
A= f f R?sen @ do d6 = 2nR?*[— cos ] = 4mR2.
- Jo

2. Zona (esfera centrada en 0). z = Rcos¢ estd en [a,b] siy solosi ¢ € [¢@p, ¢,] con @, =
arccos(a/R), ¢p = arccos(b/R) (C2-014.D6: cos es decreciente en [0, 7], asi que @, < @g).
La zona es la superficie ® restringida a [y, ¢,] X [-7, ]

3. A = 2nR? f(;p: seng de = 2mR?(cos ¢, — cos @,) = ZnRZ(% — %) = 2nR(b — a) (C2-014.D6:

cos(arccos x) = x).

Figura 19: Una esfera de radio 4 rebanada en zonas de grosor 1: todas tienen area 2nR - 1, como la

franja del cilindro que la envuelve.

Corolario C4-018.C2 (cierra C2-021.D2)

Si f > 0 es C! enunintervalo abierto que contiene a [a, b], ®(x, 0) := (x, f(x) cos 8, f (x) sen 8)
en [a, b] X [-r, ] tiene A(®P) = 2m ff f+/1+ f'?: el 4rea de superficie de revolucion definida

en C2-021.D2 es el area de esta superficie parametrizada.

Demostracion.
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1. &, = (1,f cosH,f"sen), dg = (0,—f senb, f cos ) (C2-014.T6). Por C3-006.D1,

N = (ff'(cos? 6 +sen?0), —f cos 0, —f senB) = (ff',—f cos 6, —f sen 6).

2. IN| =\/f2f2 + f2 = f\/1 + f'2 (C3-001.D2, C2-014.T5, C2-014.T1; f > 0).
3. Por Fubini (C4-006.C1), A(®) = [" [7 f\/T+ fZdxdf = 2r [, f\/T+ f'% (C2-009.C1), que es
la expresion de C2-021.D2.

Ejemplo C4-018.E3
El toro de C4-018.E1 tiene area 4m2ab.

Por C4-018.E1 y Fubini, A = ffn f_nn b(a + bcosp)dedd = 2 b (2ma + b[sen ¢|%;) = 4n?ab (C2-
009.C1,C2-014.T6,C2-014.C1). Eslalongitud de la circunferencia generadora (2mb) por la que recorre

su centro (2ma), como en Pappus.

Por qué cada hipotesis

- hinyectiva fuera de contenido cero (T3). h(s,t) = (s, 2t) en [0, w] X [—7 /2,7 /2] es inyectiva sobre
D = [0,7] X [-m, 7] y da otra vez 4wR?. En cambio, ¥(s,t) := ¢ + Rw(s, 2t) en [0, 7] X [—7, ]
recorre la esfera dos veces y tiene A(W) = 8mR?: aqui h(s, t) = (s, 2t) cae en [0, ] X [—27, 27],
donde la férmula de @ no es inyectiva. La inyectividad es la que impide contar la superficie dos
veces.

- Regular. En los polos N = 0, pero forman un conjunto de contenido cero de D (dos segmentos) y
no afectan el area. Una superficie que no es regular en ningtin punto, como ®(u, v) = (u+v,0,0),

tiene area 0 aunque D sea grande: su imagen es un segmento.

Ejercicios

Calcula el area del cono z = \/m sobre el disco unitario, con C4-018.C1 y con C4-018.C2.
Calcula el 4rea de la grafica de h(x,y) = x? + y? sobre el disco unitario.

Demuestra que el 4rea de la esfera no cambia si se usa ®(s?%, ) con s € [0, 7]

Halla el plano tangente a la esfera unitaria en w(mr/4, 0) con C4-018.T1.

Un helicoide ®(r,6) = (rcos6,rsen6,0),r € [0,1],0 € [0, 2r]: calcula |N| y su area.

o W
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Respuestas

1. [Vh|] = 1 fuera del origen: fB\/E = mV/2; con f(x) = x en [0,1] girando alrededor del eje,
2n fol xV2 = m2. (En C4-018.C1 h no es C* en el origen: se agota con discos sin el centro o
se usa C4-018.C2.)

[y VI+ 42 =21 [} T+ 4rZdr = Z(5V5 - 1).

C4-018.T3 con h(s, 8) = (s2%,0),detDh = 2s > 0 para s > 0, inyectiva en (0,+/7) X (—m, ).

N es paraleloa w; el planoes {x : (x — w) - w = 0}, con w = (g, 0, g): x+2z=12.

N = (sen,—cos6,r), |N| = V1 + r2; 4rea 2m fol V1+rZdr = n(V2 +log(1 +v2)).

ook W



C4-019 - Integrales de superficie, flujo y

orientacion

Motivacion

La sombrilla bajo la lluvia

Llueve de manera pareja y vertical. Una sombrilla en forma de semiesfera de radio 0.5 m y un
disco plano del mismo borde: ;cudl intercepta mas agua? La sombrilla tiene el doble de super-
ficie (2R? contra mR?), pero las dos interceptan lo mismo: el flujo de la lluvia por cada una es
mR? ~ 0.785 m? por la intensidad de la lluvia. Lo que cuenta no es el 4rea sino cuanta superficie
queda de frente al flujo.

Y una sorpresa: una banda de papel con medio giro (la banda de M6bius) tiene un solo lado.
Una hormiga que la recorre por el centro regresa al punto de partida «del otro lado». En esa
superficie no se puede decir de qué lado entra el agua.

Doénde falla la analogia: la lluvia real no es uniforme y la sombrilla tiene grosor; aqui el flujo es

un campo constante y la superficie no tiene espesor.

Definiciones

Definicion C4-019.D1 (integral de superficie)

Para f continuaen S = ®(D): [[, f dS := [ f(P)|Dy X Dyl.

Definicion C4-019.D2 (flujo)

Para F continuo en S con valores en R3: [[j F - dS := [ F(®) - (P, X ®,,). Si ® es un parche,
n := N/|N| (normal unitario) en intD y el flujo es ffq) F -ndS: como dD tiene contenido cero,
fD F(®)-Ny fD (F(®) - n)|N| coinciden aunque n solo esté definido en int D (C4-005.T4 (d)).

134
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Los dos integrandos son continuos en el compacto D (C3-012.T2), luego acotados e integrables (C3-
014.C1, C4-005.T4). Para un parche, F(®) - N = (F(®) - n)|N| en int D; como dD tiene contenido cero
(C4-005.D1), los dos integrandos difieren a lo mas ahi y dan la misma integral (C4-005.T4 (d)), aunque

n no esté definido en dD (se extiende por 0, por ejemplo).

Resultados

Teorema C4-019.T1 (reparametrizacion y orientacion)

Con hy Uy como en C4-018.T3: [f,, f dS = [[,, f dS; si det Dh > 0 en Uy, los flujos de F por ¥y

por @ son iguales, y si det Dh < 0 en Uy, son opuestos.

Idea de la demostracion
El normal de ¥ = @ o h es det Dh por el normal de ® (C4-018.T2). En la integral de superficie

entra | det Dh|; en el flujo entra det Dh con su signo.

Demostracién. Como en C4-018.T3, podemos suponer que h es C! enun abierto U’ © D' conh(U") c W.

1. La primera igualdad es C4-018.T3 con la f dada.

2. Sea g := F(®) - (b, X ®,) en D: continua, acotada e integrable en D (C3-012.T2, C3-014.C1,
C4-005.T4).

3. Por C4-018.T2,en D": F(¥) - (Ws X ¥;) = (detDh) (g ° h) (C3-001.T2).

4, SidetDh > 0 en Uy, En D' N Uy, det Dh = |detDh|, asi que (detDh)(g o h) y | detDh|(g ° h)
coinciden salvo en D’ \ U, de contenido cero; por C4-005.T4 (d) tienen la misma integral en D".

5. Por el cambio de variables con un conjunto excepcional (C4-011.T1, con los mismos datos que en
C4-018.T3), [, | det Dh|(g o h) = fh(D,)g = [, g-Conlos pasos 3y 4, [[, F - dS = [[, F - dS.

6. Si det Dh < 0 en Uy. Ahora detDh = —|detDh| en D' N Uy, y los pasos 4y 5 dan [[, F - dS =
—fg=—f,F-ds.m

Definicion C4-019.D3 (orientable)

® es orientable si existe n : S > R3 continua con |n| = 1y n(®(u,v)) paralelo a N(u, v) en

todo punto regular. Una orientacién es una tal n.
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Lo importante es que n es una funciéon en S, de los puntos de la superficie, no de los parametros:
si dos parametros distintos dan el mismo punto, n tiene un solo valor ahi. «Paralelo» quiere decir

n(®(u,v)) = uN(u, v) para algin real y; como |n| =1, u = £1/|N]|.

Ejemplo C4-019.E1 (banda de Mébius)

®(0,t) := ((2 +tcos(8/2))cosH,(2 + tcos(6/2))senb,tsen(8/2)) en [0,2r] X [—1,1] no
es orientable: alo largode t = 0,n = AN/|N| con A continua de valores +1 (constante), pero
@(0,0) = &(2m,0)y N(2m,0) = —N(0,0).

Demostracién. ® es C* en R? (C2-014.T6), asi que es una superficie parametrizada sobre la caja
[0,2m] x [—1,1].

1. Elnormal en t = 0. Todas las partes de ® que dependen de t llevan el factor ¢, asi que en t = 0:
D©y(0,0) = (—2senb,2co0s6,0)y &:(0,0) = (cos(8/2)cosb,cos(6/2)senb,sen(8/2)) (C2-
014.T6, C1-030.T1).

2. Por C3-006.D1,

N(6,0) = (2 cos @ sen(8/2), 2senfsen(6/2), —2 cos(9/2))

(la tercera coordenada es —2sen? 8 cos(8/2) — 2 cos? 6 cos(8/2), C2-014.T5). Su norma es
2\/sen2 (6/2) + cos?(0/2) = 2: todos los puntos (8, 0) son regulares.

3. Los extremos. (0,0) = (2,0,0) = ®(2m, 0) (C2-014.C1), mientras que N(0,0) = (0,0,—2)y
N(2m,0) = (2senm,0,—2 cosm) = (0,0,2) = —N(0,0) (C2-014.C1: cosm = —1,senm = 0).

4. Supongamos que n es una orientacién. Sea A(6) := n(®(6,0)) - N(8,0)/2 en [0, 2r]. Es continua

(composicion y producto punto de continuas, C3-012.T2).

5. Como n(®(6,0)) es paralelo a N(6,0) y los dos tienen norma 1y 2, n($(6,0)) = £N(6,0)/2,y
A(0) = £|N|?/4 = +1.

6. Una funcién continua en [0, 2] con valores en {—1, 1} es constante: si tomara los dos valores, por
el valor intermedio (C1-023.C1) tomaria el 0.

7. Pero n(®(2m, 0)) = n(P(0,0)), porque es el mismo punto de S,y N(2r,0) = —N(0,0): A(2m) =

—A(0). Esto contradice el paso 6. Ninguna n es una orientacion. ll
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Figura 20: La banda de Mobius y el normal N (8, 0) a lo largo de la circunferencia central: gira media

vuelta, y al regresar al punto (2, 0, 0) apunta al revés.

A Los parametros no son la superficie

En el rectangulo de parametros, N(6,0)/2 es una funcién continua y unitaria: no hay ningtn
problema «en el mapa». El problema aparece al exigir que n sea una funcién de los puntos de la

banda: los parametros (0, 0) y (2m, 0) son el mismo punto, y ahi las dos elecciones chocan.

Ejemplo C4-019.E2
La esfera es orientable (n(x) = (x — ¢)/R); el flujo de F(x) = x por la esfera de radio R y

centro 0 es 4mR3; el flujo de e; por la semiesfera superior es mR?; el flujo por una gréafica es
fK F(®) - (—0,h,—0,h, 1).

1. Orientable. n(x) := (x — c)/R es continua y unitaria en la esfera S = {|x — c¢|] = R} (C3-012.T2).
En ®(¢,0) = ¢ + Rw, n(®) = w, y por C4-018.E1, N = R? sen ¢ w: paralelos.

2. Flujode x. Conc = 0: F(®) N = Rw - R sen @ w = R3sen ¢ (Jw| = 1). Por Fubini (C4-006.C1)
y Barrow (C2-009.C1, C2-014.T6), [[ F - dS = R* [*_[" sen d¢ d6 = 4nR>.
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3. Lluvia en la semiesfera. En [0,7/2] X [-m, 7], e5 - N = R?sen¢@ cos @,y

= nR?

/2 sen? @qm/2
ﬂe_a,-dS:Znsz sen<pcosg0d<p=27TR2[ <p]
0
(C2-009.C1,C1-030.T1, C2-014.C1).
4. Grdfica. Por C4-018.E1,N = (—0d;h, —0d,h, 1); se sustituye en C4-019.D2. El disco plano del gancho

es la grafica de h = 0 sobre el disco: flujo de e igual a [; 1 = mR?.

Con R = 0.5: /4 =~ 0.785 para la sombrilla y para el disco. Las dos tienen el mismo borde; en C4-021

. . 1
veremos que eso no es casualidad, porque e; es un rotacional (e3 = rot 5(—y, x,0)).

Por qué cada hipotesis

- ElsignodedetDhen T1. h(p,0) = (¢, —0) en la esfera (det Dh = —1): el flujo de x por ® o h es
—47R3; la normal apunta hacia adentro.
- n definida en S (D3). Si se permitiera que n dependiera de los pardmetros, la banda de Mobius

seria «orientable» con n = N/|N|: la definicidon perderia su sentido.

Ejercicios

1. Calcula [[ z? dS en la esfera unitaria.

2. Calcula el flujo de F = (0,0, 2) por la graficade z = 1 — x? — y? sobre [0, 1]? (normal hacia
arriba).

3. Demuestra que el cilindro ®(8,z) = (cos8,senb,z), [—m, ] X [0, 1], es orientable, y calcula el
flujo de F(x) = (xq4,x,,0) por éL

4. ;Esorientable labanda ®(6,t) = ((2+t)cos8,(2+t)senb,0) en [0,2r] X [—1,1] (una corona
plana)? Compara con la banda de Mébius.

5. Explica por qué el flujo de un campo constante v por la semiesfera superior de radio R es TR? v5.

Respuestas

1. ffnf:COSZ(psen(p =217 % — 4?77"

2 o2y — 117
2-f[0_1]2(1—x —y)=1l-5—-3= 1
3. N = (cos,sen8,0); n(x) := (x4, x,,0) es continua, unitaria y paralela. Flujo: ffﬂ Jy 1=2m.

4. Si:esplana, N = (0,0,—(2 + t)) yn := —ej3 sirve. Aqui ®(0,t) = ®(2r,t) y N(0,t) = N(2m, t):

W=
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no hay choque.
5. v-N = R?sen ¢ (v w); las partes con cos 8 y sen 6 integran 0 en [—m, 7], y queda v5 por el paso
3 de C4-019.E2.



C4-020 - Divergencia y rotacional en el

plano

Motivacion

El desagiie de la tina

Quitas el tapdn de una tina. Cerca del desagiie el agua hace dos cosas a la vez: se va hacia el centro
y gira. Un modelo sencillo de la velocidad del agua en la superficie es v(x,y) = (—x — y,x — y).
Siponesunaroderadior = 10 cm alrededor del desagiie, cada segundo sale por el aro —0.0628
m?/s de agua (es decir, entra), y la circulacion alrededor del aro es +0.0628 m?/s. Divide entre
el 4rea del aro, r?: salen —2 y +2, y con un aro de cualquier tamafio, o alrededor de cualquier
punto, salen los mismos ndmeros. Son la divergencia y el rotacional escalar de v: lo que la tina
«traga» y lo que la tina «gira» por unidad de area. Este capitulo demuestra que ese es su signifi-
cado.

Doénde falla la analogia: el agua real de una tina se va hacia abajo (es tridimensional); aqui el

desaglie es un sumidero en el plano y la velocidad es exactamente v.

Definiciones

Definicion C4-020.D1 (flujo por una curva plana)

Para y C! por tramos en R? y F continuo en la traza:
§ Fonds= " [ (ROws - B0 de
Y i

(n := (y3,—v1)/ly’'| es y' girado un cuarto de vuelta a la derecha). Es la integral de linea del

campo (—F,, F;): 95]/ F-nds= gﬁy(—FZ,Fl) - dy, y hereda C4-014.T1.

Eslaintegral de linea (C4-014.D1) del campo G := (—F,, F;) = JF: G(y)-y' = —F,(y)y; + F1(y)y3. Por
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eso hereda las propiedades de C4-014.T1: no depende de la particién, cambia de signo con el camino
inverso y los lados repetidos en sentidos opuestos se cancelan. Si y es regular, (y3,—y;) = |[yY'|ny

la suma es Y, [(F - n)|y’| dt, el flujo «hacia la derecha del avance». En una circunferencia en sentido

positivo, la derecha es afuera.

Resultados

Teorema C4-020.T1 (teorema de la divergencia en el plano)

SiD = 0(Q) es un parche planoy F € C* en un abierto que contienea D, [, divF = fﬁaap F-nds.

Demostracion.

1. G := (=F,,F,) es C! en el mismo abierto, con 0,G, — d,G; = 0,F; + 0,F, = divF (C3-027.D1).
2. Por Green (C4-016.T4), [, divF = ¢, G - dy.
3. Por C4-014.D1 y la observacién tras C4-020.D1, fﬁadn G-dy=¢, ,F-nds.®

Teorema C4-020.T2 (significado de div y rot en el plano)

Sean U c R? abierto, F € C'(U,R?),p € Uy C, el borde orientado del disco de radio r alrededor
. 1
de p (C4-016.C2 conry = 0). Entonces div F(p) = lim,_ ¢+ — gﬁcr F-ndsy (0,F, —0,F))(p) =

1
llmr_,0+ F ﬁcr F - d)/

Idea de la demostracion
Por Green y por T1, los dos cocientes son promedios de divF y de d;F, — 0,F; en el disco; el

promedio de una funcién continua en discos que se encogen tiende a su valor en el centro.

Demostracién. Seary > 0 con B(p,19) © U (C3-008.D1). Para 0 < r < 7y, el disco cerrado B(p,7) ©
B(p, o).

1. Por C4-016.C2, B(p,r) = 6([0,7] X [—m, m]) es un parche plano, con borde orientado C,; F es C*
en el abierto U © B(p, 7).
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2. Por T1y por Green (C4-016.T4):

% F‘nds=f diVF, f F'd]/:f (ale_azFl).
C B(p,r) C B(p,r)

T T

3. c¢(B(p,r)) = mr? (C4-007.E1, y las traslaciones conservan el contenido, C4-005.T3).
4. divF y 0,F, — 0,F; son continuas en U (C3-022.D2). Por el lema de los promedios (C4-007.C2),
# fg(p " divF — div F(p), y lo mismo con el rotacional escalar. Con los pasos 2 y 3 se obtienen

los dos limites. &

A Qué curva es C,

C, es o o dQ, con el radio 8 = +m recorrido dos veces y el centro como lado constante. Por C4-

016.C2 (aplicado a F ya G = (—F,, F;)), las dos integrales son las de la circunferencia de radio E
r en sentido positivo: el radio repetido se cancela y el lado constante no aporta. E

Figura 21: El desaglie v = (—x — y,x — y) y el aro C,: el flujo por el aro es negativo (el agua entra) y la

circulacion positiva (gira en sentido positivo).

El desagiie con nimeros
Parav = (—x —y,x —y):divv = -1 -1 = -2y d,v, — d,v; = 1 — (—1) = 2, constantes.

Por el paso 2, para todo disco de radio 7, fﬁcr v-nds = -2nrly ﬁcr v-dy = 2nr?:conr = 0.1,
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+0.0628, y los cocientes valen —2 y 2 sin necesidad de limite. Para un campo no afin, como
(x%y,senx + y3) en (1,2), los cocientes se acercan adiv = 4 + 12 = 16 yacos 1 — 1 cuando

r = 0 (tools/checks/C4-020.py).

Teorema C4-020.T3 (identidades de Green en el plano)

Si D es un parche plano, f € C'y g € C? en un abierto que contiene a D: [, (fAg + Vf - Vg) =

fﬁagD fVg -nds;sif,g € C? [,(fAg — gAf) = ﬁaaD(ng — gVf) - nds. Si u es armonica,
$ pVu-nds=0.

Demostracion.

1. F:=fVgesC':VgesC!porque g € C?,ylos productos de C* son C* (C3-018.T2).

2.

Por la regla del producto (C3-016.T3) en cada coordenada, d;(f d;9) = 0;f 9;9 + f 9;0;9, y su-
mando (C3-027.D1): div(fVg) = Vf - Vg + fAg.

3. Por T1, fD(ng + Vf -Vg) = § fVg - nds: la primera identidad.

Si f,g € C?, lamisma identidad con f y g intercambiados, restada de la primera (la integral de

C4-020.D1 es lineal en F), da la segunda: los términos Vf - Vg se cancelan.

. Si u es armoénica (u € C?, Au = 0, C3-027.D1), la primera identidad con f =19 = uda

$Vu-nds=[,0=0.1

Ejemplo C4-020.E1 (conservacion de la masa en el plano)

Sean ]/ c R un intervalo abierto, U ¢ R? abiertoy p, v de clase C! en ] x U. Siparatodo t € |
y todo disco cerrado D = B(p,r) © U, con su borde orientado dD de C4-016.C2, % fD p =
= fﬁaD pv -nds, entonces d;p + div(pv) = 0enJ X U (div en x).

. Fijemos t € J. Por la regla de Leibniz (C4-012.T3, con K = B(p,r), compacto de Jordan por

d
C4-016.C2y C4-016.T4), == [ s p = [y 0Pt ).

. xpp(t,x)v(t,x)esClenU,yporTl, $pv-nds = fg(pr) div(pv)(t,-).

La hipétesis da fE(p,r) (atp + div(pv))(t, ) = 0 para todo disco cerrado en U (linealidad, C4-
005.T4).

w = (atp + div(pv))(t, ) es continua en U, y su integral en todo disco pequefio B(p, 1) es 0; por
la segunda parte de C4-007.C2, w = 0 en U. Como t era cualquiera, d9;p + div(pv) = 0enJ X U.
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Por qué cada hipotesis

- F € C cercadep (T2). Para el campo radial F (x) = x/|x|? en R?\ {0}, divF = 0 fuera del origen,
pero en la circunferencia de radio r alrededor de 0, F - n = 1/r y $§ F - nds = 2m: el cociente
2m/(mr?) - oo. El campo no esta definido (nies C1) enp = 0.

- Discos que se encogen (T2). Para r fijo, el cociente es el promedio en el disco, no el valor en el
centro: para (x?y,senx + y3) en (1,2) con r = 0.1 el cociente de flujo difiere de 16 en una

cantidad del orden de r?2.

Ejercicios

1. Comprueba T1 para F(x,y) = (x3,y?) en el disco unitario.

2. Calcula el flujo de F(x,y) = (x,y) hacia afuera por la elipse x?/9 + y?/4 = 1 sin parametrizar
el flujo.

3. Demuestra que si u es armoénica en un abierto que contiene a un parche D y u = 0 en la traza de
d,D, entonces [, |[Vu|*> = 0.

4, ParaF = (—y,x)/(x? + y?), calcula -‘ﬁcr F - nds alrededor del origen. ;Qué dice T2?

5. En E1, ;qué ecuacion queda si la velocidad v es constante? Interprétala.

Respuestas

1. divF = 3(x? + y?), integral 3m/2; flujo: ffn(cos4 t + sen*t) dt = 3m/2.

2. divF = 2:flujo 2 - 6w = 12r (4rea de la elipse, C4-016.E1; la elipse es un parche).

3. Primeraidentidad con f = g = u: [, [Vu|* = $uVu-nds— [, uAu = 0 (el integrando de la linea
tiene el factor u(y) = 0).

4. F -n = 0 en esas circunferencias (F es tangente): 0. T2 no se aplica en 0 (F no esta ahi), pero el
cociente da 0, consistente con div F = 0 fuera del origen.

5. div(pv) = v - Vp,asi que d;p + v - Vp = 0: alo largo de cada recta x + tv, %p(t,x +tv) =0

(cadena). La densidad se transporta sin cambiar, con velocidad v.



C4-021 - Teorema de Stokes

Motivacion

La red para mariposas

Una red para mariposas tiene un aro rigido y una red de tela. Puedes estirar la red plana, como
un tambor, o dejarla colgar honda, como una bolsa. El aro es el mismo. Si un viento que gira,
F = (—y,x,0), sopla a través de la red, ; el «flujo del giro» por la red depende de su forma?

No depende. Con un aro de radio R = 0.2 m, el flujo de rot F = (0,0, 2) por la red plana es
2mR? ~ 0.2513; por la red semiesférica, también 0.2513; por un casquete mas hondo de radio
0.3, otravez 0.2513; y la circulacién del viento alrededor del aro es 0.2513. El teorema de Stokes
dice que el flujo del rotacional por una superficie solo depende de su borde.

Doénde falla la analogia: una red real deja pasar el aire por sus agujeros y se mueve con el viento;

aqui la superficie es fija y el campo esta dado.

Parte 1 - El teorema de Stokes para parches

Definicion C4-021.D1 (parche para Stokes y su borde)

Sean Q un rectanguloy ® : Q — R3 la restriccién de una funcién C? en un abierto W > Q.
S := ®(Q) y su borde orientado es 045 := ® o dQ. Sus cuatro lados son @ o 44, ..., P o A4 (los
lados de Q de C4-016.T1) y

f F-dy:f F-dy+f F-dy—f F-dy—f F - dy. (%)
6¢S q)oll ¢°Az ¢)°A3 ¢’°l4

La férmula (*) sale de C4-014.T1, como en C4-016.D2. No se pide que @ sea inyectiva ni regular.

145
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Teorema C4-021.T1 (teorema de Stokes)

Si F € C* en un abierto que contiene a #(Q), entonces [f, rotF -dS = ¢, (F-dy.

Idea de la demostracion
La misma de Green, sin regresar: se jala la integral de linea al rectangulo, se usa Green ahi, y el
rotacional del campo jalado es justo el integrando del flujo de rot F. Como no hay que volver a

una regién del plano, no hace falta el cambio de variables, ni inyectividad, ni regularidad.

Demostracién. Sea V el abierto donde F es CL.

1. W' :=W n® (V) es abierto (C3-012.T4) y contiene a Q; en él ® es C2y d(W') c V.
2. Por el cambio de variable en integrales de linea (C4-016.T2, con k = 2,n = 3): Sﬁaq,s F-dy =

Fpego F - Ay = §,, @°F - dy.
3. Por C4-016.T3, ®*F € C1(W', R?), y por Green en el rectangulo (C4-016.T1):

)ﬂ O*F - dy =f (01.(®*F)y — 0,(P*F),).
a2Q Q

4. Por C4-016.T3 conn = 3, el integrando es (rotF o @) - (¥, X ®,).
5. ® esuna superficie parametrizada sobre el compacto de Jordan Q (C4-018.D1, C4-005.T3) y rot F
es continuo en ®(Q) (C3-027.D1), asi que por C4-019.D2 la integral del paso 3 es ffq) rotF - dS.

A La orientacion viene del orden de las variables

El borde @ o dQ y la normal ®,, X ®,, estdn amarrados: si intercambias u y v, el normal cambia
de signo (C3-006.T1) y el borde se recorre al revés, y los dos lados de Stokes cambian de signo
juntos. Es la «regla de la mano derecha»: con el pulgar en la direccién de N, los dedos recorren
el borde.




Céalculo en varias variables II 147

Parte 2 - Dominios mas generales, ejemplos y el significado del

rotacional

Corolario C4-021.C1 (dominios de parametros mas generales)

Sio : Q » R?es C? (por ejemplo un parche plano de C4-016.C1 0 C4-016.C2) y @ es C? en un
abierto que contiene a g (Q), Stokes vale para ® o g, y si o es un parche plano el flujo por @ oo es
el flujo por @4y (C4-019.T1). En particular, para la grafica ®(x,y) = (x,y, h(x,y)) sobre un
disco B(p, 1) (o de C4-016.C2 con r; = 0), la circulacién por el borde es la de la circunferencia

levantada t » ®(p + r(cost,sent)),t € [-m, ).

Demostracion.

1. Sean W, > Q el abiertodonde g es C?y Wy D a(Q) elde ®. W,No~1(Wy) esabierto (C3-012.T4),
contiene a @, y ahi @ o g es C? (€3-023.C1). Por C4-021.T1, [f, _rotF -dS = F-dy,y
PogodQ =Po(d,;D).

2. Si o es un parche plano, D := ¢(Q) es de Jordan (C4-016.T4) y compacto (C3-014.T1),y @],
es una superficie parametrizada (C4-018.D1). C4-019.T1 con h = o,D’' = Q, U, = intQ (o
inyectiva con detDo > 0 ahi, C4-016.D2) y Q \ U, = 0Q de contenido cero (C4-003.T4) da
Jpoy TOLF - dS = ff¢|D rotF - ds.

3. Grdficas sobre un disco. Sea ®(x,y) = (x,v,h(x,y)) con h de clase C? cerca de B(p,7) y o el
parche del disco de C4-016.C2 (r; = 0). Por el paso 2, ff¢|B(p,r) rotF -dS = fﬁcboaau F - dy.En (%),
®ogod; = Pogol;zsecancelan, @ o g o 1, es constante y queda la circunferencia levantada

t > ®&(p +r(cost,sent)), t € [-m,m]. W

ﬁcboa'oaQ

Ejemplo C4-021.E1 (semiesfera)

Con®(¢p,0) = Rwen[0,m/2] X [—m, ], 39S es el ecuador en sentido positivo (loslados 6 = +r
se cancelan y el lado ¢ = 0 es constante); para F = (—y, x,0), los dos lados de Stokes valen
2mR2.

Sea Q := [0,7/2] X [—m, 7] (¢ en la primera coordenada, 6 en la segunda); ® es C* en R?.

1. Los lados (figura). Por C2-014.C1 (cos(+m) = —1, sen(+m) = 0):

- ®o Ay(t) = ®(t,—m) = R(—sent,0,cost), t € [0,m/2]: el meridiano del polo norte al
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ecuadorenel planoy = 0,x < 0.
- ®oA5(t) = P(t,m) = R(—sent,0,cost): el mismo camino.
- ® o, (t) =D(m/2,t) = R(cost,sent,0),t € [—m, ]: el ecuador en sentido positivo.
- ®ol,(t) = P(0,t) = (0,0, R): constante.

2. En (%) el meridiano se cancela y el lado constante da 0 (C4-014.T1): 5ﬁa¢s F-dy = fecuador F-dy.

3. Enelecuador, F(y) - ¥’ = (—Rsent)(—Rsent) + (R cos t)(R cos t) = R?,y la integral vale 2nR?
(como en C4-014.E1).

4. El flujo. rotF = (0,0,2) (C3-027.E1) y N = R?sen¢@ w (C4-018.E1), asi que rotF - N =
2R? sen ¢ cos ¢ y, por Fubini (C4-006.C1) y Barrow (C2-009.C1),

/2

1
ﬂ rotF-dS=2n-2R2j sengocos<pd<p=4nR2-§=2nR2.
@ 0

Los dos lados coinciden, como dice C4-021.T1.

Figura 22: La semiesfera y su borde orientado: el ecuador en sentido positivo, el meridiano 8 = +m

recorrido dos veces en sentidos opuestos y el polo, un lado constante.

El disco plano del mismo borde (la gréfica de h = 0 sobre B(0, R)) da por C4-021.C1 la misma circun-

ferencia, y su flujo es fé(o R) 2 = 2mR?:lared plana y la honda del gancho coinciden.
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Corolario C4-021.C2 (superficies cerradas)

Para la esfera completa (® = ¢ + Rw en [0, ] X [—, 7]) la integral sobre d4S es 0; asi [[ rot F -

dS = 0 paratodo F € C?! cerca de la esfera.

Demostracion. Con Q = [0, ] X [—m, 7]

1. PoAi(t) =c+ R(—sent,0,cost) = ®oA3(t), t € [0,m] (C2-014.C1): se cancelan en (*).
2. ®ol,(t) = d(m,t) =c—Rez3yPod,(t) = (0,t) = c+Re; (C2-014.T5,C2-014.C1): constantes,
con integral 0.

3. Asi§; ¢F-dy =0,yporC4-021.T1 [[, rotF -dS=0.1

Teorema C4-021.T2 (significado del rotacional; cierra C3-027, rot)

Sean U c R3 abierto, F € C*(U), p € U, n unitario y u,w con (u,w,n) ortonormalyu X w = n

(C3-006.T2). Para el disco @,.(p,0) i=p+pcosfu+psenfw (0 < p <r,|0| <m)conborde
1

Crirot F(p) - n = hmyor — gﬁcr F-dy.

Idea de la demostracion
Por Stokes, la circulacion por C, es el flujo de rot F por el disco, y en polares ese flujo es la integral

de rot F - n sobre un disco del plano: el cociente es un promedio, y tiende al valor en el centro.

Demostracién. Seary > 0 con B(p,15) < U (C3-008.D1)y 0 < r < 1.

1. El disco estd en U. Como (u, w) son ortonormales, |y;u + y,w|? = y? + y2 (C3-001.T2), asi que
|®,.(p,0) —p| =p <1 <15 (C2-014.T5). P, esC* enR?y Fes Cl en U D ®,.(Q), con Q :=
[0,7] X [—m, m].

2. El normal. 0,®, = cosfu +senfwy dg®, = —psenbu + pcosdw. Por la bilinealidad y la

antisimetria del producto cruz (C3-006.T1)yu X w = n:
0, @, X 0g®, = p(cos?f +sen* O uxw =pn.

3. Elborde. Por C2-014.C1, ®,.(t, £7) = p—tu:loslados A4, A3 dan el mismo camino y se cancelan en
(*); @,-(0,t) = p es constante; queda la circunferenciat » p + rcostu + rsent w (C4-014.T1).

Asi gﬁc F - dy esla circulacidn por esa circunferencia.
T
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4. Stokes. Por C4-021.T1 y el paso 2,

3€ F~dy=f rot F(®,.(p,0)) -npdpdo.
G Q

T

5. Enpolares. Sea 0 := {y € R? : p+y,u+y,w € U}, abierto (C3-012.T4) con B(0,7) c O (paso 1),
yg(y) :=rotF(p+y,u+y,w)-n, continuaen 0 (C3-012.T2). Como ®,.(p, ) = p+y,u+y,w con
y = P(p, 0), el integrando del paso 4 es g(P(p, 8)) p, y por las integrales en polares (C4-011.T2

con p(6) = r en [—m, ], cuya regién polar es B(0,7)):

ol
C B(0,r)

6. El limite. c(B(0,7)) = mr? (C4-007.E1), y por el lema de los promedios (C4-007.C2) en O,
1
— fB(o,r)g - g(0) =rotF(p) -n. A
Asise cobralapromesade C3-027:1a componente de rot F en la direccién n esla circulacién por unidad

de area en un disco perpendicular a n, que se encoge.

Ejemplo C4-021.E2 (vorticidad)
Para la rotacidn rigida v(x) = w X x, rot v = 2w: la circulacion por unidad de area alrededor de

nes2w-n.

1. v = (wyx3 — W3Xy, W3X] — W1X3, W1X; — w,X1) (C3-006.D1), con w constante.

2. Por C3-027.D1y C3-015.T1: rotv = (w1 + w1, Wy + Wy, W3 + W3) = 2w.

3. Por C4-021.T2, la circulacién por unidad de area en discos perpendiculares a n tiende a 2w -
n (aqui es exactamente 2w - n para todo r, porque g es constante). Un molinillo con eje en la

direccidn w gira; con eje perpendicular a w, no.

Por qué cada hipétesis

- F € C?! cerca de ®(Q). El campo F = (—y,x,0)/(x? + y?) en R3 sin el eje z tiene rot F = 0 ahi,
pero su circulacion por el ecuador de la esfera unitaria es 2m. La semiesfera corta al eje z en el
polo, donde F no esta definido: Stokes no se aplica y no hay contradiccién.

- @ de clase C2. La prueba usa C4-016.T3, cuya cancelacién de segundas derivadas pide Schwarz
para .

- Inyectividad y regularidad: no hacen falta. En C4-021.E1 la semiesfera no es regular en el polo y
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pega los lados 8 = +m; el teorema vale igual.

Ejercicios

1. Verifica Stokes para F = (z, x, y) en la semiesfera superior de radio 1 (los dos lados valen 7).

2. Calcula § F - dy para F = (y?, 22, x?) alrededor del tridngulo de vértices ey, e,, e3 (orientado por
d(u,v) = e; + u(e, —e;) + v(ez3 — eq) sobre el triangulo de parametros {u,v = 0, u + v < 1},
que es una region de tipo I con ¢ = 0, ¢, = 1 —u), con C4-021.C1.

3. Demuestra que si F = Vf con f € C?, ambos lados de Stokes son 0 para toda ®.

4. Con C4-021.T2, calcula la circulacién por unidad de area de v = (0,0, x) alrededor den = e, y
den = e;.

5. ;Por qué C4-021.C2 no contradice que el flujo de F(x) = x por la esfera sea 4mR3?

Respuestas

1. rotF = (1,1,1); flujo [senp w - (1,1,1) = = (las partes en cos 6, sen 8 se anulan); ecuador:
[R?cos?t =m.

2. rotF = (=2z,—2x,—2y),N =(1,1,1);enelplanox + y+z = 1,rot F - N = —2, y el flujo sobre
el triAngulo de parametros (area 1/2) es —1. La circulacién e; = e, = e3 = e; es —1.

3. rotVf = 0(C3-027.T1) y $ Vf - dy = 0 en un camino cerrado (C4-015.T1).

4. rotv = (0,—1,0): —1 alrededor de e, y 0 alrededor de e5.

5. F(x) = x no es un rotacional: divx = 3 # 0, y divrot G = 0 para todo G € C? (C3-027.T1).



C4-022 - Teorema de Gauss

Motivacion

Una masa de pan que se esponja

Una bola de masa de radio R = 5 cm se esponja: en un instante, cada punto se aleja del centro
con velocidad v(x) = kx, con k = 0.01 por minuto. ;Cudnto volumen cruza la piel de la bola por
minuto?

Hay dos maneras de contarlo. Por fuera: en la esfera, v apunta hacia afuera con rapidez kR, y el
flujo por la esfera es kR - 4mR? = 4wR3k ~ 15.71 cm®/min. Por dentro: cada centimetro ctibico
de masa «produce» divv = 3k = 0.03 cm?®/min, y la bola tiene 523.6 cm?; el total es otra vez
15.71 cm?/min.

Que las dos cuentas coincidan siempre es el teorema de Gauss: el flujo por la frontera es la inte-
gral de la divergencia. La prueba es la de Green y Stokes con una dimensién mas: jalar el campo
a una caja, usar el teorema fundamental en cada variable y regresar con el cambio de variables.
Dénde falla la analogia: una masa real no es una bola, no se esponja igual en todas partes y su

piel se mueve; aqui miramos un instante y un campo fijo.

Parte 1 - Dos identidades algebraicas

Para jalar un campo a una caja hace falta saber qué le pasa a la divergencia. La respuesta es la identidad

de Piola, y su corazén es una identidad de determinantes.

Teorema C4-022.T1 (identidad de la traza)

ParaA3x3ya,b,c € R3a-(bxc)=detfabcly

(Aa) - (bxc)+a - ((Ab) xc)+a-(b X (Ac)) = (a1 +azy +azz)-a-(bXxc).

152
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Idea de la demostracion
El lado izquierdo es una funcién de (a, b, ¢) lineal en cada lugar y que se anula si dos vectores
se repiten, igual que el determinante. Por la unicidad del determinante (AL.4 A Algebra Lineal),

es un multiplo de él; el multiplo se lee en la base canénica y es la traza.

Demostracién. Escribimos det[a b c] para el determinante de la matriz de columnas a, b, c.

1. El desarrollo 3 X 3 por la primera columna (AL.4) da

det[a b c] = a;(byc3 — bzcy) + ay(bscy — byc3) + az(bicy; — bycq)
=a-(bxc)

(C3-006.D1, C3-001.D2). Es la primera afirmacion.
2. SeaL(a,b,c) :=(Aa)-(bxc)+a-((Ab)xXc)+a- (b X (Ac)).Porel paso1,

L(a,b,c) = det[Aa b c] + det[a Ab c] + det[a b Ac].

3. L es lineal en cada uno de sus tres argumentos: x — Ax es lineal (AL.1) y det es lineal en cada
columna (AL.4); cada sumando es lineal en @, en b y en ¢, y una suma de lineales es lineal.

4. Intercambiar dos columnas cambia el signo de det: como det se anula si dos columnas son iguales
(AL.4),

0=det[x+y x+y z] =det[x y z] + det[y x z]

(multilinealidad y det[x x z] = det[y y z] = 0), y lo mismo con cualquier par de columnas.

5. L se anula si dos argumentos son iguales. Si a = b, el ultimo sumando repite columna y, por el
paso 4, det[Aa a c]+det[a Aac] = 0.Sib = c, el primer sumando repite columnay det[a Ab b] +
det[a b Ab] = 0.Sia = c, el segundo repite columnay det[Aa b a]+det[a b Aa] = 0 (intercambio
de las columnas 1y 3).

6. Sea 4 := L(ey, ey e3). Como Ae; = ), a;je; (AL.1), por la linealidad en una columna
det[Ae; e; e3] = ), a;1detle; e; e3] = ag;detl; = ay; (los otros sumandos repiten co-
lumna; AL.4). Igual det[e; Ae, e3] = a,, y det[e; e, Ae3] = az3. Asid = a4 + ay, + ass.

7. SiA # 0, L/2 es multilineal (paso 3), se anula con columnas repetidas (paso 5) y vale 1 en
(eq, e, e3); por la unicidad de AL.4, L/A = det, es decir, L = A det.

8. Sid = 0, det +L es multilineal, se anula con columnas repetidas y vale 1 + 0 = 1 en (eq, e, €3);
por la unicidad, det +L = det, asique L = 0 = A det.

9. Enlos dos casos L(a,b,c) = Adet[a b c] = (a1 + ay, +azz)a- (b xc) (pasol). W
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A Por qué el caso A = 0 va aparte

. Launicidad de AL.4 habla de funciones que valen 1 en la identidad. Si la traza es 0 no se puede
. dividir entre ella; por eso se suma det y se usa la unicidad para la suma.

Teorema C4-022.T2 (identidad de Piola)

Sean W c R3 abierto, ¥ € C?(W, R3?) con variables (u, v,w) y F € C! enun abierto que contiene
avY(Ww).

G = ((FoW)- (¥, x W), (FoW)- (¥ X W), (FoW)- (¥, x¥,))

esClydivG = (divF o W) - det DW.

Idea de la demostracion

Se deriva con la regla del producto y la de la cadena. Los términos con segundas derivadas de ¥
se cancelan por Schwarz y la antisimetria del producto cruz; lo que queda es la identidad de la
traza con A = DF(\P).

Demostracion. Escribimos Wy, W,, W5 por Wy, ¥, ¥, ¥;; := 0;0;'¥ (componente a componente), F =
FoWyA := DF o ¥ (una matriz en cada punto de W). Asi G; = F - (W, X ¥3), G, = F - (W3 x ¥)),
G3 = ﬁ . (Lpl quz)

1. F es C' en W (C3-023.C1) y cada W¥; es C! porque W es C? (€C3-018.D1). Cada G, es una suma
de productos de componentes de estas funciones (C3-006.D1, C3-001.D2), asi que G € C1(W)
(C3-018.T2).

2. Porlaregla de la cadena, 8}-I:" =AY, (C3-023.T1, C3-022.T1).

3. Para campos a, b de clase C* en W: di(a-b)y=0dja-b+a-0djbydj(axb) =0djaxb+aXxo;b.
En efecto, a - b y las componentes de a X b son sumas de productos de componentes, y basta la
regla del producto (C3-016.T3) en cada una (C3-006.T1 da lo mismo para el producto cruz).

4. Conlos pasos 2y 3,0,G; + 0,G, + 03G3 = P + S, donde

P:= (AY,) - (W, X W3) + (A¥,) - (W3 X W) + (A¥3) - (W1 X W)
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y S es la suma de los seis términos con segundas derivadas:

Szﬁ'[l‘plz Xl‘p3+l'ple‘pl3+l‘p23 Xq-’l
+ W X Wy + Way X W, + W) X Wyy|

(C3-001.T2 para sacar F como factor comun).

5. Por Schwarz, ¥;; = ¥;; en W (C3-018.T1 en cada componente, ¥ € C?).Conbxa = —(axb) (C3-
006.T1) los seis términos se cancelan por pares: W, X W + Wy X W, = 0, W X W3+ W3 X, =0
yWos X W, + ¥, X W,53 =0.AsiS = 0.

6. Por el paso 1 de C4-022.T1 y el paso 4 de su prueba (dos intercambios de columnas no cambian

el signo):

(Al‘pz) . (l‘pg X l‘pl) = det[Ale lp3 l‘pl] = det[l‘pl Al‘pz l‘pg] = l.IJl . ((Alpz) X lp3),
(AI.IJ3) . (l.IJl X l‘l”z) = det[AlP3 lpl l'pz] = det[l‘pl l'pz ALIJ3] = l'pl . (LIJZ X (ALIJ3)).

7. Entonces P es el lado izquierdo de C4-022.T1 con (a, b, c) = (¥;,¥,, ¥3),y
P = (tI‘A) l‘pl . (l‘pz X q”g) = (tI‘A) det[l‘pl lpz l'IJ3].

8. Las entradas diagonales de A = DF o W son 0;F; o ¥ (C3-022.T1), asi que tr4A = divF o ¥ (C3-
027.D1); las columnas de DW son ¥;, ¥,, W5 (C3-022.T1), asi que det[¥; ¥, W3] = det DW.
9. PorlotantodivG = P + S = (divF o ¥) det DW¥ (C1-005.T12 para reagrupar). B

A La hipétesis C?

Las cancelaciones del paso 5 son la igualdad de las derivadas cruzadas. Con ¥ solo Ct, G ni si-

quiera tiene por qué ser derivable: los vectores ¥,, X W, solo serian continuos.
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Parte 2 * El teorema de Gauss

En una caja

Teorema C4-022.T3 (Gauss en una caja)

Sean B = [ay, b;] X [ay, b,] X [az, b3] y G € C! en un abierto que contiene a B. Entonces

-[BdiVG = Z [JBl Gi|xi=bi - '[Bi Gileaz]'

con B; la caja de las otras dos variables.

Idea de la demostracion

Cada fB 0;G; se calcula integrando primero en x; (Fubini) y usando Barrow en esa variable.

Demostracién. Sea O un abierto con B € 0y G € C(0).

1. Cada 0d;G; es continua en B (C3-017.D1), asi que por C4-006.C2 su integral sobre B es una integral
iterada en cualquier orden; tomamos x; como la variable de adentro y las otras dos, en su orden,
afuera.

2. Fijemosi = 3y (x1,x;) € B3 = [aq,b1] X [a;, b3]. El conjunto {t : (xq,x,,t) € O} es abierto
(C3-012.T4, preimagen de O por t = (xq,x,,t)) y contiene a [az, b3]. En él, t = G3(xq,x3,t) es
derivable con derivada d5G3(xq, x5, t) (C3-015.T1), continua.

3. Por Barrow (C2-009.C1),

b3

03G3(x1, X2, t) dt = G3(x1, X3, b3) — G3(x1, X3, az).
as

4. La funcién de (x4, x,) asi obtenida es continua en B3, y por C4-006.C2 en R? y la linealidad (C4-

001.T5),
L63G3 = LS G3|x3:b3 —LS G3|x3:a3.

5. Parai = 1, 2 se repiten los pasos 2-4 con x; adentro (C4-006.C2 permite cualquier orden, y C4-
006.T2 dice que el orden de las dos variables de B; no cambia la integral).
6. Como divG = 8,G; + 0,G, + 93G5 (C3-027.D1), la linealidad de la integral (C4-001.T5) da la

formula. B
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Sélidos parametrizados

Definicion C4-022.D1 (s6lido parametrizado y flujo por su frontera)

Sean B una cajay ¥ : B — R3 la restriccién de una funcién C? en un abierto que contiene a
B, inyectiva en int B y con det D¥ > 0 en int B; V := W(B). Sus seis caras son las superficies

parametrizadas (C4-018.D1; pueden degenerar y no ser parches, como en la bola)
de(v, w) :=¥(by0a;,v,w), CD%(W, u) :=W¥(u, b, 0a,w), CD%(u, v) :=¥Y(u,v,bz0a3),

y el flujo por la frontera orientada es

®ay (F) ==Z[H¢;F-d5‘—ﬂ i_F-dS].

El orden de los parametros de cada cara es ciclico: (v, w), (w,u), (u, v). Asi la normal de la cara d);—r es
el vector que aparece en la componente G; del campo de Piola: ¥, x ¥, ¥,, X ¥,,, ¥,, X ¥,,. El signo —
en las caras ®; voltea esa normal; en la cajay en la bola el resultado es la normal exterior (C4-022.C1,
C4-022.C2).

Teorema C4-022.T4 (teorema de Gauss)

SiV = ¥(B) es un sélido parametrizado y F € C! en un abierto que contiene a V, entonces V es

de Jordany

f divF = dyy (F).
|4

Idea de la demostracién

f divF = f (divF o W) detDVY = f div G = (caras),
14 B B

por el cambio de variables con un conjunto excepcional, Piola y Gauss en la caja; cada término

de cara es un flujo.

Demostracién. Sean O un abierto con V. € Oy F € C*(0),y W un abierto con B ¢ W y ¥ de clase C?
en W.
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W' :i={y e W :¥(y) € 0} es abierto (C3-012.T4) y contiene a B (porque ¥(B) = V c 0); en

W, WesC?y¥YW') co.

. Cambio de variables. Aplicamos C4-011.T1 con U := W', g := ¥, A := B (de Jordan y cerrado,

C4-005.T3), Uy := intB (ahi W es inyectivay detD¥ > 0)y Z := B \ intB = 0B (C3-008.T3),
que tiene contenido cero (C4-003.T4). Asi V = W(B) es de Jordan.

. V es compacto (C3-014.T1) y div F es continua en VV (C3-027.D1), luego acotada (C3-014.C1) e

integrable en V (C4-005.T4 a). C4-011.T1 da

fdivF=f(divFo‘P)|detDLP|.
\%4 B

. EnintB, | det D¥| = det DW; las dos funciones continuas (div FoW)| det DW¥| y (div Fo W) det DV

difieren a lo mas en 0B, de contenido cero, asi que tienen la misma integral sobre B (C4-005.T4
d).

. Piola. Con el campo G de C4-022.T2 en W': G € C*(W') ydivG = (divF o ¥) det D¥. Por los

pasos 3-4, [, divF = [, divG.

. Gauss en la caja. Por C4-022.T3,

LdivG =Z [Li Gi|xi=bi _Li Gilxi=ai]'

. Las caras. ® (v,w) = W(by,v,w) es la restriccion a B; = [a,, b,] X [as, b3] de una funcién

C? en el abierto {(v,w) : (b;,v,w) € W'} (C3-012.T4), que contiene a B;: es una superficie
parametrizada (C4-018.D1). Sus parciales son ¥,,(b;, v, w) y ¥,, (b1, v,w) (C3-015.T1), asi que su
normal es (¥, X ¥,,)(by, v,w) y, por C4-019.D2,

fLT F-dS= Ll F(W(by,v,w)) - (Wp X W) (by, v, W) = Ll Gil e, -

. Igual, ®7 da fBl Gy ly=a,; ©3 (w, u) tiene normal ¥,, XW, y da [ G, |y=p, o o, SObTe [as, bs]x[ay, by ],

que es la integral sobre B, (C4-006.T2); CI%(u, v) tiene normal ¥,, X ¥, y da f33 G3lw=bs 0 as-

. Sustituyendo en el paso 6 (C4-022.D1): fv divF = &, (F). 1

A La frontera se define, no se adivina

@,y es una suma de seis flujos por las caras de la caja transportadas por . Qué superficie es
«la frontera de V» se comprueba en cada ejemplo: en la bola, cuatro de las seis caras no aportan

nada.
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Bolas, cajas y s6lidos entre graficas

O0=m
.
=
< 07 | [
p = 0:un puntp
—7 A
0=—m
0 R
p

Figura 23: Corte ¢ = m/2 de la parametrizacion de la bola. A la izquierda, el rectangulo de parametros
(p, 8); ala derecha, su imagen. El lado p = 0 se colapsa en el centro y los lados & = +m caen sobre el

mismo segmento, recorrido con orientaciones opuestas.

Corolario C4-022.C1 (bolas)

ParaV = B(c,R) con ¥(p,9,0) = c + pw(p,0) en [0,R] X [0, 7] X [—m, 7], Pay (F) es el flujo
por la esfera de C4-018.E1 (normal exterior R? sen ¢ w): las carasp = 0,9 = 0y ¢ = m tienen

normal 0 y las caras 8§ = +m son el mismo parche con orientaciones opuestas. Asi

[ awe=[[ s
B(c.R) Sr(©)

Demostracién. Sea B := [0, R] X [0, ] X [—m, ], con (u,v,w) = (p, @, 6).

1. ¥ = c+E, conE las esféricas (C3-013.D1), es de clase C* en R3: sus componentes son productos
de p con senos y cosenos (C2-014.T6, C3-018.T2, C3-023.C1).

2. DY = DE,asi que det D¥ = p? sen ¢ (C3-022.E1),que es > O enint B = (0,R) X (0, 1) X (—m, )
porquesen@ > 0si0 < ¢ < m (C2-014.T4).

3. Inyectiva en int B. Las dos primeras coordenadas de E(p, ¢, 8) son p sen ¢(cos 6, sen 8), de norma
pseng > 0enintB (C2-014.T5). Si W(q) = W(q') conq,q"' € intB, el punto E(q) = E(q") esta
fuera del eje, y por la unicidad de C3-013.T2 (con 8 € (—m,]),q = q'.

4. ¥(B) = B(c,R). Por C3-013.T2, |¥ — c| = |E| = |p| < R. Reciprocamente, sea |x — c| < R
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yy = x—c.Si(y1,y2) # (0,0),C3-013.T2day = E(p,9,0) conp = |y| < R, ¢ € (0,m),
0 € (—m,m].Siy=(0,0,t):parat =0,y = E(t,0,0),yparat <0,y = E(—t,m, 0) (C2-014.C1).
AsiV := W(B) = B(c, R) es un sélido parametrizado (C4-022.D1).

5. Parciales. Por C3-015.T1y C2-014.T6: ¥, = w, ¥, = p wy, y Yy = p wg, con

w, = (cos ¢ cos B, cos ¢ sen B, —sen @), wg = (—sen@send,sen @ cos,0).

6. Carap = R. ®F(p,0) = c + Rw (¢, 0) en [0, 7] X [—m, 7] es la parametrizacion de la esfera Sg(c)
de C4-018.E1, con normal R? sen ¢ w. Su término es + fst(c) F-ds.

7. Carap = 0. ®1(¢,0) = ¥(0,9,0) = c; sus parciales son ¥, (0,) = ¥4(0,-) = 0, sunormal es
0x 0 =0/(C3-006.T1) y su flujo es 0 (C4-019.D2).

8. Carasp =0y ¢ =m. CD%(B,p) = W¥Y(p,m00,08). Comosen0 = senw = 0 (C2-014.C1), wg =0
ahi, asi que 69<I>;—r = 0y la normal GQCD}—L X apCD% es 0 (C3-006.T1): flujo 0.

9. Caras 8 = +m. Como cosw = cos(—m) = —1ysen(+m) = 0 (C2-014.C1, C2-014.T5), w(p, m) =
w (@, —m) para todo ¢. Las funciones (p,p) » Y(p,p,m) y (p,p) = ¥Y(p,p, —m) son la misma
en todo R?, asf que ®3 y &3 tienen las mismas parciales, la misma normal y el mismo flujo: su
término ffd); — ffd)g es 0.

10. Por los pasos 6-9, @5, (F) = fst(c) F - dS,y C4-022.T4 da la formula. La normal R? sen ¢ w es

exterior: w = (x — c¢)/R apunta de c hacia el punto x de la esfera. &

Corolario C4-022.C2 (cajas y solidos entre graficas)

Para una caja (¥ = identidad) @, esla suma de los flujos por las seis caras con normal exterior;
si hy < h, son C? en un abierto que contiene a un rectangulo K, el sélido entre sus graficas es
Y(K x [0,1]) con W(u,v,t) := (u, v, hy + t(hy — hy)).

Demostracion.

1. La caja. La identidad es C*, inyectivay detl3 = 1 > 0 (AL.4): B es un s6lido parametrizado con
V =B.

2. Sus caras: d>1i(v, w) = (b; 0aq,v,w) tiene normal e, X e3 = ey; CD%(W, u) = (u,by; 0a,,w),
normal e3 X e; = ey; CI%(u, v), normal e; X e, = e3 (C3-006.D1). En la cara x; = b; la normal
e; apunta hacia afuera de B; en x; = a; el signo — de C4-022.D1 la cambia por —e;, que también
apunta hacia afuera. Asi @4y, (F) es la suma de los seis flujos con normal exterior (y C4-022.T4 es
C4-022.T3 con G = F).

3. Entredos grdficas. Sean K = [ay, b;] X [a,, b,] y O O K abierto donde hy, h, son C2. W (u, v, t) :=
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(u,v, hy(w,v) + t(hy — hy))(uw,v)) es C? en Ox X R (C3-018.T2).

4. Laultima columnade DWes (0,0, h, —h,) ylas dos primeras son (1, 0, *) y (0, 1, *); desarrollando
por la ultima columna (AL.4), det D¥ = h, — h; > 0en K X [0, 1].

5. Wesinyectivaen K X [0,1]: si ¥(u,v,t) = $(u',v',t"),entoncesu = u',v =v'yt(h, — hy) =
t'(h, —hy) conh, —h; > 0,luegot = t'.Suimagenes {(u,v,z) : (u,v) €K, hy <z < h,}: dado
zentre hy y hy, t := (z—hy)/(hy, — hy) € [0,1].

6. Las caras: ®3(u,v) = (u,v,h,(u,v)) es la grafica de h, con normal (—d;h,, —d,h,, 1) (C4-
018.E1), hacia arriba; @3 es la grafica de hy con normal hacia arriba, que el signo — convierte en
hacia abajo. Enlaparedu = b;, ¥, = (0,1,*) y¥; = (0,0, h, —h;) dan ¥,, X ¥; = ((h, —h,),0,0)
(C3-006.D1), hacia afuera; en u = a4 el signo la voltea. En v = b,, ¥; X ¥,, = (0,h, — hy,0),ylo

mismo. Todas las normales resultan exteriores. B

El significado de la divergencia

Teorema C4-022.T5 (significado de la divergencia; cierra C3-027, div)

Si F € C! cercadep,

1
div F = lm —— F - dS.
ivF(p) = hm, c(B(p,7)) .Usr(p)

Demostracion.

1. Sea O un abierto conp € Oy F € C'(0). Hayry, > 0 con B(p,75) < 0 (C3-008.D1), y para
0<71<7yB(p,1)CO.
2. Por C4-022.C1, ffg ;) F - dS =[5, divF paraesosr.
3. ¢(B(p,7)) = 4nr3/3 > 0 (C4-011.E1, C4-005.E1), asi que
_ ff F-dS __ divF
_ . = — v r.
c(B(p, 1)) Vs, c(B(®, 7)) Jawr
4. div F es continua en O (C3-027.D1), y por el lema de los promedios (C4-007.C2) el lado derecho
tiende a div F(p) cuandor —» 0*. W

La divergencia es el flujo hacia afuera por unidad de volumen: lo que Calculo III prometi6 en C3-027.
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Ejemplo C4-022.E1

Para F(x) = x y labola de radio R: [ divF = 3 - (4nR3/3) = 4nR3, el flujo de C4-019.E2.
Verificacién. divF = 3 (C3-027.E1), y por la linealidad y C4-011.E1, fE(O,R) 3 =3-4nR3/3 =
47R3. C4-019.E2 calcul el flujo por la esfera directamente: 4wR3. Coinciden, como dice C4-

022.C1. Es la masa de pan de la motivacién con k = 1.

Por qué cada hipotesis

AF de clase C! en un abierto que contiene a V

E(x) :=x/|x|>esC'en R3\ {0}y ahidivE = },(]x|"3 —3x?|x|™>) = 0 (C3-015.T1, C1-029.T3).

Pero su flujo por la esfera unitaria, con la parametrizaciéon de C4-018.E1, es f[o ix[-mm] ©

sen @ w = 41 # 0. No hay contradiccién: E no es C* cerca del origen, que esta en la bola.

=

1

Con ¥W(u,v,w) = (—u,v,w) en B = [0,1]3 (inyectiva, det D¥ = —1) y F(x) = x, las normales
de C4-022.D1 apuntan hacia adentro de V = [—1,0] x [0,1]%: ®5,(F) = —3, mientras que

J, divF = 3. El signo del jacobiano es la orientacion.

A Inyectiva en el interior

Conlabolay 6 € [—m, 3r] (la esfera recorrida dos veces), det DWW > 0 en el interior, las caras
0 = —my 6 = 3m todavia se cancelan, y para F(x) = x el lado de las caras vale 8mR3; pero
J, div F = 4mR3. Sin inyectividad, [, (div F o W) det DW cuenta V dos veces.

Ejercicios

Verifica Gauss para F = (x3,y3, z%) en la bola unitaria calculando los dos lados.
Calcula @4, (F) para F = (xy,yz zx) yV = [0,1]3 con C4-022.T4.
Demuestra que si H € C? cerca de B(c, R), el flujo de rot H por Sz(c) es 0.

Para el s6lido entre hy = 0y h, = 1 + x2 sobre [0, 1]?, calcula su volumen como @, (z e3).

g ok W e

En la prueba de C4-022.C1, ;qué pasaria si se usara 8 € [0, 2r]? ;Siguen cancelandose las caras?
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Respuestas

1. divF = 3|x|?y [ 3|x|> = 3 - 4r/5 = 121/5 (C4-011.E1). En la esfera, F (w) - wsen ¢ = (w] +
w3 + w3) sen ¢, cuya integral es 3 - 47/5.

2. divF=y+z+ x,yf[oll]g(x +y+2z)=3/2.

3. divrotH = 0 (C3-027) y C4-022.C1.

4. div(ze3) = 1, asi que Py (ze3) = c(V) = f[0,1]2(1 + x2) = 4/3; en las caras solo aporta la de
arriba (en la de abajo z = 0; en las paredes la normal es horizontal).

5. St: w(¢,0) = w(e, 2m) por periodicidad (C2-014.T5), las caras 8 = 0, 2r coinciden y se cancelan;
la inyectividad vale en (0, R) X (0,m) X (0, 2m).



C4-023 - Flujos, presion y ley de Gauss

Motivacion

Una boya de 10 cm de radio

Una boya esférica de radio 0.1 m estd sumergida en agua, con su centro a 2 m de profundidad. El
agua empuja cada pedazo de su superficie hacia adentro con la presion p = py — pog x3 (x3 < 0
bajo la superficie), que es mayor abajo que arriba. ;Cuanto vale la fuerza total?

Sumar a mano las fuerzas sobre la esfera es una integral de superficie de un vector. Con el teo-
rema de Gauss se vuelve una integral de volumen de Vp = (0,0, —pyg): la fuerza es pyg por el
volumen, hacia arriba, unos 41.09 N, sin importar la profundidad ni la presién atmosférica py.
Es el principio de Arquimedes.

Doénde falla la analogia: el agua real tiene oleaje y la presion no es exactamente lineal en la pro-

fundidad; aqui el fluido esta en reposo y la densidad es constante.

Este capitulo es de técnica: tres usos del teorema de Gauss (C4-022.T4) y una herramienta, la extension

radial C?, que reemplaza a las regiones con hueco.

El resultado que justifica el método

Corolario C4-023.C1 (formas vectoriales)

Si V = W(B) es un sdlido parametrizado y f € C! en un abierto que contiene a V, fv o;f =
Doy (fep) parai = 1,2,3 («f, Vf = [[5, fndS»).

Demostracion.

1. Sea O un abiertoconV c Oy f € C(0).El campo F := f e; tiene componentes f (en el lugar i)
y 0,asi que F € C1(0) (C3-017.D1).
2. divF = 9;f (C3-027.D1; las constantes tienen parciales 0, C3-015.T1).

164
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3. Por el teorema de Gauss (C4-022.T4), [, 0;f = [, divF = @5y (f e;). W

La férmula entre comillas se lee componente a componente: en una cara con normal N, fe; - N = f N;.

Ejemplo resuelto: el principio de Arquimedes

Ejemplo C4-023.E1 (principio de Arquimedes)
En un fluido de densidad py con presiéon p(x) = pg — pog X3, 1a fuerza de presién sobre un

cuerpo sumergido V/,
—(q’av(P e1), Py (p e2), Pov (p 33)):

espog - c(V) - es.

Verificacion. V = W(B) es un sélido parametrizado (la fuerza sobre la cara con normal N es —p N: la

presion empuja hacia adentro).

1. p es un polinomio en x, de clase C! en R3, con d;p = d,p = 0y d3p = —pog (C3-015.T1).

2. Por C4-023.C1, Dy (pey) = fv d1p =0y Pyy(pey) =0.

3. Por C4-023.C1 y lalinealidad (C4-005.T4 b), @5, (p e3) = fV(—pOg) = —pog c(V).

4. Lafuerzaes —(0,0,—pyg c(V)) = pog c(V) e3: hacia arriba, igual al peso del fluido desalojado. &

Para la boya, c(V) = 4m(0.1)3/3 m3 y la fuerza es 1000 - 9.81 - 0.0041888 =~ 41.09 N (la cuadratura

numérica de la integral de superficie en tools/checks/C4-023.py dalo mismo).

A py no aparece

1
i
1
. La presion atmosférica es constante: su gradiente es 0 y no empuja. Lo que empuja es la diferen-
I
, cia de presion entre abajo y arriba.

1

Una herramienta: la extension radial

Para campos con una singularidad, como x/|x|3, Gauss no se aplica en una bola que contenga al ori-

gen. En lugar de demostrar Gauss para regiones con hueco, se modifica el campo cerca del origen sin
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cambiarlo lejos.

Teorema C4-023.T1 (extension radial C?)

Sean g de clase C? en (0, ) y ¢ > 0. Existe H € C2(R®) con H(x) = g(|x|) para |x| = &.

Idea de la demostracién
En [0, /2] se pega a g un polinomio par A + Br? + Cr* con el mismo valor, la misma derivada y

la misma segunda derivada en /2. Un polinomio par en |x| es un polinomio en las coordenadas.

Demostracion. Sean s := €/2y go := g(s), 91 := 9'(5), g2 := g" (5).

1. Sean
S92~ 01 g2 — 12Cs?
= Bi=— A:=g,— Bs?—(Cs*
c 853 > , 9o s¢—Cs”,
y h(r) := A+ Br? + Cr*. Entonces h'(r) = 2Br + 4Cr3y h"(r) = 2B + 12Cr? (C1-028.T2,
C1-029.T1).

2. h(s) = g, por la definicién de 4; h"(s) = 2B + 12Cs? = g, porlade B; y
h'(s) = 2Bs + 4Cs3 = s(g, — 12Cs?) + 4Cs® = s g, — 8Cs3 = g,.

3. Seak : (0,00) > Rconk := hen (0,s]yk := gen(s,).En (0,5)yen (s,), kesC?Ens:k
es continua (h(s) = g(s), y las dos son continuas), y en (0, s) U (s, ) su derivada es h' 0 g’, que
tienden a h'(s) = g'(s) cuando r — s. Por el limite de la derivada (C2-014.T2), k es derivable en
sconk'(s) = g1,y k' es continua en s.

4. El mismo argumento con k' (continua en s, derivable fuerade s con k" - g,)dak”"(s) = g, y k"
continua: k € C2((0, »)).

5. SeaH(x) := A+ B|x|?> + C|x|*si |x| < sy H(x) := k(|x|) si|x| > 0. Las dos férmulas coinciden
en 0 < |x| < s (ahi k(Jx|) = h(]x|)), asi que H est4 bien definida en R3.

6. Enla bola abierta B(0, s), H es un polinomio en x;, x, x5 (porque |x|? = ¥, x?), de clase C* (C3-
018.T2).

7. En R3 \ {0}, x ~ |x| es C%: es /- compuesta con el polinomio positivo ), x,y /- es C2 en (0, ),
porque su derivada 1/(2vt) (C2-014.T1) es derivable con derivada —1/(4t+/t), continua (C1-
029.T3, C1-030.T1, C3-002.T6). Como k es C2, por C3-023.C1 H = k o | - | es C? ahi (C3-016.E1

da su gradiente).
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8. Ser C? es una propiedad local: las parciales de H en un punto solo dependen de H en una bola
alrededor de él (C3-015.T1). Todo punto esta en uno de los dos abiertos de los pasos 6 y 7, asi
que H € C%(R3).

9. Para|x| = e>s5,H(x) = k(]x]) = g(|x|).- A

Ejemplo a medias: la ley de Gauss

Ejemplo C4-023.E2 (ley de Gauss)
E(x) := x/|x|® en R3 \ {0} tiene divE = 0, y su flujo por la esfera Sg(c) es 4w si |c| < Ry 0 si
lc| > R.

Figura 24: Si la esfera Sg(c) encierra al origen, se compara con una esfera chica S;(0). El campo se

reemplaza dentro de |x| < /2 (linea punteada) por uno de clase C?; fuera de ahi no cambia.

Verificacién.

1. Divergencia. En x # 0, por C3-015.T1 y la regla del cociente (C1-029.T3, C1-030.T1),

9;(x;|x|73) = |x|™3 = 3x?|x|°, y sumando, div E = 3|x|™3 — 3|x|?|x|™> = 0.
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2. Centro fuera (|c| > R).Si|x — c| < R, entonces |x| = |c| — R > 0 (C3-001.T4): la bola B(c,R)
esta dentro del abierto R3 \ {0}, donde E es C*. Por C4-022.C1, el flujo es fB(C,R) divE = 0.

3. Centro dentro (|c|] < R).Sea0 < € < R — |c|; entonces B(0, €) € B(c,R) y la esfera Sz (c) esta en
{lx| > €} (C3-001.T4).

4. Por C4-023.T1 con g(r) := 1/rye/2, hay H € C*(R3) con H(x) = 1/|x| si |x] = &/2. Sea
E := —VH, de clase C! en R3. En el abierto {|x| > ¢/2}, V(1/|x]) = —x/|x|® (C3-016.E1, C3-
016.T4 b),asi que £ = E ahi y divE = divE = 0 ahi.

5. Gauss para E en las dos bolas (C4-022.C1):

f divE"sz E-dS, f divE:ﬂ E-dS
B(c,R) Sr(c) B(0,¢) S¢(0)

(en las dos esferas |x| > /2y E = E).

6. B(c,R) eslauniéndisjuntade B(0, )y B(c, R)\B(0, €),ambos de Jordan (C4-005.E1, C4-005.T3);
en el segundo |x| > e y divE = 0. Por la aditividad (C4-005.T4 c), las dos integrales del paso 5
son iguales, y por lo tanto también los dos flujos.

7. Lo que termina el alumno: el flujo por la esfera chica. Con ®(¢,0) = cw, N = £2sen¢ w (C4-
018.E1) y E(sw) = w/c?, asique E - N = sen¢ (Jw| = 1) y, por Fubini y Barrow (C4-006.C1,
C2-009.C1),

Vs s
ff E~d5=f f senpdpdfd =2n-2 =4n
S5¢(0) - Jo

(cos0 — cosm = 2,C2-014.C1,C2-014.T6). A

El flujo no depende del radio ni del centro, solo de si la carga est4 dentro o fuera. Es la ley de Gauss de

la electrostatica (E es el campo de una carga puntual, salvo constantes).

Conservacion de la masa

Ejemplo C4-023.E3 (conservacion de la masa)
SipywvsonC!yparatodabola B del dominio % Js 0 =—[[;5 pv-dS, entonces d,p +div(pv) =

0; un flujo con divv = 0 (incompresible) tiene flujo neto 0 por toda esfera.

Verificacién. Sean | un intervalo abierto de tiempos y U c R3 abierto,conp : JXU - Ryv : JxU - R3
de clase C'; «0B» es la esfera de C4-022.C1.
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. Sea B = B(p,r) < U.Por la regla de Leibniz (C4-012.T3, con K = B compacto de Jordan y d,p

. d
continua), — Jsp = J50:p.

. Parat fijo, x = p(t, x)v(t,x) es C* en U (C3-018.T2). Por C4-022.C1, [f;; pv - dS = [; div,(pv).
. La hipétesis da fB(p r)(atp + div,(pv)) = 0 paratodop € Uytodor > 0 con B(p,r) € U

(C4-005.T4 b).

. Lafuncion d,.p +div, (pv) es continua en U para cada ¢; por el lema de los promedios (C4-007.C2)

esOenU.

. Sidivv = 0y B(p,r) c U, por C4-022.C1 el flujo de v por S, (p) es fé(p » divv = 0:1o que entra

sale. Por C4-022.T5, el reciproco también vale: flujo 0 por todas las esferas chicas da divv = 0.

Ejercicios

;i o W

Un cubo de arista a flota con la mitad sumergida en un liquido de densidad p,. ;Cuanto pesa?
Demuestra que @,y eslineal en F y deduce de C4-023.C1 que fv V(fg) se escribe con @5, (f g €;).
Calcula el flujo de E (x) = x/|x|? por la esfera S,((1,0,0)) y por S;((3,0,0)).

Para g(r) = r~2 y ¢ = 2, encuentra el polinomio h de C4-023.T1.

Sea v(x) = (—x,, x4, 0). Comprueba que es incompresible y calcula su flujo por cualquier esfera.

Respuestas

. Elempuje es pyg - a3/2 (Arquimedes para la parte sumergida), asi que el peso es pyga3/2.
. Cada flujo [f, F - dS es lineal en F (C4-005.T4 b), y @5y es una suma de ellos. [, 3;(fg) =

Doy (fg e

3. |c] =1 < 2:flujo 4r. |c| = 3 > 1: flujo 0.

4,

s=1,go=101=-2g,=6C=(6+2)/8=1,B=(6-12)/2=-3,A=1+3—1=3:
h(r) =3 = 3r? +r*

. divv = 0, asf que el flujo por toda esfera es 0 (C4-023.E3).



C4-024 - Identidades de Green y unicidad

Motivacion

Un melén en el refrigerador

Un melén de radio 1 (en unidades convenientes) madura y produce calor de manera uniforme;
su cascara esta a la temperatura del refrigerador, que llamamos 0. Después de un rato la tempe-
ratura u ya no cambia: el calor que se produce dentro sale por la cascara. En ese estado, Au = —6
dentro y u = 0 en la cascara.

u = 1 — |x|? cumple las dos cosas: vale 1 en el centro y 3/4 a media distancia. ;Es la tinica?
Si hubiera otra, su diferencia w tendria Aw = 0 dentro y w = 0 en la cascara. La identidad de
Green dice que entonces la «energia» [ |[Vw|? es 0, y w no puede ser més que 0.

Doénde falla la analogia: un meldn no es una bola perfecta ni de material homogéneo, y su tem-

peratura nunca es exactamente estacionaria.

Resultados

Teorema C4-024.T1 (identidades de Green)

SiV = W(B) es un sélido parametrizado, f € C' y g € C? en un abierto que contiene a V:
| (rag +vf -vg) = @0 (170
14
sif,g € C?,

fv (fAg — gAf) = Doy (Vg — gVf).

170
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Idea de la demostracion
Es Gauss para el campo fVg, cuya divergencia es Vf - Vg + fAg por la regla del producto. La

segunda identidad es la resta de la primera con los papeles de f y g intercambiados.

Demostracién. Sea O un abierto conV c 0, f € C1(0)y g € C?(0).

1. Vg = (019,0,9,059) es C! en 0 (C3-018.D1),y F := fVg también (C3-018.T2, producto de
funciones C1).

2. Por laregla del producto (C3-016.T3), 0;(f 9;9) = 0;f 0;g + f 0;0;9. Sumando en i (C3-027.D1,
C1-005.T12):

div(fVg) = Vf -Vg+ fAg.

3. Por el teorema de Gauss (C4-022.T4), fV(ng + Vf -Vg) = &y (fVg): la primera identidad.

4. Sif,g € C%(0),laprimeraidentidad vale también con f y g intercambiados: fV (gAf+Vg-Vf) =
Py (gVf).

5. Restamos. Como Vf-Vg = Vg-Vf (C3-001.T2), laintegral es lineal (C4-005.T4 b) y &5, también
(cada flujo [f,, F - dS = [, F(®) - N eslineal en F, C4-019.D2 y C4-005.T4 b):

fv(ng — gAf) = Doy (fVg) — Poy(gVf) = Py (fVg — gVf). B

Teorema C4-024.T2 (unicidad)

Sean V = W(B) un sélido parametrizado y u;,u, € C? en un abierto que contiene a V con

Auq; = Auy, en'V.
(a) (Dirichlet) Siu; =u, en¥W(0B),u; =u,enV.

(b) (Neumann) SiV(u; —u;) es ortogonal a la normal de cada cara en todos sus puntos, u; —u,

es constanteen V.

Nota: la prueba solo usa que ®45,(WVw) = 0. En la bola, ¥(9B) contiene el semidisco 8 = =,

que es interior; por eso la bola se trata aparte en C4-024.C1, con datos solo en la esfera.
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Idea de la demostracion
W = u; — U, esarmonica en V y su flujo @5, (WVw) es 0 por la hipdtesis. La primera identidad

conf =g=wda fv |[Vw|? = 0: el gradiente se anula y w es constante.

Demostracién. Sea O abierto conV c 0y u;,u, € C2(0);w := u; —u, € C2(0),conAw = OenV
(C3-027.D1, linealidad).

1. El flujo es 0. Cada cara CI)E—F es W restringida a una cara de B, asi que su imagen esta en W¥(dB). En
(@), w(®¥) = 0,y el integrando w(®¥)Vw(P5) - N de cada flujo es 0. En (b), Vw(®F) - N = 0y
el integrando también es 0. En los dos casos @5, (wVw) = 0 (C4-022.D1, C4-019.D2).

2. Energia 0. Por la primera identidad (C4-024.T1) con f = g = w:

f |[Vw|? = f (wAw + Vw - Vw) = ®4,(WVw) = 0.
v v

3. |Vw|? es continuay > 0 en V, con integral 0; por la positividad (C4-005.T6), Vw = 0 en int V.

4. ¥Y(int B) es abierto. Para a € intB, D¥(a) es invertible (det D¥(a) > 0, AL.4), y por la funcién
inversa (C3-025.T1 b) hay una bola W, c int B alrededor de a con ¥(IW,) abierto. ¥(int B) es la
union de esos abiertos, asi que es abierto y estd en intV (C3-008.T3).

5. Es conexo. int B es convexo, luego conexo (C3-011.T2), y su imagen por la funcién continua ¥ es
conexa (C3-014.T4).

6. Por los pasos 3-5, Vw = 0 en el abierto conexo W(int B), y w es constante ahi, igualaun k € R
(€C3-017.C1).

7. EntodoV.Seany € By m el centro de B. Los puntos y; :=y + (m — y)/j (j = 2) estdn en int B
(cada coordenada queda estrictamente entre los extremos) y y; - y. Por la continuidad de w o ¥
(C3-012.T1), w(P(¥)) = imw(¥(y;)) = k. Asiw = kenV = W (B); es (b).

8. En(a),w =0en¥(dB) # 0,luegok =0yu; =u,enV.l

En la bola, ¥(0B) incluye el semidisco {§# = r} (las caras 8 = +m) y el eje (las caras ¢ = 0, m): pedir

Uy = u, ahi es pedir datos dentro de la bola. La version util pide datos solo en la esfera.

Corolario C4-024.C1 (unicidad en una bola)

Sean B := B(c,R) y uy,u, € C? en un abierto que contiene a B con Au; = Au, en B.

(a) Siu; = u, enSg(c), u; = u, en B.
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(b) SiV(u; —uy)(x) - (x — ¢) = 0 para todo x € Sg(c), u; — u, es constante en B.

Demostracién. Seaw := u; — u,, de clase C? cerca de B con Aw = 0 en B.

1. Por la primera identidad (C4-024.T1) en la bola, que es un sélido parametrizado con @5 igual
al flujo por Si(c) (C4-022.C1):

j |Vw|? =ff WVW'dS=f w(x) Vw(x) - R? sen ¢ w,
B Sr(c) [0,T]x[-T, 7]

conx = c + Rw(p,8) (C4-019.D2, C4-018.E1).

2. En (a), w(x) = 0 en la esferay el integrando es 0. En (b), R?>seng w = Rsen ¢ (x — ¢), asi que
Vw(x) - R*sen@ w = Rsen @ Vw(x) - (x — ¢) = 0. Enlos dos casos [; [Vw|* = 0.

3. Por la positividad (C4-005.T6), Vw = 0 en int B, que contiene a la bola abierta B(c, R) (abierta,
C3-008.T1; C3-008.T3).

4. B(c,R) es convexa, luego conexa (C3-011.T2); por C3-017.C1, w = k constante en B(c, R).

5. Si|x—c| = R,lospuntos x; := c+(1—1/j)(x—c) estan en B(c, R) y tienden a x; por continuidad
(C3-012.T1), w(x) = k. Asiw = k en B: es (b).

6. En (a),w = O enlaesfera,asiquek = 0.1

Ejemplo C4-024.E1
En la bola unitaria, u = 1 — |x|? es la tinica funcién C? cerca de la bola con Au = =6y u = 0 en

la esfera.
Verificacion.

1. u es un polinomio, de clase C® en R3. 9;0;u = —2 para cada i (C3-015.T1), asi que Au = —6
(C3-027.D1).Si |x] = 1, u(x) = 0.

2. Siu, es C? cerca de la bola, con Au, = —6 enlabolayu, = 0 en la esfera, entonces u y u,
cumplen C4-024.C1 (a),yu, = u.l

Comprobacién de la primera identidad (con f = g = u,u = 0 en la esfera): |Vu|? = 4|x|? y, por
C4-011.E1,

4 4r
f(uAu + |Vu|?) = J(—6 + 10]x|?) = -6 - <5t 10 - < = —8m + 8 = 0.
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La «energia» del melén es [ |Vu|? = 167/5 ~ 10.05.

Por qué cada hipotesis

A Los mismos laplacianos

u; = 1 — |x|? y u, = 0 coinciden en la esfera unitaria, pero Au; = —6 # 0 = Au,: son distintas.

La fuente de calor también es un dato.

A Neumann solo determina hasta una constante

uyu+ 1 tienen el mismo laplaciano y el mismo gradiente en todas partes: la condicién de Neu-

mann no las distingue. Por eso (b) concluye «constante», no «igual».

A Datos en toda la frontera

En (a) los datos deben estar en toda la esfera. u; = 0 y u, = x3 son armdnicas y coinciden en
el ecuador {x; = 0} N S;(0), pero son distintas dentro de la bola. Con datos en una parte de la

frontera no hay unicidad.

Ejercicios

1. Demuestra la segunda identidad de Green directamente como Gauss para el campo fVg — gVf.

2. Seau € C? cerca de B(0,R), arménica. Demuestra que fst(O) Vu-dS =0.

3. Encuentra la tnica u de clase C? cerca de la bola B(0,2) con Au = 1enlabolayu = Oenla

esfera.

4. ;Hay unau de clase C? cerca de la bola unitaria con Au = 1 enlabolay Vu(x)-x = 0 enla esfera?

(Integra Au.)
5. Enla prueba de C4-024.T2, ;dénde se usa que det D¥ > 0 en int B?

Respuestas

1. div(fVg — gVf) = fAg — gAf (los términos Vf - Vg se cancelan) y C4-022.T4.
2. Segunda identidad con f = 1, g = u, 0 Gauss: [[ Vu - dS = [ Au = 0.
3. u=(|x|*—4)/6:Au=6/6 =1yu = 0si|x| = 2; es tnica por C4-024.C1 (a).
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4. No: por Gauss, [z Au = [[Vu-dS = [ Rsen¢@ Vu(x) - x = 0, pero [; 1 = 4m/3.

5. En el paso 4: para que DW¥(a) sea invertible y la funcién inversa dé que W(int B) es abierto.



C4-025 - El laplaciano en coordenadas

curvilineas y funciones armonicas

Motivacion

Una parrilla de anillo y un termémetro que promedia

Una cazuela plana descansa sobre una parrilla en forma de anillo de radio 1, que la mantiene
a 100 °C; el borde de la cazuela, de radio 2, estd a 20 °C. En el estado estacionario y sin otras
fuentes, la temperatura entre el anillo y el borde solo depende de la distancia r al centro. ;Cudl
es? No eslinealenr:esa + blogr,y vale 100 — 80logr/log 2, unos 53.2°Cenr = 1.5 (no los
60 °C del promedio).

Para encontrarla hace falta escribir el laplaciano en polares; la primera parte de este capitulo lo
escribe en cualquier sistema de coordenadas ortogonales, con la identidad de Piola. La segunda
parte demuestra que una temperatura estacionaria sin fuentes es, en cada punto, el promedio
de sus valores en cualquier esfera alrededor: un termémetro en el centro marca lo mismo que
el promedio de muchos termdédmetros en una esfera.

Dénde falla la analogia: una cazuela real pierde calor por arriba y por abajo; aqui todo el calor

se mueve en el plano y no hay pérdidas.

Parte 1 - El laplaciano en coordenadas ortogonales

Teorema C4-025.T0 (maximo interior)

Si U ¢ R" es abierto, w € C?(U) y w tiene un maximo local en x, € U, entonces Vw(x,) = 0y

0;0;w(xq) < 0 para cada i; en particular Aw(x,) < 0.

Demostracion.

1. Por la condicién necesaria (C3-028.T1), Vw(x,) = 0.

176



Calculo en varias variables II 177

2. Por la condicién de segundo orden para un maximo (C3-028.T2), la hessiana H,, (x;) es semide-
finida negativa: h - H,,(x¢)h < 0 para todo h (C3-021.D1).

3. Conh =¢;,¢; -Hy(xg)e; = 0;0;,w(xg) < 0 (C3-015.T1 para las entradas de la hessiana).

4. Sumando en i, Aw(x,) = X, 0;0;w(x,) < 0 (C3-027.D1). H

Definicion C4-025.D1 (coordenadas ortogonales)

Sean U c R3abiertoy g € C?(U, R?) inyectivacondet Dg > 0y columnas g; := 9;g ortogonales
dos a dos. Factores de escala h; := |g;|, é := g;/h;, H := hyhyh3. Cilindricas: h = (1,7,1) en
r > 0; esféricas: h = (1,p,psenp)enp > 0,0 < ¢ < m.

Las h; son > 0: si una columna fuera 0, det Dg = 0 (AL.4). Los dos ejemplos:

- Cilindricas, C(r,0,z) = (rcosf,rsenf,z) en U; := (0,00) X (—m, ) X R: las columnas son
(cos@,senB,0), (—rsenb,rcosf,0) y (0,0,1), ortogonales, de normas 1,7,1 (C2-014.T5);
detDC =1 > 0y C es inyectiva en U por la unicidad del d&ngulo polar (C3-013.T1 b).

- Esféricas, E(p,,0) = p w(9,0) en Ug := (0,00) X (0,m) X (—m,7): las columnas son w, p w,,
y p wg (los vectores del paso 5 de C4-022.C1), con |w,| = 1, |wg| = sen ¢ y productos punto
w-w, = sen@pcosy —cospseng = 0,w-wg = 0, w, - wg = 0(C2-014.T5, C2-014.T6);
detDE = p?sen¢ > 0 (C3-022.E1) y E es inyectiva en Ug (C3-013.T2, como en C4-022.C1).

Teorema C4-025.T1 (gradiente, divergencia y laplaciano en coordenadas ortogonales)

Con C4-025.D1:detDg = Hy é, X é; = &, (y ciclicos). Parau € C! cercade g(U)yv:=uo g,
v Z div
Uog = —é;.
i hy
ParaF € C' conF; := (Fog)-é,

1
(divF)eg = ﬁ[a1(h2h3F1) + 0, (h3hi Fy) + 05 (hihy Fy)).

Parau € C?,

(bw) o g = %z ai(% o).
i l
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Idea de la demostracion
é, X é3 es unitario y perpendicular a é,, é;, asi que es +¢é;; el signo lo fijadet Dg > 0. El gradiente
sale de la regla de la cadena; la divergencia, de Piola, porque (F o g) - (g2 X g3) = hyh3F;; el

laplaciano es la divergencia del gradiente.

Demostracién. Las é; son unitarias y ortogonales dos a dos (C3-001.D3).

1. Por la identidad de Lagrange (C3-006.T1), |é, X &3]% = |&,|?|é5|*> — (&, - é3)? = 1,y é, X é5 es
ortogonal a é, y a é3 (C3-006.T1).

2. Por el marco ortonormal (C3-006.T2) conT = é,,N = é;yB =&, X é3:8; = (&, -é,)é, + (é1 -
é3)éz + (é; - B)B = (é; - B)B. Tomando normas, |é; - B| = 1, asi que é, X é3 = +é;.

3. Por C4-022.T1 y la bilinealidad (C3-006.T1),

detDg = g1 - (g2 X g3) = hihyh3 é; - (é; X &3) = £H.

ComodetDg >0y H > 0,elsignoes +:detDg = Hy é, X é3 = é;.

4. Dos intercambios de columnas no cambian el determinante (AL.4, como en el paso 4 de la prueba
de C4-022.T1): det[g, g3 g:1] = det[g3 g1 g2] = H > 0. Los pasos 1-3 con los indices rotados
dan é; X é; = é, y é; X é;, = és.

5. Gradiente. Por la regla de la cadena (C3-023.T1), ;v = Vu(g) - g; = h; Vu(g) - é;. Por C3-006.T2
con (T, N, B) = (&1,é;,é3) (paso 4), Vu o g = ¥;(Vu(g) - &)é; = X,;(0;v/h;)é;.

6. Divergencia. Aplicamos Piola (C4-022.T2) con ¥ = g en W = U. Por los pasos 3-4,
gz X g3 = hyh3éi, g3 X g1 = h3hié, y g1 X g» = hih,és, asi que el campo de Piola es
G = (hyhsF;, h3h F,, hih,F3), de clase Cl,y

61(h2h3F1) + 62(h3h1F2) + 63(h1h2F3) = leG = (leF o g) H.

Dividimos entre H > 0.
7. Laplaciano. Siu € C?,F :=Vues C'ydivF = Au (C3-027.D1).Porel paso 5,F; = (Vuog)-é; =
0;v/h;, y hyhsFy = (H/hy)(0,v/hy) = (H/h?)d,v (igual los otros). El paso 6 da la férmula. B

Corolario C4-025.C1 (cilindricas, polares y esféricas)

En cilindricas, Au o C = v, + v, /7 + vgg /1% + v,,; en polares (u independiente de z), v, +
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v, /T + Vg /T?; en esféricas,

2 1 cos @ Vgg
Au0E=vpp+Evp+p—2(v¢,q,+ (p)'

v,
sengp ¢  sen?

Demostracién. En cada caso v = u o g es C2 (C3-023.C1) y se usa C4-025.T1 con los factores de C4-
025.D1.

1. Cilindricas (Ug): H = r,H/h? = r,H/h3 = 1/r, H/h% = r. Con la regla del producto (C1-029.T2;
r no depende de 6 ni de z, C3-015.T1):

1 1
Auo(C = ;[(rvr)r + (vg/1)g + (rvz)z] = ;[vr + 1V + Vgg /T + rvzz].

2. Polares. Para u de clase C? en un abierto U’ c R?, ii(x,y,z) := u(x,y) es C?2 en U' X R con
Ati(x,y,z) = Au(x,y) y U,, = 0; el paso 1 dala férmula en (0, ) X (—m, 7).

3. Esféricas (Ug): H = p?sen @, H/h? = p?sen @, H/h3 = sen ¢, H/h3 = 1/sen . Con la regla del
producto y (sen)’ = cos (C2-014.T6):

1
AuoE = m[(p2 sen@ v,), + (sen@ v,), + (vg/ sen (p)g]
_ 2py, + PV, N COS P Uy + Sen @ vy, Voo
- p2 p2seng@ p2sen? ¢’

que es la formula (C1-029.T3 para el cociente). B

Corolario C4-025.C2 (armoénicas radiales)

Si u(x) = k(|x|) con k de clase C? en un intervalo de (0,): en R3, Au = k” + 2k’/r, y las

radiales arménicas sona + b/r; en R?, Au = k" + k' /r,y sona + blogr.

Demostracién. Sea I el intervalo (abierto) y Q := {x : |x| € I}, abierto (C3-012.T4); u = ko|-|esC?en
Q (como en el paso 7 de C4-023.T1). Sear := |x]|.

1. Fuera del semiplano. Sea P := {x € R® : x, = 0, x; < 0}.Todox € Q\ P es E(p,p,0)
con (p,p,0) € Ug: (x1,x3) # (0,0) y su angulo polar no es = (C3-013.T1 b, C3-013.T2). Ahi
v(p,9,0) = k(p) (IE| = p),conv, = k', v,, = k" y las demas parciales 0. C4-025.C1 da
Au(x) = k"(r) + 2k'(r)/r.

2. En el semiplano. Si x, € QN P, los puntos x; := x + (0,1/j,0) estan fuera de P y, para j grande,
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en ( (abierto). Las dos funciones Au y k" (|x|) + 2k’(|x])/|x| son continuas en Q (C3-012.T2) y
coinciden en los x;; por la unicidad del limite (C3-012.T1), coinciden en x;, (C3-008.T3).

3. Las arménicas. Si Au = 0 en (), para cadar € I el punto (7,0, 0) estd en (, asi que k" + 2k’ /r =
Oenly (r?k’) = r?2(k" + 2k’/r) = 0 (C1-029.T2). Por C1-034.T1, r2k’ = —b constante, y
(k=b/r) =k'+b/r? = 0(C1-029.C1),asi que k = a+ b/r (C1-034.T1). Reciprocamente, para
k=a+b/r k" +2k'/r =2b/r3 —2b/r3 = 0.

4. En R?. Igual con polares y la semirrecta {x, = 0, x; < 0}: Au = k" + k'/r.Sies 0, (rk")' =
rk"+k' =0,7k" = b,y (k—blogr)’" = 0(C2-011.T1,C1-030.T1): k = a+b logr.Reciprocamente,
(a+blogr)" + (a+blogr) /r=-b/r?+b/r?=0.1

En la cazuela de la motivacién, k(1) = 100y k(2) = 20dana = 100y b = —80/ log 2.

Parte 2 - Valor medio y principio del maximo

Teorema C4-025.T2 (propiedad del valor medio)

Sean U c R3 abierto, u € C?(U) arménicay B(p,R) € U.Para0 <r <R,

= :
ulp) = uds, ulP) = w7 .
() 4nr? Js, ) ®) c(B(0, R)) Jo(p.p)

Lo mismo en R? con circunferencias y discos.

Idea de la demostracion
El promedio M (r) de u en la esfera de radio r vale u(p) en r = 0, y por Leibniz su derivada es
el flujo de Vu por la esfera dividido entre su area, que por Gauss es [ Au = 0. El promedio en la

bola se obtiene integrando en esféricas.

Demostracion (en R3). Sea K := [0, 7] X [—m, ] (compacto de Jordan) y w = w(g, ).

1. B(p,R) es compacto y estd en U; por C3-014.T3 (b) hay > 0 con B(x,n7) c U para todo x €
B(p,R).Si|r| < R + 1, entonces p + rw € U (esta a distancia < 1 de un punto de B(p, R)). Sea
J:=(=R—=n,R+n).

2. f(r,(p,0)) :=u(p+rw)sen g es continua en /] X K, y por la cadena (C3-016.T4) d,.-f = Vu(p +

rw) - w sen ¢, también continua.
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3. Sea M(r) := ﬁ fK f(r,-). Por la regla de Leibniz (C4-012.T3, que incluye la continuidad C4-
012.T2),M € C*()y M'(r) = ﬁ Ju Vu(p + rw) - w sen @.

4. M(0) = “2 [ sen ¢ = u(p), porque fy sen = 2 - 2 = 4m (C4-006.C2, C2-009.C1).

5. Para 0 < r < R, el flujo de Vu por S,.(p) (normal 72 sen ¢ w, C4-018.E1) es

f Vu(p + rw) -r?sen @ w = 4mr?M'(r).
K

Por C4-022.C1 (Vues C' en U o B(p, 1)), ese flujo es fé(p’r) Au = 0.Asi M’ = 0 en (0,R].

6. M es continua en [0, R] y derivable en (0, R) con M' = 0; por C1-034.T1, M(r) = M(0) = u(p)
para0 <r <R.

7. Esferas. Como |[N| = r?sen¢ (seng = 0 en [0,7]), ffsr(p)udS = Jpul + ro)r’seng =
4mr?M(r) = 4nr?u(p) (C4-019.D1).

8. Bolas. Por la traslacién (C4-010.C1, | det!| = 1) y las esféricas (C4-011.T3 con A = [0,R] X K,
cuya imagen es B (0, R) como en C4-022.C1), y después Fubini (C4-006.C2):

3

, R X 4R
[ u=| ugpwptseng = [ o2 anM(e)do = Tu)
B(p,R) [0,R]XK 0

y c(B(p,R)) = 4mR3/3 (C4-011.E1, C4-010.C1). W

EnR? Cone(8) := (cos@,sen0) y M(r) := % f_nﬂ u(p+re(0))do,lospasos 1-4 son iguales (M (0) =
u(p)). Para el paso 5, el disco D(p,r) es el parche de C4-016.C2 (con r; = 0), y por el teorema de la
divergencia en el plano (C4-020.T1), fD(m) Au = ¢ Vu - nds. Por C4-020.D1y C4-014.D1, $ F - nds =
¢(—F,, F,)-dy,y por C4-016.C2 esta integral sobre el borde del parche es la de la circunferencia y (8) =
p+re(@),cony’ =r(—senf,cos0)y (—F,, F;) -y =rF-e(0).Asi0 = 2nr M'(r), M es constante,
y gﬁcr uds = [u@)|y’'| = 2rr u(p) (C4-013.D2). Para el disco, con polares (C4-011.T2) y la traslacidn,
fD(p,R) u= fOR s2nM(s) ds = mR?*u(p).

Teorema C4-025.T3 (principio del maximo para funciones armdnicas)

(a) (fuerte) Si U ¢ R" (n = 2,3) es abierto y conexo, u € C2(U) es armdnica y alcanza su

maximo en un punto de U, u es constante.

(b) (débil) Si U © R™ es abierto y acotado, u € C?(U) es arménica y continua en U, entonces

maxy U = maXgy U (y lo mismo con el minimo).
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Idea de la demostracion

(a) Donde se alcanza el maximo, el promedio en una bola también es el maximo, asi que u es
el maximo en toda la bola: el conjunto donde se alcanza es abierto y cerrado. (b) u + £|x|?

tiene laplaciano positivo y por C4-025.T0 no tiene maximo dentro; se hace ¢ = 0.

Demostracion.

. (a)SeaM := u(xy) = maxyuyA := {x € U : u(x) = M}, no vacio. 4 es cerrado en U: es la

preimagen del cerrado {M} por la continua u (C3-012.T4).

. A es abierto: six € A, hayr > 0 con B(x,r) c U (C3-008.D1). Por el valor medio en bolas (C4-

025.T2), fé(x,r)(M —u)=Mc—u(x)c=0conc :=c(B(x,7)). Como M — u es continuay = 0,
por la positividad (C4-005.T6) M —u = O en int B(x,7) > B(x,7),y B(x,r) C A.

. SiA # U, Ay U \ A serian abiertos en U, disjuntos, no vacios y con unién U: U seria disconexo

(C3-011.D1). AsiA =Uyu = M.

. (b) U es cerrado (C3-008.T3) y acotado, luego compacto (C3-010.T4); dU # @ si U # @ (si no,

U = U serfa abierto y cerrado en el conexo R", C3-011.T2), y es compacto (0U c U, cerrado). Asi

existen maxg u y maxgy u (C3-014.C1), y maxyy u < maxy u.

. Seae > 0yv :=u+e|x|? continuaen Uy C?en U conAv = 0+2ne > 0(C3-018.T2, C3-015.T1).

Sea x* un punto de maximo de v en U (C3-014.C1).

. Six* € U, seria un maximo local de v en el abierto U y Av(x*) < 0 (C4-025.T0): imposible. Asi

x* € U\ U c aU (C3-008.T3).

. SeaL := maxy |x|? (C3-014.C1).Parax € U:u(x) < v(x) < v(x*) = u(x*)+¢|x*|? < maxgy u+

eL.

. Como vale para todo € > 0, u(x) < maxyy u (C1-003.T9), y maxy u = maxyy u. Para el minimo,

se aplica lo anterior a —u. B

A Acotado

En (b) hace falta que U sea acotado: u(x) = x; es armonica en el semiespacio {x; > 0}, vale 0
en su frontera y no esta acotada. Y hace falta la continuidad en U: sin ella, el maximo en dU ni

siquiera tiene sentido.
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Por qué cada hipotesis

A Armoénica

! u = |x|? en R3 tiene Au = 6; su promedio en S,.(0) es 72 # 0 = u(0). El valor medio es una E
. propiedad de las armoénicas: un laplaciano positivo empuja los promedios hacia arriba. E

A La bola dentro del abierto

u = 1/|x| es arménica en R3 \ {0}, pero en p = (2,0,0) la esfera S;(p) rodea al origen y el
promediodeuenellaes1/3 # 1/2 (para |p| < r, el promedio de 1/|x| en S,.(p) es 1/r). Labola

cerrada debe estar en U.

Ejercicios

. Escribe el gradiente en esféricas: Vu o E = v, &; + (v, /p)é, + (vgo/(p sen ))és.
. Encuentra todaslas u(x) = k(JxDen{l < |x| <2} c R®*conAu=0,u=1len|x|=1yu =0

en |x| = 2.

3. Calcula A(]x|*) en R3 \ {0} y di para qué a es armoénica.

Sea u arménica en R3 y acotada por arriba y por abajo. Usa el valor medio en bolas grandes para
demostrar que u(p) = u(q) para todos p, q (Liouville). Sugerencia: compara las bolas B(p,R) y
B(q,R).

5. ¢Por qué el principio del maximo fuerte pide U conexo?
Respuestas
1. Paso 5 de C4-025.T1 con h = (1, p, p sen ).
2.u=a+b/rcona+b=1ya+b/2=0:b=2,a=-1,u=2/|x|—1.
3. k" + 2k'/r = a(a — Dr* 2 + 2ar®* % = a(a + 1)r* %: armoénicasia = 0o a = —1.
4. Jlu(p) —u(q)| < % fg(er)AB(qu) |u|, y la diferencia simétrica estd en una corona de volumen

O(R?|p — q|), mientras ¢ = 4wR3/3; con |u| < M, el cociente tiende a 0.

En dos componentes disjuntas, u puede ser constante en una (con el maximo) y no en la otra.



C4-026 - Principio del maximo para la

ecuacion del calor

Motivacion

Una varilla con los extremos en hielo

Una varilla de longitud = empieza con la temperatura sen x (1 en el centro, 0 en los extremos) y
sus extremos se meten en agua con hielo, a 0. La temperatura evoluciona segin la ecuacion del
calor d,u = 0,,u, ylasolucibnesu = e"‘senx:ent = 1 el centroyaestdae™! ~ 0.368.
(Puede la varilla calentarse en algiin punto por encima de 1, 1a temperatura mas alta que tuvo
al principio o en los extremos? La intuicién dice que no: el calor se reparte, no se concentra. El
principio del maximo lo demuestra para cualquier regién y cualquier dato inicial.

Dénde falla la analogia: una varilla real pierde calor por los lados; aqui el calor solo se mueve a

lo largo de ella.

Definiciones

Definicion C4-026.D1 (subsolucion de la ecuacion del calor)

Sean Q) c R™ abierto, acotado y no vacio, T > 0, Q; := Q X (0,T) (abierto de Rt y
Iy := (Qx {0}) U (dQx[0,T])

frontera parabélica). u es una subsolucién si u € C?(Q;), u es continuaen Q X [0, T] y d,u —
y

Ayu < 0 en Qr; solucidn si vale la igualdad.

La frontera parabdlica es el fondo y los lados del cilindro Q x [0, T], sin la tapa t = T: los datos que se

conocen son la temperatura inicial y la de las paredes.

184
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t =T (no es parte de I'y)
T -
- QT
O -
Q x {0}
0 m
T x

Figura 25: Izquierda: u = e"¢senx ent = 0,0.5,1, 2. Derecha: la frontera parabdlica (trazo grueso)

del rectangulo [0, ] X [0, T]; latapa t = T no forma parte de ella.

Resultados

Teorema C4-026.T1 (principio del maximo)

Para una subsolucion, maxgy o) 4 = maxr,, u.

Idea de la demostracion
v := u — &t cumple d;v — Av < 0. En un maximo interior de v (o en la tapa) seria A,v < 0
y d;v = 0,y entonces d;v — Av = 0: imposible. Para no derivar en t = T (no hay derivadas

laterales) se trabaja hasta T’ < T y se pasa al limite.

Demostracién. Sea u una subsoluciény K := Q x [0, T]. Suponemos Q # @.

1. Los mdximos existen. ) es cerrado y acotado (C3-008.T3), luego compacto (C3-010.T4), y K es
compacto (C3-010.C1). I'; es cerrado (unién de dos productos de cerrados, C3-008.T3) y estd en
K, asi que es compacto, y no es vacio. Como u es continua en K, existen maxg u y M, := maxr, u
(C3-014.C1), con My < maxg u.
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2.

Seane > 0yv(x,t) :=u(x,t) —et.En Qp, 0;v = d;u — ey A,v = A, u, asi que

v—Aw=0u—Au—e<—e<0.

.Sea0 < T' < TyK' := Qx[0,T'], compacto. v es continua en K’ (C3-012.T2) y alcanza su

maximo en algun (x,, t,) € K' (C3-014.C1).

Supongamos que (x,to) & I'y. Entonces ty, > 0y x, & 0Q; como x, € O = QU dQ (C3-008.T3, Q
abierto), xo € Q. Asi (xg,ty) € Qrcon0 <ty <T'<T.

En x. w(x) = v(x,ty) es C? en el abierto Q y tiene un maximo (local) en x,, porque w(x) <
v(xy, ty) para todo x € Q. Por el maximo interior (C4-025.T0), A, v(xq, to) < 0.

En t. La funcién t(t) := v(x,t) es derivable en (0,T), con t'(ty) = 9;v(xy, ty) (C3-015.T1). Si
to <T', ty es un maximo de 7 en el intervalo abierto (0,7") y ' (t,) = 0 (Fermat, C1-032.T1). Si
to=T',para0 < h < t, se tiene t(ty — h) < 7(ty), asi que

7(to —h) — 1(to) > 0:
_h =

comoty, = T' < T es interior a (0,T), la derivada t'(t,) existe y es el limite de esos cocientes
cuando h - 0% (C1-027.D1), que es = 0 (C1-019.T3). En los dos casos 9, v(xg, ty) = 0.

7. Porlospasos 5y 6,d,v —A,v = 0 en (xg, ty), contra el paso 2. Asf (xq, tg) € I'r.

. Para (x,t) € K":u(x, t) — et = v(x,t) < v(xg, ty) < u(xg, ty) < M, (porque ety = 0y (xo,ty) €

I7r). Astu(x,t) < My + €T.

. Como el paso 8 vale paratodo e > 0,u < My en K' (C1-003.T9),y esto paratodo T' < T: u < M,

en Q X [0,T).

. Latapa. Six € O, (x,T —1/k) = (x,T) y, por la continuidad de u en K (C3-012.T1), u(x,T) =

lmu(x, T —1/k) < My (C1-013.T3). Asi maxg u < My, y con el paso 1, maxg u = M,. R

A Por qué no sederivaent =T

La convencion del curso es derivar solo en abiertos: u € C2(Qr) no dice nada de d,uent = T.
Por eso se trabajaen [0,T'] con T’ < T, donde la tapat = T' estd dentro de Q y la derivada

existe.

Corolario C4-026.C1 (unicidad y comparacion)

Dos soluciones con los mismos valores en Iy coinciden; si u; < u, en Iy, u; < uy enQ x [0, T].

Demostracion.
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1. Siuy,u, son soluciones, w := u; — u, tambiénlo es: es C2 en Q, continuaen Ky 9,w —A,w = 0
(linealidad de las derivadas, C3-015.T1). En particular w y —w son subsoluciones (C4-026.D1).

2. Comparacion. Si u; < u, en Iy, entoncesw < 0 en I'7 y, por C4-026.T1, maxg w = maxp, w < 0:
u; <uzenk.

3. Unicidad. Siu,; = u, en 'y, el paso 2 aplicado a (uq,uy) ya (uy,uy)dau; <u,yu, <u;enkK. i

Ejemplo C4-026.E1

u(x,t) = e *senxen (0,m) X (0,T) es solucién y su maximo, 1, estdent = 0, x = /2.

Verificacién. Aquin = 1,Q = (0,m), 2 = [0,7] y 9Q = {0, m}.

1. ues C* (C2-012.T1, C2-014.T6). d,u = —e tsenxy d,,u = —e ‘senx (C3-015.T1): d,u —
Oyt = 0, es solucion.

2. EnTr:u(x,0) = senx < 1(C2-014.T5), con u(rr/2,0) = 1 (C2-014.C1); yu(0,t) = u(m,t) = 0.
Asi maxr, u = 1, alcanzado en (1t/2,0).

3. Por C4-026.T1, maxygqjxpor; % = 1. Ademas, parat > 0, u(x,t) < et < 1: el maximo solo se
alcanzaen (1r/2,0). 1

Por qué cada hipotesis

A Las paredes cuentan

El teorema no dice que el maximo esté en t = 0: puede estar en una pared, inclusoent = T.

u = x2 + 2t es solucién (0,u = 2 = dy,u) y en [0,1] X [0, T] sumaximo, 1 + 2T, estd en (1, T): E
en la pared x = 1, que es parte de I[';. Lo que el teorema prohibe es un maximo nuevo dentro. E

A Subsolucidn, no supersolucion

Para d;u — Au > 0 (una fuente de calor), el maximo puede estar fuera de I';: en (0,1) X (0,T),
u=t(1l+x(1—x))tienedyu—0y,u=1+x(1—x)+2t>0;enlrvale0(sit=0)ot <T (en

los lados), perou(1/2,T) = %T > T. Con una fuente, lo mas caliente puede estar en el centro.




Céalculo en varias variables II 188

Ejercicios

1. Demuestra que si u es solucion conu = 0 en dQ X [0,T] y |[u(x,0)| < M, entonces |u| < M en

todo el cilindro.
2. Sea u solucién en (0,7) X (0,T) con u(0,t) = u(m,t) = 0y u(x,0) = senx + % sen 3x. Verifica

9 sen 3x y acota su maximo.

_ 1
queu = e ‘senx + Se
3. ¢Dénde se usa que () es acotado?

4. Demuestra el principio del minimo: para una supersolucion (d;u — Au = 0), ming u = minr,, u.

Respuestas

1. Comparacion (C4-026.C1) con las soluciones constantes +M.

2. Cada término es soluciéon (como en C4-026.E1, con d,, sen3x = —9sen3x); el maximo es
max(o,](senx + % sen 3x), alcanzado en t = 0.

3. Para que () sea compacto y existan los maximos (paso 1).

4, —u es subsolucion.



C4-027 - Funcion de Green y formula de

Poisson

Motivacion

Termdmetros en la cascara

Una esfera hueca de radio 1 esta en estado estacionario y sin fuentes de calor dentro; conocemos
la temperatura en toda su superficie. ; Cuanto marca un termémetro en el punto p = (0.5, 0, 0)?
El valor medio (C4-025.T2) responde solo en el centro: alli es el promedio de la superficie. Fuera
del centro hace falta un promedio ponderado: los puntos de la superficie cercanos a p pesan mas.
La férmula de Poisson da el peso exacto, (R? — |p|?)/(4nR|x —p|3®): parap = (0.5,0,0), el punto
maés cercano de la esfera pesa ((1 + 0.5)/(1 — 0.5))3 = 27 veces més que el més lejano.

Doénde falla la analogia: los termdmetros miden en puntos, no en toda la superficie; y aqui la
temperatura ya existe y es armonica: la formula la representa, no demuestra que exista para

datos cualesquiera.

Parte 1 - Solucion fundamental y formula de representacion

Definicion C4-027.D1 (solucion fundamental)

[(x) := —=1/(4m|x|) en R3 \ {0} y [},(x) := I'(x — p).T, es arménica y

xX—Pp

V)= Gl p

Verificacién. 1/|x| es armoénica en R3 \ {0} (C3-027.E1), y también —1/(4m|x|) (linealidad). Por la ca-
dena con una variable (C3-016.T4 b) y V|x| = x/|x| (C3-016.E1), V(1/|x|) = —|x|"%2 x/|x| = —x/|x|3,
asi que VI'(x) = x/(4m|x|®). Para [, =Totcont(x) = x —p (Dt = I),la cadena (C3-023.T1) da
VI, (x) = VI'(x — p) y 0;0;T}, (x) = (0;0;)(x — p), asi que Al}, = O en R3 \ {p}.

189
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Teorema C4-027.T1 (férmula de representacion)

Sean B := B(c,R), u € C? en un abierto que contiene a By p € B(c, R). El limite

f Au := Iim [, Au
B £=0% Jp\B(p,e)

existe y

u(p) = Py WV, — [,Vu) +f [, Au,
B

con el flujo por la esfera Sg (¢) de C4-022.C1. Si u es armonica, u(p) = @5 (uVl, — [, Vu).

Idea de la demostracion

La segunda identidad de Green no se puede usar con I,, que explota en p. Se reemplaza I, cerca
de p por una extension radial C? (C4-023.T1), se usa Green en la bola grande y en una bola chica
alrededor de p, y se restan: queda la identidad en la bola sin un hueco, con un término en la

esfera chica. Ese término tiende a u(p) cuando € — 0.

Demostracién. Sea O un abierto con B € O yu € C?(0);sead :=R—|p—c| > 0.

1. Geometria. Si0 < e < §y|x —p| < g entonces |x —c| < |x —p| + |p — c|] < R (C3-001.T4):
B(p,e) € B(c,R).Ysi|x —c| = R, entonces |[x —p| =R — |p —c| = 6.

2. La extensién. Fijemos 0 < & < §. Por C4-023.T1 con g(r) := —1/(4nr) y €/2, hay H € C?(R?)
con H(y) = T(y)si|y| = £/2.Sea'(x) := H(x — p), de clase C? en R3 (C3-023.C1). En el abierto
{lx —p| > €/2},T = I, y por lo tanto también VI' = VI}, y Al' = AT,, = 0 ahi (las derivadas en un
punto solo dependen de la funciéon cerca de él, C3-015.T1).

3. Green dos veces. Por la segunda identidad (C4-024.T1) con f =uy g = [,enlas bolas By B(p, €)

(sélidos parametrizados cuyo flujo de frontera es el de la esfera, C4-022.C1):

f (uAl — TAu) = @y, f (uAl — T'Au) = @,
B B(p,e)

donde @y y @, son los flujos de uVl* — I'Vu por Sg(c) y por S¢(p). En las dos esferas |[x —p| = € >
¢/2 (paso 1), asi que en @y y @, se puede escribir [}, en lugar de [' (el flujo solo usa los valores
en la superficie, C4-019.D2).

4. Restar. B es la unién disjunta de B(p,¢) y A, := B \ B(p, €), ambos de Jordan (C4-005.E1, C4-
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005.T3). En A, |x — p| > &, asi que A[' = 0y [' = T,. Por la aditividad (C4-005.T4 c):

(DR - cbg = (_FpAu,)
Ag

5. B\ B(p,€) y A, difieren en la esfera S.(p), de contenido cero (C4-003.T4), y [,Au es continua y

acotadaen B \ B(p, €) (IT,| < 1/(4me)). Por C4-005.T4 (c) y (d):

f_ LAu=d, —dp  (¥)
B\B(,¢)

6. La esfera chica. Conx = p+ewyN = £* sen ¢ w (C4-018.E1): VI, (x) = ew/(4me?) = w/(4me?)

y I, (x) = —1/(4me). Asi

u(x)VI,(x) - N = ﬁu(p + ew) sen g,
= (x)Vu(x) -N = %Vu(p + cw) - wseng,

y,con K := [0, ] X [—m, ] (C4-019.D2), ., = A(¢) + € b(¢), donde

1 1
A(e) = Ef u(p + ew) sen g, b(e) := Ef Vu(p + ew) - w sen ¢.
K K

. A(¢) = u(p). La funcién (¢, (¢,0)) » u(p + ew)sen¢ es continua en (—6,5) X K (los pun-

tos p + €w estan en B(c, R) por el paso 1). Por C4-012.T2, A es continua en (=4, 6), y A(0) =
u(p)ﬁ Ji seng = u(p) (J, sen ¢ = 4m, C4-006.C1, C2-009.C1). Asi A(e) — u(p) cuando £ - 0*.

. £b(€) = 0. |Vu| es continua en el compacto B y tiene un maximo M; (C3-014.C1). Por Cauchy-

Schwarz, |Vu - w| £ M;,y como seng = 0, |b(¢g)| < %IK seng = M; (C4-005.T4 b). Asi

leb(e)| < Mie = 0: este es el término O(¢).

9. El limite existe. @ no depende de ¢ (solo usa I, en la esfera grande). Por (*) y los pasos 6-8,
f_ [, Au = A(e) + eb(e) — g — u(p) — g
B\B(p,€)

cuando ¢ - 07. El limite existe y vale u(p) — @y, es decir, u(p) = Py + fB [pAu, con ®p
Dy (UVE, — I, Vu).

10. Siu es armdnica, cada integral de (*) es 0 y el limite es 0. B

A Donde esta la sutileza

La extensién I depende de €, pero no importa: en la identidad (*) solo aparecen [, enA,yenlas

dos esferas, donde no se modificd. Y el término de la esfera chica tiene dos partes de naturaleza
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distinta: uVI, - N es de orden 1 (el £ 2 de VI, se cancela con el €2 del area) y da u(p); L,Vu-N

es de orden ¢ (¢! por £2).

Parte 2 - Funcion de Green y formula de Poisson

Definicion C4-027.D2 (funcion de Green de una bola)

Para p € B(c,R), una funcion de Green es G, := I}, — k,, conk,, € C? armoénica en un abierto

que contiene a B(c,R) y Gy = 0 en Sg(c).

Teorema C4-027.T2 (representacion con la funcién de Green)

Si existe G, y u € C? cerca de B(c, R) es arménica, u(p) = ®55(uVG),).

Demostracion.

1. uyk, son C? y arménicas cerca de B. Por la segunda identidad de Green (C4-024.T1) en la bola
(C4-022.C1): 0 = fB(uAkp — kpAu) = ®yp(uVk, — k,Vu).

2. Por C4-027.T1 con u armoénica: u(p) = ®55(uvl, — I,Vu).

3. Elflujo por la esfera es lineal en el campo (C4-019.D2, C4-005.T4 b). Restando el paso 1 del paso
2:u(p) = Pyp(uveG, — G,Vu).

4. Enlaesfera G, = 0, asi que el integrando del segundo término es 0: u(p) = ®55(uVG,). R
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Figura 26: Reflexién de Kelvin: para p dentro de la esfera, p* = R?p/|p|? esta fuera, en la misma semi-

rrecta; para todo x de la esfera, [x — p*| = (R/|p])|x — p|-

Ejemplo C4-027.E1 (reflexion de Kelvin; formula de Poisson)
Parac =0y 0 # p € B(0,R), conp* := R?p/|p|?,

R
Gp(x) :==T(x —p) — 7]

es una funcién de Green (|x —p*| = (R/|p|)|x —p| si|x| = R),y Gy := '+ 1/(4wR). En la esfera,

—T(x—p")

- Ip|?

Ve () - 7 41TR|x— |3’

de donde, para u arménica cerca de B(0, R),

_ R —1pl? u(x)
u(P)— AR J:LR |X—p|3

Nota: no se enuncia que la formula de Poisson resuelva el problema de Dirichlet (existencia de la

solucién con datos continuos): su prueba no cabe en el curso. Aqui solo representa a las arménicas

que ya existen.

Verificacion. Sea 0 < |p| < R.

1. ky esadmisible. |p*| = R*/|p| > R, asi que B(0, R) est4 en el abierto R*\ {p*} (C3-001.T4), donde
ky(x) := (R/|IpDT(x —p*) es C? y arménica (C4-027.D1).
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2. Ladistancia. Si |x| = R, por C3-001.T2,

2 4
o= e~ 2x b p P = R Coxp
Ipl Ipl
R? R?
= W(|p|2 —2x-p+R?) = Wlx -pl%
ylx—p*| = (R/IpDlx —pl.
R 1 R |

3. G, = 0enlaesfera. k,(x) = ol e = el Rl I['(x —p).

4. Gy. ko := —1/(47mR) es constante, luego armonica, y si |[x| = R, '(x) = —1/(4nR): G, = O enla

esfera.

5. Elgradiente. Sea d := |x — p| con |x| = R. Por C4-027.D1y el paso 2,

L st U W e A U A S O
P and®  |p| 4m(R/|p))3d® _ 4nd? P)= gz TP

6. Conx-x=R?yx-p* = (R?/|p|*) x - p:

Ip|? .

z (=) x=R —p-x)=(pl* —p-x) = R* = |p|%,
y dividiendo entre R se obtiene la formula del gradiente. Parap = 0,VGy(x)-x/R = (x-x)/(4mR3-
R) = 1/(4mR?), que es la féormula con p = 0.

7. Poisson. Por C4-027.T2, con la parametrizacién de la esfera (x = Rw, N = R> sen g w = R sen ¢ x,
IN| = R? sen ¢; C4-018.E1):

®) f VG, () - N f o= IPL” o RZ_'p'fo Y s
ulp) = | u(x x)-N=| u(x sen¢ =
Pr= ) p O anRlx — pP? = "amr s, Tx—pP

(C4-019.D1, C4-019.D2). W

Con u = 1 la férmula dice que los pesos suman 1. En el centro (p = 0) es el valor medio de C4-025.T2.
ParaR = 1y |p| = 1/2, el peso varia entre (R? — |p|?) /(4R (R — |p)®) y (R? — |p|?) /(4mR(R + |p|)?),

una razon de 27.
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Por qué cada hipotesis

A p dentro de la bola

Si|p —c| > R, T, es armonicay C? cerca de B, y la segunda identidad de Green con u armoénica
da @45 (uVIl, — I,Vu) = 0, no u(p). La esfera chica, que produce u(p), solo aparece si p esta

dentro.

A u de clase C? cerca de la bola cerrada

La férmula de Poisson se demostré para arménicas que son C2 en un abierto que contiene a la
bola cerrada. Para una funcién solo continua en la esfera, que la féormula defina una arménica

con esos valores en el borde es el problema de Dirichlet, que este curso no demuestra.

4

Ejercicios

1. Comprueba la formula de Poisson con u(x) = x; y p = (a, 0, 0) calculando la integral en el caso

R=1,a=0.
2. Usa C4-027.T1 conu(x) = |x|? en B(0,1) y p = 0: calcula los dos lados.

3. Demuestra que G, (x) < 0 parax enlabola abierta, x # p (usa el principio del maximo en la bola

sin un entorno de p).

4. ;Por qué p* y no otro punto? Demuestra que si g es un multiplo positivode py |x — q|/|x — p| es

*

constante en la esfera, entonces g = p o q = p*.

Respuestas

1. Con p = 0 la férmula es el valor medio: ﬁ fK wqsen@ =0 =u(0).

6 1

2. Mu=6.[;Tj-6=——[— = —L .27 = —3 (en esféricas, folpdp -4 = 2m). El flujo: en

4 7 x| T am

[x] =1L, u=1VI[,-N =sen¢/(4r), I = =1/(4rm),Vu - N = 2sen¢@: ® = 1 + 2 = 3. Suma:

0 = u(0).

3. Gp esarmonica en B\ B(p,n), vale 0 en la esfera y es muy negativa en Sy (p); por el principio del

maximo débil (C4-025.T3 b), G, < 0, y por el fuerte, < 0.

4. Sig=tp,|x—q|* =R?>—2tx-p+t?|p|?y|x —p|* = R? — 2x - p + |p|?; que el cociente A% no

dependa de x - p pide t = 2% y R? + t2|p|? = t(R? + |p|?), es decir,t = 10t = R?/|p|?.



C4-028 - Convergencia uniforme

Motivacion

Una impresora que corrige en pasadas

Una impresora 3D corrige la altura de una pieza en pasadas sucesivas; en la pasada k la altura en
laposicién x € [0, 1] es x¥. Cada pasada deja una superficie suave (continua), y en cada posicién
la altura se estabiliza: tiendea O six < 1ya 1six = 1. La pieza final tiene un escaldn.

¢Cémo puede un limite de funciones continuas ser discontinuo? Porque la convergencia es lenta
cercade x = 1:enx = 0.99, la pasada 100 todavia esta en 0.366, y para cada pasada hay
posiciones que siguen lejos del limite. La convergencia uniforme pide que todas las posiciones
estén cerca del limite a partir de la misma pasada. Con ella, el limite de continuas es continuo, y
se puede integrar (y, con cuidado, derivar) término a término.

Dénde falla la analogia: una impresora hace un nimero finito de pasadas; aqui lo que importa

es el limite.

Definiciones

Definicion C4-028.D1 (convergencia puntual y uniforme)

Seand c Ry fi,f : A » R™ f, — f puntualmente si f,(x) — f(x) para todo x € 4;

uniformemente en A si

Ve>03KVk=2KVx€EA:|fiy(x)—f(x)| <e.

La diferencia esta en el orden de los cuantificadores: en la puntual, K puede depender de x; en la uni-

forme, un solo K sirve para todos los x. Uniforme implica puntual.

196
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Ejemplo C4-028.E1
x¥ converge puntualmente en [0, 1] a la funcién que vale 0 en [0,1) y 1 en 1, no uniformemente;

en [0,a] con a < 1 converge uniformemente a 0.

Verificacion. Sea f(x) :==0si0 <x <1y f(1):=1.

1. Puntual. Si0 < x < 1,x* - 0 (C1-014.T3);enx = 1,1¥ =1 > 1 (C1-012.T2).

2. No uniforme. Sea ¢ = 1/2 y K cualquiera. x — x¥ es continua en 1 con valor 1 (C1-022.T2), asi
que hay x € (0,1) con xX > 1/2, es decir, |[x¥ — f(x)| > 1/2. Ningtin K sirve.

3. Uniformeen [0,a].Si0 < x < a < 1, |x*¥ — 0| < a* (C1-005.T1),y a* - 0 (C1-014.T3): dado &,
el K con a® < e parak > K (C1-012.D1) sirve para todos los x. B

Figura 27: Izquierda: xk parak = 1,5,20,100; el limite tiene un salto en 1. Derecha: kx(1 — xz)k para

k = 2,10,40: tiende a 0 en cada punto, pero el area bajo la curva tiende a 1/2.

Resultados

Teorema C4-028.T1 (criterio de Cauchy uniforme)

(fx) converge uniformementeen 4 & Ve > 03K Vk, I = KVx €A : |fi(x) — fi(x)]| <e.

Demostracion.
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1. (=) Si fx — f uniformemente y € > 0, hay K con |f,(x) — f(x)| < €¢/2 para k = K y todo x. Para
k,l = K, por el tridngulo (C3-001.T4), |fr.(x) — 1) < |fe(x) = fFOOI + |f (x) — fi(x)| < €.

2. (&) Para cada x € A, la sucesion (f(x)) es de Cauchy en R™ (C3-009.D1), luego converge (C3-
009.T2); sea f(x) su limite.

3. Dado € > 0, sea K el de la hip6tesis con €/2. Para k = K y x € Afijos, |fi(x) — fi(x)| < &/2 para
todo! = K. Cuando | — oo, fi,(x) — fi(x) = fi(x) — f(x) y sunorma también (C3-009.T1), asi
que |fr(x) — f(x)| < €/2 < £ (C1-013.T3).

4. Como K no depende de x, f;, = f uniformemente. B

Teorema C4-028.T2 (limite uniforme de continuas)

Si cada fj, es continuaena € Ay f; — f uniformemente, f es continua en a.

Demostracion.

1. Sea € > 0. Por la convergencia uniforme, hay k con |f,(x) — f(x)| < &/3 para todo x € A (C4-
028.D1).

2. fr escontinuaena:hayd > 0 con |f,(x) — fx(a)| < e/3six EAy|x —a| < § (C3-012.D2).
3. Para esos x, por el tridngulo (C3-001.T4),

) = f@] = 1f () = fic GO + [fe () = fu(@] + [fe(@) = f(a)| <e. W

El mismo k sirve en x y en a: eso es lo que da la uniformidad. Por eso x* no converge uniformemente

en [0, 1]: su limite no es continuo.

Teorema C4-028.T3 (integral del limite)

Sean C deJordan, f;, : C — Rintegrablesy f;, = f uniformemente en C. Entonces f es integrable

enCchfk _)fcf

Demostracién. Sea R una caja con C C R,y § la extension por cero de cada g : C — R (C4-005.D1).

1. f es acotada. Hay K con |fx — f| < 1 en C; como f es acotada (f es integrable, C4-005.D1), f
también.
2. Seae > 0y k con |fi,(x) — f(x)| < & paratodo x € C.Entonces f;, — & < f < f; + € entodo R

(fuera de C las tres extensiones valen 0).
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3. Por la monotonia y la subaditividad de las integrales superior e inferior (C4-001.T5 a, c),
UH) U+ <UD +evR), LK) 2 L) — ev(R).

4. Como fj, es integrable, U(fy) = L(fx),y0 < U(f) — L(f) < 2ev(R) (C4-001.T4). Como € es
arbitrario, U(f) = L(f) (C1-003.T9): f es integrable en C.
5. Para k como en el paso 2, por la linealidad y la cota de C4-005.T4 (b),

[ 5= | A= [ 1he-r1=ec

Asifcfk —>fcf.l

Ejemplo C4-028.E2 (sin uniformidad)
fie (%) 1= kx(1 — x?)¥ - 0 puntualmente en [0, 1], pero fol fi =k/Q2(k+1) > %

Verificacion.

1. Puntual. f;,(0) = f,(1) = 0.Si0 < x < 1,seaq := 1 — x? € (0,1). La serie Y, kq* converge por
el criterio del cociente ((k + 1)g***/(kq*) = (1 + 1/k)q - q < 1; C2-025.T3, C1-013.T2), asi
que su término general tiende a 0 (C2-024.T2): fi,(x) = x - kq* - 0.

2. Integral. Con el cambio t = 1 — x? (C2-015.T1, dt = —2x dx) y C2-009.E1:

! kot k 1
fo kx(1—x®)*dx = E.fo thdt = 20+D 2
(C1-013.T2).
3. Si la convergencia fuera uniforme, C4-028.T3 daria fol fix = 0. No lo es: el maximo de f, en

x = 1/v2k + 1, crece como Vk. R

Teorema C4-028.T4 (derivadas)

Sean J un intervalo abierto acotado, f;, € C1(J), f; = g uniformemente en ]y (f,(x,)) conver-

gente para algun x, € J. Entonces f;, converge uniformemente enJ auna f € C*(J) con f' = g.
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Idea de la demostracion
Por Barrow, fi (x) = fi.(xg) + f;o fx- Las integrales convergen uniformemente porque J es aco-

tado, y el limite es una primitiva de g.

Demostracion. Sean L := him fi (x) y $£:= $ la longitud de J.

1. Cada f, es continua en J, y por C4-028.T2, g también.

2. Parax € J, [xg,x] (0 [x,xg]) estd en ], y por Barrow (C2-009.C1, C2-004.D1), f. (x) = fi(xo) +
fy fi-Seaf(x) ==L+, g

3. Dado € > 0, hay K con |fx(x¢) —L| < ey |fx —g| < een] parak > K. Por la linealidad y la cota
de C2-004.C2,

[fie@) = FGOI < i) — LI +|f (fi—9)| <e+elx — x| <e(1+0)

paratodox € Jyk = K: f;, = f uniformemente en J (C4-028.D1).
4. Como g es continua en el intervalo abierto J, x = f;o g es derivable con derivada g (C2-008.C2).

Asi f' = g, continua: f € C1(J). R

Ejemplo C4-028.E3 (la hipétesis sobre f; hace falta)
fie(x) := sen(kx)/Vk - 0 uniformemente en R, pero fr(0) = Vk — .

Verificacion.

1. |fi(®)| < 1/Vk para todo x (|sen| < 1, C2-014.T5). Dado ¢ > 0,si k > 1/e? (C1-007.C1),
1/Vk < £ (C2-014.T1): la convergencia a 0 es uniforme en R.

2. Porlacadena (C1-030.T1, C2-014.T6), f;.(x) = Vk cos(kx),y f(0) = Vk (cos 0 = 1,C2-014.C1),
que no esta acotada.

3. Ellimite f = O tiene f' = 0, pero f; (0) no tiende a 0: sin la convergencia uniforme de las deriva-

das, C4-028.T4 no se aplica. &
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Por qué cada hipotesis

A | acotado en C4-028.T4

E EnJ = R, fi(x) := x/k cumple f; = 1/k — 0 uniformemente y f;,(0) = 0, pero f; = 0 solo
i puntualmente: supy |x/k| = 0. La cota g|x — x| < £¢ necesita la longitud finita.

A Un punto donde f; converge

E fr = k (constantes) tiene f;, = 0 — 0 uniformemente y (f; (x¢)) no converge en ningtin punto.
]
I
1

Las derivadas solo determinan las funciones salvo constantes.

Ejercicios

1
2
3.
4

. (Converge uniformemente x/(1 + kx?) en R? (Busca su maximo.)

. Demuestra que si f;, = f uniformemente en 4 y cada fj es acotada, f es acotada.

Sea f;,(x) := x¥(1 — x) en [0, 1]. Demuestra que converge uniformemente a 0.

. Demuestra que \/x2 + 1/k — |x| uniformemente en R, y que las derivadas no convergen unifor-

memente en (—1,1).

. (Qué parte de C4-028.T3 falla si C no es de Jordan?

Respuestas

1.
2.
3.
4,

Si: el maximo de |x/(1 + kx?)| es 1/(2Vk), en x = 1/Vk; tiende a 0.
Hay K con |fx — f| < 1; |f| < sup |fx| + 1.
Sumaximo,enx = k/(k + 1), es ﬁ(k/(k +1)*F<1/(k+1)-0.
2 —_ = 1/—k 1 2 . .
0 < x24+1/k — |x| Ny < 1/Vk. Las derivadas x//x2 + 1/k tienden a signo(x),
discontinuo: no hay convergencia uniforme (C4-028.T2).

Nada en la prueba, pero la integral sobre C no esta definida (C4-005.D1).



C4-029 - M de Weierstrass y series de

potencias

Motivacion

Una calculadora que suma términos

1

1 1 . Bemreet .
Una calculadora calcula arctan(1/2) sumando ST 3s Tim o Con cinco términos obtie-

ne 0.4636843; el valor es 0.4636476. ;Por qué esa serie da el arcotangente? En Calculo II la

obtuvimos con la suma geométrica finita; la idea natural, integrar término a término 1+1t2 =
1—t%+t* -, qued6 pendiente (C2-028.T5).

Hoy la justificamos. El criterio M de Weierstrass compara una serie de funciones con una serie
de nimeros: si en todo un intervalo el término k esta acotado por M, y Y, M), converge, la con-
vergencia es uniforme, y se puede integrar y derivar término a término. Ademas da una cota del
error que sirve para todo el intervalo a la vez.

Doénde falla la analogfa: una calculadora real redondea en cada suma; aqui los términos son

exactos.

Definiciones

Definicion C4-029.D1 (series de funciones)

Y. u;, converge uniformemente en A4 si la sucesion de sumas parciales lo hace.

202
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Resultados

Teorema C4-029.T1 (criterio M de Weierstrass)

Si |ux(x)| < My paratodo x € Ay ), M, converge, ), u;, converge absoluta y uniformemente en
A.

Idea de la demostracion

Las colas de }; uj (x) estan acotadas por las de ), M, que no dependen de x: las sumas parciales

son de Cauchy uniformemente.

L N
Demostracion. Sea sy (x) := X =1 U (X).

1. Absoluta. Para cada x, 0 < |u, (x)| < My, y por comparacién (C2-025.T1) Y} |ug (x)| converge.

2. Dado € > 0, por el criterio de Cauchy para ), M;, (C2-024.T4) hay N con ZZ;nH M, < € para
m>nz=N.

3. Para esos m,ny todo x € A, por el triangulo (C2-001.T1 c),

m m m
@) =5 @I =] > w@|< Y < Y Mp<e
k=n+1 k=n+1 k=n+1

4. Como N no depende de x, por el criterio de Cauchy uniforme (C4-028.T1) (sy) converge unifor-

memente en A (C4-029.D1); su limite es la suma }; uj (x), que existe también por C2-026.T2. H

Del paso 3, conm — oo: | 3 uy (x) — s, (x)| < X~ Mg para todo x. Es la cota uniforme del error.

Corolario C4-029.C1 (continuidad, integracion y derivacién término a término)

Silas uy son continuasy ), u; converge uniformemente, la suma es continua y fc Yu =2 fC Uy
en todo compacto de Jordan € € A (en un C no compacto una u; continua puede no ser acota-
da); si u, € C*(J) (J abierto acotado), ¥, u}, converge uniformemente en J y ¥, u; (x,) converge,

entonces (3 ug)' = Y uy,.

Demostracion. Sea sy := Y, .y Ux ¥ S = X Uy.
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1. Continuidad. Cada sy es continua (suma finita de continuas, C3-012.T2 y C1-005.T1),y sy — s
uniformemente; por C4-028.T2, s es continua.

2. Integracion. Si C < A es compacto de Jordan, cada u; es continua en C, luego acotada (C3-
014.C1) e integrable (C4-005.T4 a),y [. sy = X<y J. tr (linealidad, C4-005.T4 b, e induccién,
C1-005.T1). Por C4-028.T3, f. sy — J.s:laserie ¥, [, u) convergea [, s.

3. Derivacién. sy € C1(J) con sy = Yoy Uk (C1-029.T1); por hipdtesis sy — Y, uj, uniformemen-
teen Jy (sy(xo)) converge. Por C4-028.T4, sy converge uniformemente a una funcién C* cuya

derivada es ), u;; ese limite es s. Wl

Teorema C4-029.T2 (convergencia uniforme de las series de potencias)

Si) a,(x —c)" tieneradio R > 0y 0 < r < R, converge uniformemente en [c —,c + 7].

Demostracion.

1. El punto x = ¢ +r cumple |x —c| = r < R, asi que ), a,r™ converge absolutamente (C2-028.T2):
Y |a,|r™ converge.
2. Silx —c| <1, |a,(x — )| < |ay|r™ =: M, (C1-005.T1 para las potencias).

3. Por el criterio M (C4-029.T1), ), a,(x — ¢)™ converge uniformemente en [c —7,c + r].

AEn (c — R,c + R) no siempre

Y. x™ (radio 1) no converge uniformemente en (—1, 1): cada suma parcial sy es un polinomio,
acotadoen (—1, 1),y unlimite uniforme de funciones acotadas es acotado; perolasuma 1/(1—x)

no lo es. La uniformidad es en cada [c —r,c + r] conr < R.

Teorema C4-029.T3 (cierra C2-028.T5)

SiR >0, f(x) := ) a,(x —c)" es continua y derivable en (¢ — R,c + R), con

Fe =Y nayc-onty f =Y a, & )n”.

Demostracion. Seax € (c —R,c+ R)yrcon|x —c| <r < R (porejemplor := (|x —c| + R)/2,0

|x —c|+ 1siR = o); ] := (c —r,c +r), abierto acotado, contiene a x.
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1. Continuidad. Los términos a,, (t — ¢)™ son polinomios, continuos (C1-028.T2). Por C4-029.T2 la
serie converge uniformemente en [c — 7, ¢ + r], y por C4-029.C1 f es continua ahf; como J es un
abierto alrededor de x, f es continua en x.

2. Derivada. La serie derivada ¥, na, (t —c)"™ ! tiene el mismo radio R (C2-028.T4), asi que converge
uniformemente en [c —7,c +7] D J (C4-029.T2). Los términos son C! en J con derivadas na, (t —
c)™ 1 (C1-028.T2, C1-029.T1), y la serie converge en x, = c. Por C4-029.C1, f'(t) = Y na,(t —
c)" 1 en], en particular en x.

3. Integral. El intervalo cerrado de extremos c y x es un compacto de Jordan dentro de [c —7,c +7].
Por C4-029.C1 (y la coherencia con Céalculo II, C4-001.C1), fcxf =Ya, fcx(t — c)*dt, y por C2-
009.E1 (con €2-004.D1six < c) [J (t — c)*dt = (x — )"*}/(n + 1). W

Es el enunciado de C2-028.T5, que Calculo II dejé marcado para Calculo IV.

Corolario C4-029.C2 (la serie es la de Taylor)

Lasuma fesC®en (c —R,c+R)ya, = f™(c)/n!; en particular los coeficientes de una serie

de potencias estan determinados por su suma.

Demostracion.

1. Por C4-029.T3, f' es otra serie de potencias, ,,,; na, (x —c)" %, con el mismo radio (C2-028.T4).
2. Porinduccién en k (C1-005.T1): f ) existeen (c —R,c +R) y

FO@) = ) n—1) 0=k + ey -,
nzk
con radio R; el pasode k ak + 1 es C4-029.T3 aplicado a esta serie (C1-031.D1).
3. Cada £ es continua (C4-029.T3, continuidad de la suma), asi que f € C*.
4. En x = c solo sobrevive el término n = k: f®)(¢) = k! a; (C1-028.T2, con (x — ¢)° = 1).
5. Sidos series de potencias en ¢ con radio positivo tienen la misma suma cerca de c, sus derivadas
en c sonigualesy, por el paso 4, sus coeficientes también. La serie esla de Taylor de f (C1-038.D1).
|

Ejemplo C4-029.E1 (log y arctan por integracion)
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Para |x| < 1, integrando la serie geométrica término a término,

(_1)n+1xn (_1)nx2n+1
log(1+x) = ) ~———— tanx = ) 2
og(1 + x) - y arctan x 1

(otra prueba de C2-028.T7 en el abierto).

Verificacion. Sea |x| < 1.

1. Logaritmo. Para |t]| < 1, ﬁ = Ynso(—t)™ (C2-028.E1 en —t), una serie de potencias de radio 1.

X dt xn+1 (_1)n+1xn

Por C4-029.T3, fo v Ynso (D™ T = Yns1 ~
2. t » log(1+t) esderivable en (—1, ) con derivada 1/(1+t) (C2-011.T1,C1-030.T1),ylog1 =0
(C2-011.D1); por Barrow (€2-009.C1), [y == = log(1 + x).
3. Arcotangente. # = Y,20(—1)"t?" para |t| < 1 (C2-028.E1 en —t?), con radio 1 (C2-028.C1).
X i _ _ nx2n+1
Por C4-029.T3, | — =x(-D" .
4. arctan es la inversa de tan en (—m/2,7/2) (C2-014.D6), con tan’ = 1 + tan? > 0 (C2-014.T9);

por la derivada de la inversa (C1-031.T1), arctan’(y) = 1/(1 + tan®(arctany)) = 1/(1 + y?),y

X dt
arctan 0 = 0. Por Barrow, fo oz = arctanx.

t2

En la calculadora de la motivacién, con |x| < 1/2, la cota uniforme del error después de N términos es
sy (1/2)2"*1/(2n + 1): con N = 5, menos de 10™* en todo [—-1/2,1/2].

Ejemplo C4-029.E2
Y x™/n? converge uniformemente en [—1,1] y Y. cos(nx)/n? en R (criterio M): sus sumas son

continuas.

Verificacién. En [—1,1], |x™/n?| < 1/n?; enR, | cos(nx)/n?| < 1/n? (C2-014.T5). Y. 1/n? converge (C2-
025.C1, p = 2). Por el criterio M (C4-029.T1) las dos convergen uniformemente, y como los términos
son continuos (C1-028.T2, C2-014.T5), por C4-029.C1 las sumas son continuas. &

La primera es continua también en los extremos +1, que estan en la frontera del intervalo de conver-

gencia: C4-029.T2 no lo daba, el criterio M si.



Calculo en varias variables II

207

Por qué cada hipotesis

A Convergencia uniforme de las derivadas

Y sen(n®x)/n? converge uniformemente en R (criterio M con 1/n?), pero la serie derivada
¥ cos(n?x) no converge en x = 0 (su término general es 1). La derivacién término a término

. . : !
pide la convergencia uniforme de ), u,.

A Y, My convergente

En [0, 1], uy () := x*(1 — x) cumple sup |u,| < 1/(k + 1),y X 1/(k + 1) diverge; el criterio M
no se aplica, aunque ), u; = x en [0,1) y 0 en 1: no es continua, asi que la convergencia no es

uniforme.

Ejercicios

Demuestra que },,., e~ ™

converge uniformemente en [1, ) y no en (0, ).
Usa C4-029.T3 para calcular )., nx™ si |x| < 1.
Demuestra que ), x™/n? es derivable en (—1, 1) y calcula la derivada como serie.

;Cudntos términos de la serie de log(1 + x) garantizan error < 107® en [—1/2,1/2]?

S

Demuestra que si ), a,x™ = 0 para todo x € (—r,r), todos los a,, son 0.

Respuestas

1. En[1,00), |[e™™| < e™™, y ) e " es geométrica. En (0, o), la suma 1/(e* — 1) no estd acotada 'y

las sumas parciales si.

Derivando la geométrica: Y nx™™ ! = 1/(1 — x)?, asi que Y nx™ = x/(1 — x)2.
C4-029.T3 con a, = 1/n? (radio 1): Y x""1/n.

El resto después de N términoses < ¥, (1/2)"/n < (1/2)V/(N + 1): basta N = 16.
C4-029.C2: a,, = FM™(0)/n! = 0.

oo W N



C4-030 - Una funcion continua sin

derivada en ningun punto

Motivacion

Regla y lupa

En Calculo I, derivar era mirar una curva con una lupa cada vez mas fuerte: si la curva es deriva-
ble en un punto, con suficiente aumento se ve como una recta, y la regla mide su pendiente. ;Hay
curvas continuas (sin saltos) que nunca se vean rectas, en ningin punto y con ningin aumento?
Si. Se construye apilando zigzags: la distancia al entero mas cercano, ¢(x), es un zigzag de altura
1/2; se le suma un zigzag la mitad de alto y el doble de rapido, ¢(2x)/2, luego ¢(4x)/4,y asi. La
suma, la funcién de Takagi, es continua por el criterio M, pero cada aumento de la lupa descubre
un zigzag nuevo. La pendiente de las cuerdas sobre los intervalos diddicos que contienen a un
punto salta de uno en uno y nunca se estabiliza.

Doénde falla la analogia: una lupa real tiene un aumento maximo; la no derivabilidad es una pro-

piedad de todas las escalas a la vez.

Definiciones

Definicion C4-030.D1 (funcion de Takagi)

@(x) := min(x — |x], [x] + 1 — x) (distancia al entero mas cercano) y

T(x) := 27%p(2kx).

208
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Figura 28: Izquierda: las sumas parciales Y, ., 2 %@ (2*x) para K = 1,2,3. Derecha: la funcién de

Takagi en [0, 1]; su maximo, 2/3, se alcanza en 1/3.

Resultados

Teorema C4-030.T1 (propiedades de ¢)

@ es continua y 1-periddica, 0 < ¢ < %, @(m) = 0 param € Z,y en cada intervalo [m/2, (m +

1)/2] (m € Z) es afin con pendiente 1 0 —1.

Demostracién. Seax € Ry j := |x| (C1-007.T2),con f :=x —j € [0, 1).

1. Rango. p(x) =mm(f,1—f),conf =20y1—f > 0,asiquep(x) =0;como f+ (1 —f)=1,el
menor de los dos es < 1/2: silos dos fueran > 1/2, sumarian mas de 1 (C1-003.T9).

2. Enteros.Six =me€Z,|m|=my¢p(m) =mm(0,1) =0.

3. Periodicidad. [x + 1] = |x] + 1 (C1-007.T4),asiquex+1—|x+ 1| =x—|x]yo(x + 1) = @p(x).

4. Pendientes. Sim = 2jyx € [j,j + %]: x| =j,f=x—j < % <1-f,yo(x) =x—j afinde
pendiente 1.Sim =2j+1yx € [j + %,j+1]:parax <j+lIx]=jyf= % > 1-— f,asique
e(x)=j+1—x;parax =j+1,¢(x) =0=j+1— x.Enlos dos casos, afin de pendiente —1.
Todo m € Z es par o impar (C1-005.T1).

5. Continuidad. En el interior de cada [m/2, (m + 1)/2], ¢ es afin, luego continua (C1-022.T2). En
un punto m/2, ¢ coincide en [m/2 — %, m/2]yen[m/2,m/2 + %] con dos funciones afines que

valen ¢(m/2) enm/2; dado € > 0, el menor de los dos § (y < 1/2) sirve para los dos lados. B
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Teorema C4-030.T2

T es continua en R.

Demostracion.

1. Cada uy(x) := 27 %@ (2%x) es continua (C4-030.T1 y C1-022.T3: composicién con x - 2¥x).
2. Jug ()] < 27F. % para todo x (C4-030.T1),y X, 27%1 converge (geométrica, C2-024.T3).
3. Porel criterio M (C4-029.T1), ) u; converge uniformemente en R, y por C4-029.C1 susuma 7 es

continua. &

Teorema C4-030.T3 (cuerdas que abrazan al punto)

Si f esderivableen x y u, < x < v, conuy, < v, y vy — U, = 0, entonces

fo) = )
k

UV —Uu

f'(0.

Idea de la demostracion
La pendiente de la cuerda es un promedio ponderado de las pendientes de x a cada extremo, y

las dos estan cerca de f'(x).

Demostracién. Sea Qy, el cociente del enunciado.

1. Sea € > 0. Por la derivabilidad (C1-027.D1, C1-017.D1), hay § > O con |(f(x + h) — f(x))/h —
f'(x)| <esi0 < |h| <§.HayK conv, —u, < § parak > K (C1-012.D1).

2. Fijok 2 K.Siu, <x <wvg,seanid := (v —x)/ (v —u) € (0,1), 4 := (f(vy) — f(x)) /(v —x)
y B := (f (ukx) — f(x))/(ux — x). Entonces

f) = f(x) +f(x)—f(uk) _

Vg — Ug U — U

M+ (1—-1)B = Qx

(algebra de los axiomas K1-K9).
3. Como0< v, —x<d6y0<x—u <38, |[A—f'(x)| <ey|B—f'(x)] <e(pasolconh =v, —x
y h = u;, — x). Por el tridngulo (C1-004.T4),

1@ = 'O =1AA =N+ A =DB - f'(x) <de+(1-De=e.
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4, Six = uy, Q = A, ysix = v, Qr = B:enlos dos casos |Q, — f'(x)| < & por el paso 1. Asi

Q= f'(x). 1

A Las cuerdas deben abrazar al punto

Para f(x) = x?sen(1/x) (f(0) := 0), derivable en 0 con f'(0) = 0, las cuerdas entre u; =
1/(2rk + ©/2) y v, = 1/(2mk), que tienden a 0 pero no contienen al 0, tienen pendientes

—u? /(v —ug) » —2/m # 0. Que u, < x < vy, es esencial.

Teorema C4-030.T4 (7 no es derivable en ningin punto)

Para todo x € R, 7 no es derivable en x.

Demostracion. Fijemos x. Paran € Nseanm,, := |2"x| € Z (C1-007.T2),u, := m, /2"y v, = u,+27™

Idea de la demostracion (Billingsley, 1982)

Se encierra x en el intervalo diadico [u,, v,] de longitud 2~™. Los zigzags de frecuencia 2¥ > 2"
valen 0 en los dos extremos, y los de frecuencia menor son rectos en el intervalo. La pendiente
de la cuerda es una suma de n nimeros +1: al pasar de n an + 1 cambia exactamente en +1,y

no puede converger.

1. Encierranax. m, <2"x <mp,+ldau, <x <v,yv,—u, =2""-0(C1-014.T3).

2. Estdn encajados. 2m,, < 2™*1x es un entero, asi que 2m,, < m,;; (C1-007.T4) y u,, < up4q.Y

Mpyq < 2" 1x < 2m, + 2 con m,,,, entero dam,,; < 2m, + 1, de donde v, ,; < v,,.

3. Frecuencias altas. Si k > n, 2*u, = 2¥""m,, y 2¥v,, = 2¥""(m,, + 1) son enteros, y ¢ (2*u,) =

@(2%v,) = 0 (C4-030.T1).

4. Frecuencias bajas. Seak < nyd :=n — k > 1. Por la divisién entera (C1-007.T2 con m,,/2¢™1),

m, =q2% 1 +sconqg € Zy0 < s < 2% Entonces

+2d'1_q+1
24 2

s+1
2d

My

S
24 2d

2d

<

2ku, =

N

q q q
= — > — Zk = —
2+ =5 Up 2+

asf que 2¥[u,, v,] € [q/2,(q + 1)/2], donde ¢ es afin con pendiente &, € {1,—1} (C4-030.T1).

Por lo tanto

Z_k((p(zkvn) - (p(zkun)) = 2_k‘cf‘k,n zk(vn - un) = ‘Sk,nz_n-
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. La pendiente de la cuerda. Por la linealidad de las series convergentes (C2-024.T1) y los pasos

3-4,
n-—1 n—1
i T(Un) _T(un) YY) -n _
Sp = # =2 €k’n2 = Ekn-
nooon k=0 k=0

. Las pendientes no dependen de n. Para k < n, 2¥[u,41, Vp41] © 2%[uy, v,] (paso 2) estd en el

mismo intervalo [q/2,(q + 1)/2], donde ¢ tiene una sola pendiente: €, 41 = & =: &. Asi

Sn = Xk<n &k Y Sn+1 — Sn = &n € {1, -1}

. No converge. Si (s,) convergiera, seria de Cauchy (C1-016.T1): con € = 1/2 habria N con |s,41 —

sp| <1/2paran = N (C1-016.D1), contra el paso 6.

. Si T fuera derivable en x (es continua, C4-030.T2, y esta definida en todo R), por C4-030.T3 con

los u, < x < v, del paso 1, s, > 7' (x): contradiccién con el paso 7. B

Ejemplo: x = 1/3
1/3 = 0.010101 ... en base 2. Las pendientes ¢, alternan, +1,—1,+1, ..., y s, alterna entre 1
y 0 (lo verifica tools/checks/C4-030.py con fracciones exactas). Ademas T'(1/3) = 2/3, el

maximo de 7.

Por qué cada hipotesis

A Factores 27 y frecuencias 2%

Con Y. 27%¢p(x) (sin acelerar la frecuencia) la suma es 2¢, derivable salvo en los multiplos de

1/2.Con ¥ 47 %@ (2%x), las pendientes de los términos son +27%, Ia serie de derivadas converge

uniformemente fuera de los puntos diadicos, y la cuerda tiene pendiente Y. +27%, que si converge.

El equilibrio entre altura 27 y frecuencia 2* es lo que hace que cada término aporte pendiente
+1.

Ejercicios

1. CalculaT(1/2),7(1/4)yT(3/4).
2. DemuestraqueT(x + 1) =T(x)yT(1 —x) = T (x).
3. Demuestra que 7' (x) = ¢(x) + %T(Zx).
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4. Demuestra que 0 < T < 1 (enrealidad < 2/3, pero eso es mas dificil).

5.

(Es T lipschitziana? (Mira la cuerda sobre [u,, v,] conx = 1/3y conx = 0.)

Respuestas
1. 7(1/2) =1/2 (soloel término k = 0); 7(1/4) =1/4+1/4 = 1/2; T(3/4) = 1/2 por simetria.
2. Periodicidad de cada término; ¢ (1 — y) = @(y) y 2¥(1 — x) = 2k — 2kx,
3. Separar el término k = 0 y reindexar (C2-024.T1).
4, 0T <Yy27k1 =1,
5. No: parax = 0,u,, = 0ylacuerdasobre [0,27"] tiene pendiente s,, = n (todas las g, = +1), que

no esta acotada.



C4-031 - Teorema de Dirichlety

convergencia uniforme

Motivacion

Un sintetizador que suma tonos puros

Un sintetizador imita un sonido sumando tonos puros a,, cos nx + b,, sen nx. Para la onda cua-
drada (un sonido «de videojuego») hacen falta muchos tonos y, cerca de los saltos, la suma se
pasa de la raya: es el fendmeno de Gibbs, que en Calculo II solo se vio en una grafica. Para la
onda triangular |x| bastan pocos: con dos tonos (y la constante) el error ya es menor que 0.16
en todas partes.

En Calculo Il calculamos coeficientes y vimos converger la serie de la onda cuadrada en x = 1 /2;
el teorema de Dirichlet, que dice en qué puntos converge y a qué, quedd enunciado (C2-029.T5).
Hoy lo demostramos. Después vemos por qué la onda triangular converge uniformemente, la
igualdad de Parseval y, de paso, 1 + % + % + - =1?/6.

Doénde falla la analogia: un sintetizador suma un nimero finito de tonos y el oido no distingue

errores pequefios; aqui hablamos del limite.

Parte 1 - El teorema de Dirichlet

Teorema C4-031.T1 (nicleo de Dirichlet)

Dy(t) := % + zﬁzl cos(nt) es par, 2r-periodica, %ffn Dy =1, %fgr Dy = %, yparat ¢ 2nZ,

sen((N + 5)t)

Dn(®) = 2sen(t/2)

Demostracion.

214
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1. cos es pary 2rm-periddica (C2-014.T5), y también cada cos(nt): Dy es par y 2m-periddica.

2. Paran = 1,sen(nt)/n es primitiva de cos(nt) (C2-014.T6, C1-030.T1), y por Barrow (C2-009.C1)
f_nn cos(nt)dt = (sen(nm) — sen(—nn))/n = 0 (C2-014.C1). Con la linealidad (C2-004.T2) y
Sl 5 =m(C2-002E1): — [" Dy =1.

3. Como Dy es par, [ Dy = 2 [ Dy (C2-015.C1),y = [ Dy = 5.

4. Por C2-029.T1 cona = t/2y b = nt: 2sen(t/2) cos(nt) = sen((n + %)t) + sen((% —-n)t) =
sen((n + %)t) —sen((n — %)t) (C2-014.T5, sen es impar).

5. Sumando den = 1 a N, la suma es telescépica (C2-001.T1 a, C1-005.T12):

2sen(t/2)Dy(t) = sen(t/2) + sen((N + 3)t) — sen(t/2) = sen((N + 3)t).

6. sen(t/2) # 0sit & 2nZ. Seay :=t/2 € nZyj := |y/m| (C1-007.T2),con 0 < y — jmr < m. Por
sen(x + m) = —senx (C2-014.C1) aplicado |j| veces (C1-005.T1), | seny| = sen(y — jm) > 0
(C2-014.T4). Dividimos entre 2 sen(t/2). B

Teorema C4-031.T2 (sumas parciales como integral)

Si f: R > Res 2n-periddica e integrable en [—m, 7],

1 (" 1 ("
Sy(x) = %f_ f(x +t)Dy(t) dt = ;fo [F(x+ ) + f(x — )] Dy (D) dt.

Demostracién. Fijemos x.

1. Por la definicién de los coeficientes (C2-029.D1) y la linealidad (C2-004.T2),

N
1 (" 1
Sy(x) = ;J f(y)[i + Z(cos ny cosnx + senny sen nx)]dy.
- n=1

2. Porlaférmula de la suma (C2-014.T8) y la paridad (C2-014.T5), cos ny cos nx + senny sennx =
cos(n(y — x)), asi que el corchete es Dy (y — x).

3. El producto f(y)Dy(y — x) es integrable (C2-004.T5; Dy es continua). Con el cambio lineal y =
x + £ (C2-015.T2), Sy (x) = = 77 f(x + £)Dy(t) dt.

4.t » f(x + t)Dy(t) es 2m-periddica e integrable en todo intervalo cerrado (C2-015.C1), y su
integral sobre un intervalo de longitud 2w no depende del intervalo (C2-015.C1): es la primera
formula.

5. Partimosen [—m, 0] y [0, ] (C2-004.T1). En[—m, 0],cont = —t (C2-015.T2,r = —1) yla paridad
de Dy: f_on f(x+t)Dy(t)dt = fon f(x — t)Dy(t) dt. Sumando, la segunda formula. B
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Teorema C4-031.T3 (teorema de Dirichlet; cierra C2-029.T5)

Sea f : R » R 2m-periddica e integrable en [—7, 7t]. Si en x existen los limites laterales f(x*),

f(x7) ylos limites

| flx+h)—f(x") fx—h)—f(x7)
m Iim

h—0t h h—0+ h ’

entonces Sy (x) » (f(xT) + f(x7))/2.

Idea de la demostracion

Restando ¢ := (f(x%) + f(x7))/2 escrito con el nucleo, la diferencia es una integral de
g)sen((N + %)t) con g integrable: la hipdtesis sobre los cocientes compensa el 1/ sen(t/2)
cerca de 0. Al abrir el seno, quedan coeficientes de Fourier de dos funciones integrables, que

tienden a 0 por Riemann-Lebesgue.

Demostracién. Sea £ := (f(x*) + f(x7))/2.
1. Por C4-031.T1, £ = — ["[f(x*) + f(x7)]Dy(¢) dt, y por C4-031.T2 y la linealidad,

1 Y
Sn(x) —¢= ;JO [fer+6) = fx™) + flx =) = f(x7)]Dy (1) dt.
2. Parat € (0, ] sean

_f+-f(xT) _fx-D-f(x7)
9+(0) = 2sen(t/2) ' 9-®) = 2sen(t/2) '

y 9+(0) := 0.Parat € (0,m], t/2 € (0,m/2] y sen(t/2) > 0 (C2-014.T4). Por la forma cerrada
de C4-031.T1, el integrando del paso 1 es [g, (t) + g_(t)] sen((N + %)t) salvoent = 0, que no
cambia la integral (C2-005.T2).

3. g, es acotada cerca de 0. Sea L, el primer limite de la hipdtesis. Como sen’(0) = cos0 = 1 (C2-
014.T6,C2-014.C1),sen(s)/s = 1 cuandos — 0 (C1-027.D1),asique t/(2sen(t/2)) = 1 cuando
t — 0%. Por el producto de limites laterales (C1-020.D1),

fat-feH ot
t 2sen(t/2)

g+() = Ly.

Hayn € (0,m) con |g,| < |Ly| +1en (0,n].

4. g, es acotada en [0, 7). f es acotada (integrable en [—m, ] y periddica); en [n, ], sen(t/2) =
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sen(n/2) > 0 (sen es creciente en [0,7/2], C2-014.T6, C1-034.T2), asi que |g,| <
(Zsup |f])/(2sen(n/2)).

. g4 esintegrableen[0,7].Si0 < c <d < m,t - f(x+t)—f(x") esintegrableen [c,d] (C2-015.C1,

C2-015.T2) y 1/(2sen(t/2)) es continua ahi (C1-022.T2, C1-022.T3); su producto es integrable
(C2-004.T5). Con el paso 4, C2-005.T1 da la integrabilidad en [0, r]. Igual para g_.

. Seah:=g,+g_en[0,m]yh:=0en[—m,0),integrable en [—m, ] (C2-004.T1). Por C2-014.T8,

sen((N + %)t) = sen(Nt) cos(t/2) + cos(Nt) sen(t/2),y

Sy(x)—+¢= % f; h(t) cos(t/2)sen(Nt) dt + % f:r h(t)sen(t/2) cos(Nt)dt.

. Las funciones H; := hcos(:/2) y H, := hsen(-/2) son integrables en [—m, ] (C2-004.T5), y los

dos sumandos son el coeficiente by de H; y el ay de H, (C2-029.D1). Por Riemann-Lebesgue
(C2-029.C1), tienden a 0 cuando N — 0. Asi Sy(x) = £. 1

A Qué pide la hipotesis

No pide que f sea continua ni derivable en x: basta que existan los limites laterales y los dos

«cocientes laterales». En un salto, la serie converge al promedio de los dos lados.

Parte 2 - Convergencia uniforme y Parseval

Definicién C4-031.D1 (periédica C! por tramos)

f + R = R 2m-periddica y continua con una particiéon —w = t, < - < t, = mwtal que f en
cada [t;_4, t;] es la restriccion de una funcién C* en un intervalo abierto que lo contiene; f' es la

derivada de cada tramo (en los nodos se le da cualquier valor).

Teorema C4-031.T4 (convergencia uniforme)

Si f es como en C4-031.D1, }:(|a,| + |bn|) converge y Sy — f uniformemente en R.

Idea de la demostracion
Integrando por partes, los coeficientes de f’ son nb,, y —na,; Bessel para f’ acota Y. n?(a2 +

b2), y Cauchy-Schwarz convierte esa cota en la convergencia de Y.(|a,| + |by|). El criterio M da
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convergencia uniforme a algo continuo, y Dirichlet dice que ese algo es f.

Demostracién. Sean f; las funciones C! de C4-031.D1 (f = f; en [t;_1, t;]).

1. f' esintegrable. En cada [t;_4,t;], f' coincide con la continua f; salvo quiza en los extremos, asi
que es integrable ahi (C2-005.T2); por la aditividad (C2-004.T1), en [—m, ]
2. Por partes. Paran > 1, con C2-016.T1 en cada tramo (f; y cos(n-) son C! en un intervalo abierto
que lo contiene):
¢ ti

f'(x) cos(nx) dx = [f(x) cos(nx)]::_1 +n f(x)sen(nx)dx

ti—l ti—l
(con C2-005.T2 para el valor de f’ en los nodos, y f; = f en el tramo).

3. Sumando en i (C2-004.T1), los términos de frontera son telescépicos (C2-001.T1 a) y dan
f(m) cos(nm) — f(—m)cos(—nm) = 0, porque f(r) = f(—m) (periddica) y cos es par (C2-
014.T5). Asi a,, := %ffnf’ cos(nx) = nb,.Igual, §, = %f_nn f'sen(nx) = —na, (los términos
de frontera son f (xm) sen(xnm) = 0).

4. Besselpara f' (C2-029.T4): paratodo N, Zn (aE+B2) < = f (f)? =: B,esdecir, Zn (n?(as+
b3) <B.

5. Cauchy-Schwarz en R?N (C3-001.T3) con los vectores (n|a,|,n|by), y (1/n,1/0),:

N(|a|+|b|)<( n(al + b3 3 L2 VB L)
2, (onl +1:D < Z b)) () m) =By 5
n=1 n=1 n=1 n=1
finito porque ¥, 1/n? converge (C2-025.C1). Las sumas parciales de }.(|a,, | + |b,|) estan acotadas,
y la serie converge (C2-024.T6).

6. Criterio M. |a,, cos nx+b, sennx| < |a,|+|b,| paratodo x (C2-014.T5), asi que la serie de Fourier
converge uniformemente en R (C4-029.T1) a una funcién g, continua (C4-029.C1; los términos
lo son).

7. Dirichlet. Sea x € R; por la periodicidad podemos suponer x € [—m, 7). f es continua, asi que
fx™) = f(x7) = f(0).Six € [tig, 1), f = fien[x, 6]y (f(x + B) — f(x))/h - f{(x); six €
(ti—, ], f(x—h)=f(x))/h » —f/(x); six = ty = —m,alaizquierdaseusa f(x—h) = f(mr—h)
y el tramo f;, (C1-027.D1). Por C4-031.T3, Sy (x) = f(x).

8. Por la unicidad del limite (C1-012.D1), g(x) = f(x) para todo x, y Sy — f uniformemente. B
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Corolario C4-031.C1 (Parseval)
Si f es como en C4-031.D1,
1 i <
I PACRE
n=1
Demostracién.
1. Por la definicién de los coeficientes (C2-029.D1) y la linealidad (C2-004.T2)
1 T
Ef fSN—— ff+ ffcosnx+b —ffsennx ——+Z(an+b,2,)
-1
2. f es continua en [—m, 7], luego acotada por un M (C3-014.C1),y |fSy — f?| < M|Sy — f|: por
C4-031.T4, fSy — f? uniformemente en [, 7]

3. Por la integral del limite (C4-028.T3, con C4-001.C1), % [ £Sy = = [ f2. Por el paso 1, las sumas
parciales de la serie convergen a ese numero (C2-024.D1). H

HH i
1 - RN SR T
_"- N7 - \, l
| i
| 1
| [
| [
f [
3
t
t
t
01 !
1
1
1
a '
H] [
Hi !
] !
0 ! ———
1 H AN NP TR AT Sy
-1 7 =F SN AR N \Gd
ng - SN e Su
T T T T T T
—T 0 T —T 0

Figura 29: Izquierda: |x| y sus sumas S;, S3: 1a convergencia es uniforme. Derecha: la onda cuadrada con

So vy S41: la convergencia es puntual y, cerca de los saltos, el pico se acercaa 1.179 (Gibbs, solo imagen)

Ejemplo C4-031.E1 (3 1/n% = n2/6)
Para f(x) =

|x| en [-m, 7] (extendida periédicamente): ay = w, a, = —4/(mn?) sin es
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impar, 0 sin > 2espar,y b, = 0.C4-031.T4enx = 0da}
S,y = (impares hasta 2N) + %SN. Y 1/n? = n2/6.

1/n? = m?/8y, con

n impar

Verificacion.

1. Esde C4-031.D1. |x| es continua, | — | = ||, y con la particiéon —7 < 0 < wes —x y x en los dos
tramos (C! en R). Su extensién periédica es continua.

2. Coeficientes. |x|sen(nx) es impar: b, 0 (C2-015.C1). |x| cos(nx) es par, asi que a, =

2

%fonxcos(nx) dx.Paran =0,ay = % . % = 1t (C2-009.E1). Paran = 1, por partes (C2-016.T1,
C2-014.T6),

cos(nm)—1 (D" -1
n? - n?

xsen(nx)® 1 ("
—] - —f sen(nx)dx = 0+
n o nJy

ff x cos(nx) dx = [

0
(C2-009.C1, C2-014.C1). Asia,, = —4/(nn?) sin esimpary 0 sin > 2 es par.

3. Enx = 0. Por C4-031.T4, S,y (0) = £(0) = 0,y Sy(0) = 5 — =0y con oy := Lpp_y 1/(2m —1)2.
Asioy - m2/8 (C1-013.T2).

4. Todas. Sea sy := ZZ:l 1/n?, convergente a S (C2-025.C1). Separando impares y pares (C1-
005.T12), s,y = oy + XV = oy + Lsy.Cuando N - oo = T + 2 (C1-013T2,

m=1 4m?2

C2-024.T1),de donde S = 2 /6. W

2

1 T 5 n? | 16
Parseval para |x| da otra suma: - f_n X°=— ="+

1,

= 2 impar —»asique 2 impar 1/n* = n*/96.
Ejemplo C4-031.E2 (onda cuadrada)

Para la onda de C2-029.E1, Sy (x) = f(x) six € nZy Sy(km) — 0 (C4-031.T3); el fenémeno de

Gibbs sigue siendo solo imagen.

Verificacién. La onda vale —1 en (—m, 0), 1 en (0, ), 0 en 0 y £+, extendida con periodo 2.

1. Six ¢ Z, f es constante en un intervalo abierto alrededor de x: f (x) = f(x) ylos dos cocientes
de la hipétesis valen 0 para h pequefio. Por C4-031.T3, Sy (x) = f(x).

2. Six = km, f es constante a cada lado cerca de x, con valores 1y —1 (en algin orden): los limites
laterales existen, su promedio es 0, y los cocientes (f (x + h) — f(x*))/h valen 0 para h pequefio.
Por C4-031.T3, Sy (km) — 0 (de hecho Sy (k) = Y. b, sen(nkm) = 0 paratodo N).
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La onda cuadrada no es continua, asi que C4-031.T4 no se aplica: la convergencia no es uniforme (silo

fuera, el limite seria continuo, C4-028.T2).

Por qué cada hipétesis

A La continuidad en C4-031.T4

La onda cuadrada es C! por tramos pero no continua: Y,(|a,| + |bp]) = X
y la convergencia no es uniforme. En la prueba, la continuidad (y la periodicidad) cancelan los

términos de frontera de la integracién por partes.

4 /(nm) diverge,

n impar

A Los cocientes laterales en C4-031.T3

La hipétesis no se puede quitar del todo: hay funciones continuas cuya serie de Fourier diverge
en un punto (du Bois-Reymond, 1873). No las construimos aqui; la hipétesis de Dirichlet es una

condicién suficiente sencilla.

Ejercicios

. Calcula la serie de Fourier de f (x) = x? en [—m, ] y deduce de nuevo ¥, 1/n? = 72 /6 (en x = 7).

. Con Parseval para la onda cuadrada (que vale aunque no sea continua, por otro argumento), ;qué

suma se obtiene? Compruébala con ¥, ;... 1/n* = 7?/8.

3. Demuestra que si f es como en C4-031.D1, |f(x) — Sy(x)| < X,,>y(|an| + |by|) para todo x.

(A qué converge la serie de Fourier del diente de sierra f(x) = xen (—x, ), f (%) := 0,enx = ©?

Respuestas

1.
2.
3.
4,

2 _ m =n"
Xt= S +4Y—

1 16 :
. [rf2=2=Y%, impar 72,2~ €S decir, 2 impar 1/n? = n2/8.

f — Sy = 2psn(an cosnx + by, sennx) por C4-031.T4, y el triangulo.
A(f(r )+ f(@*)/2=(m—mn)/2=0(C4-031.T3).

2
n 1
cosnx;enx = m: w2 = 5 4Ll



C4-032 - Cierre de Calculo IV

Motivacion

Los cuatro cursos en niimeros

La ultima estacion

que comparten Green, Stokes y Gauss.

una lista de 216 piezas, cada una demostrada con las anteriores.

En este curso hubo cajas que se partian en rejillas, mapas que se deformaban con un cambio de
variables, alambres, fuerzas a lo largo de caminos, superficies que se inflaban, una masa de pan
que se esponjaba, una boya, un melén en el refrigerador, una varilla en hielo, una impresora que

corregia en pasadas, una lupa que nunca veia una recta y un sintetizador. Detras de todo hubo

Con Célculo [, 1T y I1I, 1a serie de Calculo suma 819 piezas. Solo cinco de ellas se citaron de otra
materia (Algebra Lineal I), y Calculo IV no agregé ninguna: usé dos de las cinco.

Este capitulo es el mapa de Calculo 1V, la lista de lo que cerré de los cursos anteriores y el patron

Doénde falla la analogia: en un mapa de metro se puede ir y volver; aqui las vias tienen un solo

sentido (una pieza solo usa piezas anteriores), y eso evita los circulos viciosos.

Curso Piezas Notas

Calculo I 167 axiomas de los reales, limites,
continuidad, derivada

Calculo I 231 integral, funciones elementales,
series

Célculo 111 205 200 con id C3 y 5 del bloque AL
(AL.1, AL.3-AL.6)

Calculo IV 216 40 definiciones, 98 teoremas,

222

33 corolarios, 45 ejemplos;

ninguna AL nueva
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Curso Piezas Notas

Total 819 5 citadas de Algebra Lineal I; el

resto, demostradas

(Las cifras las cuenta tools/checks/C4-032.py sobre los cuatro archivos TEOREMAS.)

Lo que se demostro en Calculo IV

1. Integrales multiples (C4-001 a C4-012). Darboux en cajas y el criterio de Riemann; rejillas fi-
nas (C4-002.T2); medida cero y contenido cero; el criterio de Lebesgue (C4-004.T2); conjuntos
deJordan; Fubini en la forma de Spivak (C4-006.T1); regiones elementales, Cavalieriy el valor me-
dio; Gauss-Jordan y ¢(T(A)) = | detT| c(A) (C4-008.T7); imagenes por funciones C'; el cambio
de variables por la ruta de Lang (C4-010.T3) y con un conjunto excepcional (C4-011.T1); polares,
cilindricas y esféricas; impropias y la integral de Gauss; la regla de Leibniz (C4-012.T3).

2. Integral de linea (C4-013 a C4-017). Caminos, longitud y trabajo; el teorema fundamental para
integrales de linea y el lema de Poincaré (C4-015.T4); el teorema de Green para parches (C4-
016.T4); el indice de una curva, que es entero (C4-017.C1).

3. Integral de superficie (C4-018, C4-019). Superficies parametrizadas, area e invariancia por
reparametrizacion; flujo y orientacion; la banda de Mobius no es orientable (C4-019.E1).

4. Teoremas integrales (C4-020 a C4-027). Divergencia en el plano; Stokes (C4-021.T1); Piolay
Gauss (C4-022.T2, C4-022.T4); Arquimedes y la ley de Gauss; identidades de Green y unicidad; el
laplaciano en coordenadas ortogonales; el valor medio y el principio del maximo para arménicas
(C4-025.T2, C4-025.T3) y para el calor (C4-026.T1); la formula de representaciéon y la de Poisson
(C4-027.T1, C4-027.E1).

5. Convergencia uniforme (C4-028 a C4-030). Limites uniformes, el criterio M (C4-029.T1), las
series de potencias se derivan e integran término a término (C4-029.T3); una funcién continua
sin derivada en ningtin punto (C4-030.T4).

6. Series de Fourier (C4-031). Teorema de Dirichlet (C4-031.T3), convergencia uniforme
(C4-031.T4), Parseval y Y, 1/n? = 2 /6.

La ruta principal

Cada flecha es un «usa:» de TEOREMAS-C4.
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1. Rejillas finas (C4-002.T2) — criterio de Lebesgue (C4-004.T2) — conjuntos de Jordan e integral
sobre ellos (C4-005).

2. Lebesgue y Jordan — Fubini (C4-006.T1) — regiones elementales (C4-007.T1).

3. Gauss-Jordan (C4-008.T2) y el determinante de las elementales (C4-008.T3) — contenido y de-
terminante (C4-008.T7).

4. Funcién inversa (C3-025) y C4-008.T7 — imagenes de cubos (C4-009.T5) — cambio de variables
(C4-010.T3) — con conjunto excepcional (C4-011.T1).

5. C4-011.T1 + Fubini + Barrow — Green (C4-016.T4), Stokes (C4-021.T1) y Gauss (C4-022.T4).

6. Gauss — identidades de Green (C4-024.T1) — unicidad, valor medio, principio del maximo y re-
presentacion.

7. Criterio de Cauchy uniforme (C4-028.T1) — criterio M (C4-029.T1) — término a término (C4-
029.T3), Takagi (C4-030.T2) y la convergencia uniforme de Fourier (C4-031.T4).

El patron de Green, Stokes y Gauss

Los tres teoremas integrales se demostraron con la misma idea, en tres pasos:

1. Jalar el campo al rectangulo Q o ala caja B: el campo jalado ¢*F (C4-016.D1) en Green y Stokes,
el campo de Piola G (C4-022.T2) en Gauss. Las segundas derivadas se cancelan por Schwarz.

2. Integrar en el rectangulo o en la caja con el teorema fundamental en cada variable: Fubini y
Barrow (C4-016.T1, C4-022.T3).

3. Regresar con el cambio de variables con conjunto excepcional (C4-011.T1): la frontera de Q o de

B tiene contenido cero.

En los tres, «la frontera orientada» se definié como la imagen de la frontera del rectangulo o de las
caras dela caja, y en cada ejemplo se comprobé qué lados se cancelan o degeneran (el disco, la corona, la
semiesfera, la esfera, la bola). Fue la decision de rigor del curso (TEMARIO, decision 13): no se enuncié

un teorema para «regiones con frontera regular» en general.

Un puente informal
Las tres formulas tienen la misma forma: la integral de una «derivada» sobre una region es la
integral del campo sobre su frontera. En Andlisis Matematico y en Geometria Diferencial, con las

formas diferenciales, las tres son casos de un solo teorema de Stokes en variedades. Este curso
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no lo enuncia: su prueba pide algebra multilineal y cadenas, y aqui no se enuncia lo que no se

demuestra.

Lo que Calculo IV cerro

Pendiente

Qué decia

Dénde se cierra

C2-005.T6 A C4

C2-019.D1 A def

C2-019.D2 A def
C2-021.D1 A def

C2-021.D2 A def
C2-022.D1 A def
C2-022.D3

C2-028.T5 A C4

C2-029.T5 A C4
C3-027 (lectura)

criterio de Lebesgue
(enunciado)

area entre graficas como
definicion

area en polares como definicion
volumen por secciones
(Cavalieri)

area de superficie de revolucion
trabajo de una fuerza en la recta
centroide de una region
(coherencia)

derivacion e integracion
término a término

teorema de Dirichlet

significado fisico de div y rot

C4-004.T2 y C4-004.C1

C4-007.C1

C4-011.C1
C4-007.T2 y C4-007.E2

C4-018.C2
C4-014.C1
C4-007.E3

C4-029.T3 (y C4-029.C2)
C4-031.T3

C4-020.T2, C4-021.T2,
C4-022.T5

Calculo IV no deja piezas A propias: lo que no se demuestra no se enuncia. Quedaron fuera la existen-

cia de solucién del problema de Dirichlet, la transformada de Fourier, las formas diferenciales y los

métodos numéricos en varias variables (TEMARIO, decision 10).

Lo que se cito de otra materia
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Pieza Quées Dénde se us6 en Calculo IV

AL.1 algebra de matrices Gauss-Jordan (C4-008), norma
por renglones (C4-009), campo
jalado (C4-016.T2), traza
(C4-022.T1), coordenadas
ortogonales (C4-025.T1)

AL.4 determinante: multilineal, determinante de las
alternante, tinico; det(AB); elementales y contenido
polinomio; 3 X 3; invertible (C4-008), cambio de variables
< det#0 (C4-009, C4-010), rotacional

jalado (C4-016.T3), producto
cruz de combinaciones
(C4-018.T2), traza (C4-022.T1),
detDg = H (C4-025.T1)

EN eleccion numerable (axioma de  continuidad de integrales con

Calculo 1)

pardmetro (C4-012.T2, a través
de C3-009.T0)

La unicidad del determinante, que en Calculo III solo se leia, en Calculo IV trabajé: dio la identidad de la

traza y, por ella, Gauss y el laplaciano en coordenadas ortogonales. La multiplicatividad dio | detA| =

[1|detE;| en el caso lineal del cambio de variables. AL.3, AL.5 y AL.6 no se usaron en Calculo IV.

Despedida

Con Calculo IV termina la serie de Calculo: de los axiomas de los nimeros reales a los teoremas de

Green, Stokes y Gauss, las funciones armdénicas y las series de Fourier, todo demostrado paso a paso.

Lo que sigue, en Analisis Matematico y en Ecuaciones Diferenciales Parciales, se apoya en estas 819

piezas.

Ejercicios

1. Sigue en TEOREMAS-C4 los «usa:» de C4-022.T4 hasta llegar a una pieza de Calculo III. ;Cudles

aparecen primero?
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ook W

(En qué paso de la prueba de Green se usa que o es inyectiva en int Q7 ;Y en Stokes?
Explica por qué la unién numerable de conjuntos de medida cero no se enunci6 en general.
Da tres lugares donde se usoé la regla de Leibniz (C4-012.T3).

;Qué pieza de Calculo Il cierra la formula de Poisson? (Pregunta con trampa.)

Respuestas

1.

Por ejemplo, C3-012.T4 (preimagenes de abiertos) y, a través de C4-022.T2, 1a regla de la cadena
(C3-023.T1) y Schwarz (C3-018.T1).

En Green, solo en el daltimo paso: el cambio de variables con conjunto excepcional (C4-016.T4).
Stokes no la pide (C4-021.T1).

. Pediria elegir una sucesién de cajas para cada conjunto, mas de lo que da EN; donde hizo falta

(Lebesgue) las cubiertas se construyeron con rejillas y el buen orden (TEMARIO, decision 11).
Lema de Poincaré (C4-015.T4), valor medio (C4-025.T2), conservaciéon de la masa (C4-020.E1,
C4-023.E3) y Gauss con Leibniz (C4-012.E3).

Ninguna: la férmula de Poisson no cerré un pendiente. Representa armonicas; la existencia para

Dirichlet no se enuncia.
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